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CAPITOLO  I 

NOZIONI  FONDAMENTALI 


Enti  geometrici. 

i.  Dobbiamo  all'  esperienza  {*)  Tidea  di  spazio. 

L'idea  di  spazio,  perchS  fondamentale,  primitiva, 
non  si  pno  definire. 

9.  Non  Bapendo  concepire  nessuna  interruzione, 
ni  limiti  dello  spazio,  diciamo  che  lo  spazio  e  conti- 
nuo  ed  illimitato. 

Possiamo  concepire  parti  dello  spazio,  e  suddi- 
yiderle  idealmente  seDza  fine.  Perci6  diciamo  che  lo 
spazio  h  divisibile  indefinitamente. 

Non  sapendo  concepire  diversita  intrinseche  tra 
parti  dello  spazio,  diciamo  che  lo  spazio  e  omogeneo, 

Pensando  ad  una  parte  dello  spazio,  sappiamo 
poi  pensame  un'altra  distinta  dalla  precedente,  e  poi 
una  terza  distinta  dalle  due  precedenti  (e  senz'altra 
dipendenza  da  queste)  e  cosi  via  senza  fine.  Perci6 
diciamo  che  lo  spazio  &  infinito. 

Non  possiamo  concepire  che  lo  spazio  od  una  sua 
parte  si  muova ;  perci6  diciamo  che  lo  spazio  e  im- 
mobile. 

8.  Pensando  ad  nn  corpo,  e  facendo  astrazione 
da  ogni  proprieta,  che  non  sia  la  forma  e  1'  estensione 

(*)  Particolarmente  alia  vista,  al  tatto,  alia  facolt&  di 
mnoverci. 
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del  corpo,  otteniamo  il  concetto  di  solido  o  corpo  geo* 
metrico. 

Non  sappiamo  definire  neanche  i  concetti  di 
forma  ed  estensione. 

4.  II  limite  di  un  solido  si  dice  super  fide  (la  sa- 
perficie  del  solido)  (*). 

Pensando  un  solido  come  composto  di  due  parti, 
queste  hanno  parte  della  loro  superficie  in  comune.  Co- 
desta  parte  comune  e  una  superficie  segnatanel  solido. 

fi»  Pensando  una  superficie  come  composta  di 
due  parti,  nel  limite  comune  a  queste  parti  abbiamo 
ci6  che  dicesi  linea. 

Suol  dirsi  che  questa  linea  h  segnata^  che  giace 
sulla  superficie,  che  appartiene  alia  superficie,  ed  an- 
che  che  questa  passa  per  quella  linea ;  ecc. 

••  Pensando  una  linea  come  composta  di  due 
parti,  nel  limite  comune  a  queste  parti  abbiamo  ci6 
che  dicesi  punto. 

Suol  dirsi  che  questo  punto  giace^  che  cade  su 
quella  linea,  che  appartiene  alia  linea ;  ed  anche  che 
questa  passa  per  quel  punto ;  ecc. 

9«  In  una  linea  esistono  innumerevoli  punti ;  in 
una  superficie  innumerevoli  linee  e  quindi  anche  in- 
numerevoli punti ;  e  in  un  solido  esistono  innumere- 
voli superficie  e  quindi  anche  innumerevoli  linee  ed 
innumerevoli  punti. 

Tutto  ci6  e  una  conseguenza  della  divisibilita  in- 
definita  [2]  dello  spazio. 

9«  I  solidi,  le  superficie,  le  linee,  i  punti  si  dicono 
enti  geometrici. 

(*)  Nella  superficie  di  an  solido  sono  tutti  qaei  punti 
del  solido,  che  possono  allontanarsi  dagli  altri  senza  passare 
per  le  posizioni  occupate  da  questi. 
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Tin  sistema  di  enti  geometrici  si  dice  figura, 

9»  La  scienza  die  tratta  delle  figure,  stadian- 

done  le  propriety  e  le  mutue  relazioni,  si  chiama  Geo- 

meiria  (*). 

Che  cosa  sia  un  trattato  di  Geometria. 

±0m  Indipendentemente  da  qualsiasi  insegna- 
mento,  con  la  semplice  osservazione  del  mondo  fisi- 
CO,  ognano  impara  a  conoscere  molte  proprieta  delle 
figure  (**). 

Tra  le  proprieta  delle  figure  sussistono  relazioni, 
per  modo  che  si  puo  provare  che  taluna  propriety  d 
necessaria  conseguenza  di  qualche  altra. 

Quando  due  propriety  di  figure  non  godano  dello 
stesso  grado  d'evidenza  e  si  possa  provare  che  la 
meno  evidente  e  una  conseguenza  necessaria  dell'al- 
tra,  quella  ha  poi  lo  stesso  grado  di  certezza  di  questa. 

If.  Le  proprieta  delle  figure,  che  si  assumono 
come  fondamentali  e  dalle  quali  si  deducono  logica- 
mente  tutte  le  altre,  si  dicono  postulaH. 

Le  proprieta,  che  si  deducono  dai  postulati  me*- 
diante  raziocini,  si  dicono  teoremL 

II  ragionamento,  il  quale  prova  che  un  teorema  e 
conseguenza  necessaria  dei  postulati,  si  dice  dimo^ 
sirazione  del  teorema. 

(*)  Si  agevola  lo  studio  delle  figure,  rappresentaudone 
alia  meglio  le  linee  e  i  punti  mediante  linee  e  punti  mate- 
riali,  costituenti  disegni  delle  figure. 

Tin  punto  si  accenna  con  una  lettera,  che  si  adopera  qual 
nome  del  punto,  e  che  si  scrive  ( quando  si  fa  uso  di  un  di- 
segno)  a  canto  dell' imagine  del  punto. 

(**)  Leggi  geometriche  si  scorgono  nell'uni verso  e  tanto 
che  Flatone,  richiesto  di  che  si  occupasse  IDDIO,  rispose: 
geometrviza. 
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2^.  CicLSCuna  delle  parti,  in  cui  una  retta  e  di- 
visa  da  un  sua  punto  qualunque,  rotando  intorno  a 
questo  punto  [17,  2®],  pud  venire  a  passare  per  un 
punto  assegnato  arbitrariamente  nello  spazio  (*). 

3®.  Una  retta  i  individuata  da  due  suoipunti  quc^ 
lunque  (**). 

4^.  Una  retta  pub  muoversi  in  due  direzioni  op^ 
poste,  passando  sempre  per  due  datipunti  dello  spazio. 

•••  Poiche  una  retta  h  individuata  da  due  suoi 
punti  qualnnque  [25,  3^],  per  indicare  una  retta  ba- 
sta  indicare  due  suoi  punti.  Cosl  la  retta,  che  passa 
per  due  punti  u4,  J3,  si  accenna  dicendo :  la  retta  A^  B. 

Le  due  parti,  nelle  quali  una  retta  &  divisa  da 
un  suo  punto,  si  dicono  raggi  (useenti  da  quel  punto). 
Un  raggio  si  accenna  nominando  il  punto  end'  esce 
(Vorigine  del  raggio)  e  un  altro  punto  qualunque  del 
raggio  stesso. 

•9.  Teor.  Per  due  punti  qualunque  dello  spazio 
si  pub  far  passare  una  retta. 


sono  due,  perch^,  presi  della  retta  due  ptinti,  che  siano  da 
bande  opposte  del  primo,  se  poi  si  considera  nn  terzo  sno 
ptmto  qualanque,  da  qaesto  si  pa6  andare,  percorrendo  la  ret- 
ta, ad  uno  e  ad  uno  solo  dei  due  altri,  senza  passare  per  il 
pnnto  di  divisione. 

(*)  Con  queste  parole  si  esprime  (in  maniera  da  po- 
terlo  sfruttare )  il  modo  di  estendersi  della  retta  da  ambedne 
le  bande  d'un  suo  panto  qualnnqae.  (Una  linea  pa6  essere  in- 
definita,  e  ci6  non  pertanto  esser  tntta  compresa  in  uno  spa- 
zio limitato). 

(**)  S'intende  dire  che,  conoscendo  due  punti  di  una 
retta,  essa  non  si  pub  confondere  con  nessun'  altra.  Od  an- 
che  che  per  due  punti  non  passa  che  una  retta  sola,  Ossia 
che:  se  due  rette  kanno  due  punti  comuni,  esse  coincidono 
compiutamente. 
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Dim.  Infatti,  condotta  una  retta  a  passare  per  uno 
del  ponti  dati  [17, 1^],  facendola  poi  rotare  intomo  a 
codesto  punto,  si  pu6  [25,  2^]  ottenere  che  essa  vada 
a  passare  anche  per  V  altro  punto  dato. 

•8.  Quando  si  fa  passare  una  retta  per  due  dati 
punti  A,  B,  si  dice  che  si  tira,  che  si  conduce  la  retta  AB, 

L'istromento  ideale,  con  cui  si  tira  la  retta,  che 
passa  per  due  punti,  si  dice  riga. 

99.  Te«r.  Tutte  le  rette  sono  eguali, 

Him.  Infatti,  conducendo  una  retta  a  passare  per 
due  punti  d'un'  altra  [27],  si  ottiene  che  le  rette  coin- 
cidano.  [25,  3^. 

SO.  Te^r.  Per  uno  stesso  punto  passano  innume^ 
revolt  rette, 

Oim«  Sia  A  il  punto  dato,  e  si  faccia  passare 
per  qaesto  punto  una  retta  qualunque.  Poi,  preso 
nello  spazio  un  punto  B  ad  arbitrio,  che  non  sia 
pero  sulla  retta,  si  faccia  passare  una  retta  per  i 
due  punti  A  e  B  [27].  Le  due  rette  oltre  del  punto  A 
non  hanno  nessun  altro  punto  in  comune,  giacchS, 
86  un  altro  ne  avessero,  coinciderebbero  compiuta- 
mente  [25,  3*^] ;  ma  allora  avrebbero  in  comune  an- 
che  il  punto  B. 

Ed  ora,  scelto  nello  spazio  un  punto  (7,  che  non 
appartenga  a  nessuna  delle  rette  considerate,  e  fatta 
passare  una  retta  per  A  e  per  (7,  si  ha  una  terza  retta, 
che  passa  per  A  ed  i  distinta  dalle  precedent!.  E 
cosi  via. 

81.  Teor.  Due  rette  si  possono  rendere  coincU 
denti  in  modo  che  un  raggio  assegnato  delVuna  coin- 
cida  con  un  raggio  assegnato  delV  altra. 

IMin.  Infatti,  considerando  i  raggi  MA^  NB,  si 
pu6  [17,  1^]  cominciare  a  trasportare  il  raggio  MA 
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cosi  che  il  punto  M  oada  in  N\  poi,  facendolo  rotare 
intorno  ad  N^  si  consegue 

ch6   esso  diveDga  coinci-  ^ 

dente  con  N B.  [25,  2**].  ^^  ^ 

819.  Cor.  Tutu  i  raggi        -i- ^ 

8ono  eguali  (*). 

83.  Teor.  Una  retta  pud  muoversi  pur  coinci" 
dendo  sempre  con  una  retta  fissa. 

Dim.  Basta  infatti,  perchS  cio  abbia  laogo,  che 
la  retta  mobile  passi  costantemente  per  due  punti 
qualunque  [25,  4°]  della  retta  fissa  [25,  3°]. 

84.  Quando  Una  retta  si  muove  nel  modo  indi- 
catonelprecedente  teorema,  si  dice  che  la  retta  «corre 
8U  86  stessa.  Lo  scorrimento  puo  aver  luogo  in  una 
direzione  o  nella  direzione  opposta. 

85.  Quando  una  figura  ruota  intorno  a  due  punti 
fissi  A,  B  [17,  3^],  rimangono  fissi  tutti  i  punti  della 
figura  che  sono  suUa  retta  A  -B,  perche  codesta  retta 
non  si  muove  [25,  3®].  Perci6  codesto  movimento  si 
dice  rotazione  intorno  a  queUa  retta,  e  la  retta  si 
chiama  Y  asse  della  rotazione. 

8G.  Due  punti  d'una  retta  tagliano  la  retta  in 
tre  parti ;  quella  limitata  dai  due  punti  si  dice  seg- 
mento  (segmento  di  retta,  iratto)]  le  altre  due  parti 
sono  due  raggi,  e  si  dicono  i  prolungamenti  del  seg- 
mento, dall'una  e  dall'  altra  handa  di  esso.  I  due  punti 
si  dicono  i  termini,  le  estremith  del  segmento.  Si  dice 


(*)  Si  pu6  dunque  dire  che  qualsivoglia  punto  d'una  retta 
divide  la  retta  in  parti  eguali.  Ma  questa  propriety,  per  quanto 
speciosa,  non  basta  a  caratterizzare  la  retta.  (Infatti  anche 
un'elica,  ad  es.,  6  divisa  in  parti  eguali  da  qualsivoglia  sue 
punto  ). 
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anche  che  il  segmento  unisce  i  suoi  estremi,  che  & 
compreso  tra  quest!;  ecc. 

II  segmento,  che  termina  nei  ponti  A^  i?,  si  in- 
dica  dicendo  il  segmento  A^  B  (oppnre  il  segmento 
B,A). 

•If.  Dati  due  segment!  AB^  CD,  imaginiamo  di 
voler  riconoscere  se  sono  eguali.  Se  mai  ha  luogo  que- 
sto  caso,  ad  una  estremita  d'un  segmento  deve  cor- 

rispondere   una    estremitd* 

A B  deiraltro   [23].  La  prova 

C  D'  della  sovrapposizione  pu6 

C  D  dunque  cominciare  in  quat- 

tro  modi,  dacchS  si  pu6 
mettere  C  in  A  od  in  B,  oppure  si  puo  cominciare 
ponendo  D  in  -4"  od  in  B.  Trasportiamo  intanto  il 
raggio  CD  sul  raggio  AB  [31]. 

Se  il  punto  D  cade  in  JS,  si  conchiude  [25,  3°] 
che  i  segment!  sono  uguali. 

Se  il  punto  D  non  cade  in  5,  ma,  ad  es.,  in  -D', 
allora  senza  bisogno  di  fare  gli  altri  tre  saggi,  possiamo 
conchiudere  che  i  due  segment!  non  possono  diventar 
coincident!.  Infatti,  se  si  mettesse  il  punto  D  in  -4, 
r estremita  C  andrebbe  a  cadere  in  D';  e  se,  la- 
sciando  fermo  il  segmento  C'D\  mettiamo  T  estre- 
mita B  deir  altro  in  A^  il  punto  -4  va  a  cadere  in  JS;  e 
se  infine  si  mettesse  i) '  in  C",  allora  C"  andrebbe  a 
cadere  in  D'. 

Le  ultime  affermazioni  sono  fondate  sul  se- 
guente : 

89*  Postalato  del  sesmento.  Un  segmento 
non  pud  essere  uguale  ad  un  altro  segmento  e  ad  una 
parte  di  esso. 

K  Cor.  Un  segmento  si  pud  rimettere  in  una 
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posizione  gih  da  esse  occupata,  anche  scambiando  tra 
loro  di  posto  le  estremith  del  segmento. 

40.  II  seginento,  che  unisce  due  punti  A,  B^  si 
dice' anche  distanza  (reciproca)  di  quei  due  punti 
(  deir  uno  dall'  altro  ). 

^  Oosi,  dati  i  punti  -4, 5,  C,  se  il  segmento  ABh 
uguale  al  segmento  AC^i  punti  B  e  C  Bi  possono  dire 
equidistanti  da  A,  e  questo  punto  si  pu6  dire  equidi^ 
stante  dagli  altri  due. 

41.  Se  due  segmenti  ABjCD  non  sono  eguali, 
perche,  ad  es.,  sovrapponendoli  in  modo  che  C  cada 
in  Aj  il  termine  D  non  cade  in  B  (ma  in  D'),  allora 
uno  dei  segmenti  S  uguale  ad  una  parte  dell'  altro.  Ci6 
si  esprime  dicendo  che  il  primo  6  minore  del  secondo, 
od  anche  che  questo  e  maggiore  del  primo. 

Per  indicare  che  un  segmento  C D  h  uguale  ad 
una  parte  di  u4jB  (che  6  minore  dl  AB)^si  scrive : 
CD  <  AB       oppure       AB  >  CD. 

49.  Due  segmenti,  che  abbiano  una  estremith  in 
comune  e  nessun  altro  punto  comune,  si  dicono  con'^ 
secutivi. 

Se  due  segmenti  consecutivi  giacciono  sopra  una 
stessa  retta,  i  due  segmenti  si  dicono  per  diritio  (F  uno 
air  altro). 

4S.  Pollen  do  due  segmenti  per  diritto  [31],  si  ot- 
tiene  un  segmento  del  quale  i  dati  sono  partly  e  che  si 
dice  somma  di  questi  segmenti. 

Ciascuno  dei  due  segmenti  si  dice  differenza  tra 
la  somma  ed  una  delle  parti. 

Aggiungendo  alia  somma  di  due  segmenti  un 
terzo,  si  ottiene  la  somma  dei  tre  segmenti;  ecc. 

44.  Teor,  La  somma  dipiU  segmenti  i  indipeU" 
dente  dalV  ordine  in  cui  si  susseguono  gli  addendi. 


'1 


1 


I 
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Dim.  Infatti;  movendo  il  segmento  formato  da 
due  addendi  consecutivi,  in  modo  che  riescano  scam- 
biate  di  posto  le  estremita  del  segmento  [39],  si  muta 
Fordine  di  due  addendi  consecutivi,  senza  alterare 
la  somjna.  E  mediante  lo  scambio  replicato  di  due 
addendi  consecutivi  si  pu6  ottenere  che  gli  addendi, 
succedentisi  in  un  ordine  qualunque  dato,  si  succe- 
dano  poi  in  un  altro  ordine  prestabilito  qualunque. 

44.  Cor.  Dovendo  far  la  somma  di  piU  segmenti, 
si  pud,  dividerli  in  parti,  e  sommar  poi  queste  parti 
in  un  ordine  qualunque. 

4M»*  Per  significare  Vaddizione  ed  anche  la  somma 
di  quanti  si  vogliano  segmenti  AB^  CD,  EF...,  si 
scrive : 

AB  -{-  CD  -{-  EF  -{-  .  .  • 

Per  significare  la  sottrazione  e  quindi  anche  la 
difierenza  tra  due  segmenti  A  By  CD,  posto  che  A  B 
sia  il  maggiore  (o  almeno  non  sia  minore  dell' altro), 
si  scrive :  AB  —  CD. 

Se  il  resto  della  sottrazione  sia  eguale,  ad  es.,  al 
segmento  EF,  si  significhera  questo  scrivendo: 

AB  —  CD  =  EF. 

li  piano. 

41f.  Tra  le  superficie  consideriamo  in  primo  luogo 
ipia7ii.  Le  proprieta  d!  ogni  piano,  dalle  quali  si  pos- 
sono  logicamente  dedurre  le  altre,  sono  espresse  dal 
seguente  postulate  ( che  tien  quindi  luogo,  in  certo 
modo,  anche  di  definizione  di  codesta  superficie ). 

48.  Postulate  del  piano. 

Tra  le  superficie  ve  ne  sono  di  quelle  chiamate 
piani,  le  quali  possiedono  tutte  le  seguenti  proprieti: 

3 
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1^.  Una  retta,  se  pmsa  per  due  punti  di  un  piano^ 
giaee  tutta  nel  piano. 

2^.  Ogni  retta  di  un  piano  divide  (*)  il  piano  in 
due  parti  (**). 

3^.  Facendo  rotare  un  piano  intorno  ad  una  sua 
retta  qualunque  [17,  3^],  qudlsivoglia  delle  parti,  in 
cui  il  piano  i  diviso  dalla  retta^  pud  venire  a  passare 
per  un  punto  assegnato  arbitrariamente  nello  spazio. 

4^.  Se  due  rette  di  un  piano  hanno  un  punto  co- 
mune,  i  raggi^  in  cui  eiascuna  delle  rette  i  diviea  dal 
punto  comune,  sono  situati  da  bande  opposte  rispetto 
dW  altra  retta  (***). 

5°.  Un  piano  pub  muoversi  in  modo  che  una  sua 
retta  scorra  su  se  stessa  in  una  qualunque  delle  due 
direzioni,  e  in  modo  poi  che  esso  passi  costantemente 
per  un  punto  dello  spazio  esterno  alia  retta. 

6^.  Un  piano  pud  rotare  in  due  sensi  opposti  tV 

(*)  Si  dice  che  una  linea  divide  una  superflcie,  qnando  si 
possono  segnare  snlla  superficie  due  punti  in  modo  che  qua* 
Innqae  linea,  che  unisce  i  due  punti  e  giace  sulla  superficie, 
deve  incontrare  necessariamente  la  linea  di  divisione.  Due  punti 
cosi  fatti  si  dicono  situati  sulla  superficie  da  bande  opposte  ri- 
spetto alia  linea.  Similmente  due  figure  situate  in  una  superfi- 
cie si  dicono  da  bande  opposte  d'una  linea  di  divisione,  se 
taU  sono  rispetto  a  questa  linea  un  punto  qualunque  d'una 
figura  ed  un  punto  qualunque  dell'altra. 

(**)  Le  parti,  in  cui  un  piano  h  diviso  da  una  sua  retta  qua- 
lunque, sono  due,  perch^,  presi  nel  piano  due  punti,  che  siano 
da  bande  opposte  della  retta,  se  poi  si  prende  un  terzo  punto 
del  piano,  da  questo  si  pu6  andare,  restando  sul  piano,  ad  uno 
e  ad  uno  solo  dei  due  primi  punti,  senza  incontrare  la  retta. 

(***)  Quando  due  rette  hanno  un  punto  comune,  si  dice 
che  le  rette  si  tag  liana,  si  segano,  s^ineontrano  in  quel  pun- 
to, il  quale  si  dice  punto  d*  intersezione  o  dHncontro  delle 
due  rette ;  ecc. 
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tomo  ad  un  sua  punto  qualunque  e  in  modo  da  pas- 
Mre  costantemente  per  due  punti  dello  spazio  che 
nan  sono  in  una  stessa  retta  col  centra  di  rotazione. 

7^  Un  piano  divide  lo  spazio  in  due  parti  (*). 

8^  8e  una  retta  ha  in  comune  con  un  piano  un  solo 
punto  {**),  i  raggi,  in  cut  la  retta  i  divisa  da  codesto 
funto,  sono  situati  da  bande  opposte  rispetto  al  piano. 

49.  Tear.  Per  tre  punti  qualunquey  che  non  siano 
in  una  retta,  si  pud  far  passare  un  piano,  ed  uno  sol- 
tanto  (♦**). 

Dim.  Siano  A^  B,  C  tre  punti  qualunque ;  pero 
la  retta,  che  passa  per  due,  non  contenga  anche  il 
terzo.  Si  vuol  dimostrare  che  un  piano  si  pu6  condurre 
a  passare  per  i  tre  punti;  e  che  due  piani,  se  passano 
entrambi  per  i  tre  punti,  coincidono  per  intero. 

Preso  un  piano  qualunque,  e  tirata  in  questo  una 
retta  ad  arbitrio,  si  muova  tutta  la  figura,  cosl  da  ot- 
tenere  [26]  che  la  retta  (  e  con  essa  il  piano  )  passi  per 

(*)  Si  dice  che  nna  superficie  divide  lo  spazio  (od  un  so- 
lido)  qoando  si  possono  prendere  due  punti  dello  spazio  (o 
del  Bolido)  in  modo  che  qnalonqae  linea,  che  li  unisce  (senza 
oacire  dal  solido),  deve  incontrare  necessariamente  la  super- 
fide.  Due  punti  cosl  fatti  si  dicono  situati  da  bande  opposte 
rispetto  alia  superficie.  Similmente  si  dice  che  due  figure  sono 
ntnate  da  bande  opposte  d'una  superficie,  se  tali  sono,  rispetto 
alia  superficie,  un  punto  qualunque  d'una  figura  e  un  punto 
faalanqne  dell'altra. 

(**)  Se  nna  retta  passa  per  un  punto  di  un  piano  e  per 
[  un  panto  che  non  appartiene  al  piano,  essa  non  ha  col  piano 
I  che  quel  solo  punto  in  comune.  Infatti,  se  avesse  col  piano  un 
secondo  punto  in  comune,  giacerebhe  [48, 1^]  nel  piano  per  in- 
tero, e  allora  non  passerebbe  pid  per  il  punto  che  h  fuori  del 
piano. 

{***)  Ossia:  un  piano  ^  individuato  da  tre  punti,  purch^ 
ncn  siano  posti  in  una  stessa  retta. 
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i  due  punti  -4,  B.  Indi  si  faccia  rotare  il  piano  in- 
tomo  alia  retta  A  JS,  finche  esso  passi  per  il  punto  C 
[48,  3°].  Cosi  resta  provato  che  per  i  tre  punti  -4, 5,  C 
passa  almeno  un  piano. 

Imaginiamo  ora  che  un  secondo  piano  sia  con- 
dotto  anch'  esso  a  passare  per 
gli  stessi  tre  punti  A,  jB,  C.  Pro- 
veremo  che  i  due  piani,  che 
chiameremo  a  e  /3,  coincidono 
compiutamente. 

Intanto  i  due  piani  con- 
tengono  entrambi  [48,  1°]  cia- 
scuna  delle  rette  AB^  AC,  BC^  perche  ciascuna  ha 
con  Tunc  e  con  Taltro  dei  piani  due  punti  in  co- 
mune.  Si  prenda  sul  piano  a  un  punto  D  qualunque, 
che  sia  fuori  delle  tre  rette,  e  poi  si  prenda  su  una 
di  queste,  ad  es.  sulla  A  C,  un  punto  qualunque  E,  in 
modo  pero  [48,  4°]  che  i  punti  £>  ed  E  siano  situati 
da  bande  opposte  rispetto  alia  retta  AB,  II  seg- 
mento  DE,  poiche  passa  per  due  punti  i>,  E  del 
piano  a,  giace  in  esso  [48,  1*"];  e  poiche  le  sue  estre- 
mita  sono  da  bande  opposte  della  A  B,  esso  incon- 
tra  necessariamente  [48,2°]  questa  retta;  sia  F  U. 
punto  d'  incontro.  Ma  i  punti  ^  ed  i^  ( perche  situati 
rispettivamente  sulle  rette  AC,  AB)  appartengono 
anche  al  piano /J;  su  questo  piano  giace  per  conse- 
guenza  [48,  P]  tutta  intera  la  retta  E  F,  e  quindi 
anche  il  punto  D.  Cosi  resta  provato  che  ogni  punto 
del  piano  a  giace  nel  piano  /J. 

Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  ogni  punto 
del  piano  fi  appartiene  anche  al  piano  a.  Dunque  i 
piani  coincidono. 

50,  Cor.  r.  Tufti  I  piani  sono  eguali  tra  loro. 
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Basta  infatti  condurre  im  piano  a  passare  per  tre 
pnnti  d'nn  altro,  che  non  siano  in  linea  retta,  perclii 
i  due  piani  coincidano.  [49]. 

61.  Cor.  t\  Per  una  retta  e  un  punto  fuori  di 
essa  passa  un  piano^  ed  uno  solo. 

Infatti  un  piano  a,  che  passi  [49]  per  due  punti  Aj 
B  della  retta  e  per  un  punto  C  estemo  aUa  retta, 
passa  [48, 1^]  per  la  retta  e  per  questo  punto.  Ed  ogni 
altro  piano,  che  passi  per  la  retta  e  per  il  punto  (7, 
poiche  passa  per  i  punti  A,  Bj  (7,  coincide  [49]  col 
piano  tt. 

Htm  Cor.  S^«  Per  due  rette  aventi  un  punto  co^ 
mune  passa  un  piano^  ed  uno  solo. 

Infatti,  se  C  ^  il  punto  comune,  A  un  altro  punto 
d'nna  delle  rette  e  £  un  altro  punto  dell'altra,  un  pia- 
no a,  che  passi  per  i  tre  punti  -4,5,(7,  passa  [48,  1®] 
per  ambedue  le  rette.  Ed  ogni  altro  piano,  che  passi 
per  le  due  rette,  poichS  passa  per  i  punti  ^,  £,  (7, 
coincide  [49]  col  piano  a. 

&8.  Per  indicare  un  piano,  si  indicano  tre  suoi 
punti  qualunque  che  non  siano  in  linea  retta ;  oppure 
nna  sua  retta  ed  un  suo  punto  estemo  alia  retta ;  op- 
pnre  due  sue  rette. 

A4.  Teor«  Per  una  retta  passano  innumerevoli 
piani. 

Him.  Sappiamo  che  per  una  retta  e  un  punto 
estemo  ad  essa  passa  un  piano.  La  retta  e  un  punto, 
che  non  appartenga  al  detto  piano,  determinano  [51] 
nn  nuovo  piano,  distinto  dal  precedente.  E  cosl  via. 

iM.  Le  parti  in  cui  un^' piano  S  diviso  da  una  sua 
retta  si  dicono  falde.  La  retta  si  dice  origine  di  cia- 
scuna  delle  due  falde. 

Tcor.  Due  piani  si  possono  far  coincidere  in 
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modo  che  una  falda  assegnata  di  uno  coincida  con  una 
falda  assegnata  delValtro,  e  che  un  raggio  assegnato 
delVorigine  d'una  delle  falde  coincida  con  un  raggio 
assegnato  delVorigine  delValtra. 

Him.  Invero,  fatti  diventar  coincidenti  i  dae 
^®'8gi  [31]i  poi,  facendo  rotare  uno  dei  piani  intomo 
alia  retta  comune,  finche  una  delle  falde  passi  per  un 
punto  deiraltra  [48,  3°],  si  ottiene  la  coincidenza  [50] 
accennata  nel  teorema. 

&9*  Cor.  Tutte  le  falde  piane  sono  eguali. 

A8.  Teor.  Un  piano  pud  muoversi  restando  sem- 
pre  coincidente  con  un  piano  fisso  e  in  modo  che  una 
sua  retta  scorra  su  se  stessa,  in  una  direzione  o  nel- 
Vopposta. 

Dim.  Siano  due  piani  a  e  /}  coincidenti;  sia  AB 
una  data  retta  del  piano  a]  chiamiamo  CD  la.  retta 
che  coincide  con  AB  ed  appar- 
tiene  al  piano  /3  ;  infine  sia  E  xxn                   E 
punto  di  questo  piano.  a B 

Imaginiamo  di  muovere  il  C  D 

piano  a  in  modo  che  la  retta  A  B 
scorra  sulla  C-D,  in  una  o  nel^altra  direzione  [33],  e 
che  esso  passi  costantemente  per  il  punto  E  [48, 5®].  11 
piano  a  in  qualunque  delle  nuove  posizioni,  avendo 
in  comune  col  piano  fi  una  retta  ed  un  punto  esterno 
alia  retta,  coincide  [51]  con  questo  piano. 

S0.  Quando  un  piano  si  muove  nel  modo  indi« 
cato  nel  teorema  precedente,  si  dice  che  il  piano 
scorre  su  se  stesso  (in  quella  direzione), 

UO.  Presi  in  un  piano  tre  punti  qualunque  A^B,Cy 
che  non  siano  in  una  stessa  retta,  uniamoli  a  due  a 
due  coi  tre  segmenti  AB^  BC^CA.  La  figura,  che 
risulta  si  dice  triangolo,  e  si  accenna  dicendo :  il  irian^ 
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golo  AjB^C.  I  tre  pnnti  AjB,C  si  dicono  i  vertici 
del  triangolo ;  i  tre  segmenti  si  dicono  i  lati  del  trian- 

golo.  Un  vertice  e  il  lato  che  non  ter- 
mina  in  esso  si  dicono  opposii.  II  piano 
determinate  [49]  dai  vertici  del  trian- 
golo, e  nel  quale  stanno  [48, 1^]  i  lati, 
si  dice  il  piano  del  triangolo. 

I  lati  di  nn  triangolo  dividono  il 
piano  del  triangolo  in  due  parti,  una 
limitata  e  I'altra  illimitata.  Ogni  punto  della  parte  li- 
mitata  si  dice  interna  al  triangolo,  ed  ogni  punto  del- 
I'altra  parte  si  dice  esterno  al  triangolo.  La  linea  for- 
mata  dai  tre  lati  si  dice  il  contorno  del  triangolo. 

•1*  Teor*  La  retta,  che  passa  per  un  vertice  di 
nn  triangolo  e  per  un  punto  interno  al  triangolo,  in- 
contra  il  lato  opposto. 

Aim.  Sia  un  triangolo  ABCy  e 

preso  un  punto  0  interne,  si  tiri  la 

retta  AO.  I  lati  AB,  AC  cadono  da 

bande  opposte  della  retta  AOj  e  cosi 

per  conseguenza  anche  i  punti  Bj(f. 

Pertanto  il  lato  BC  incontra  neces- 

sariamente  [48,  2®]  la  retta  AOj  cioi 

questa  incontra  il  lato. 

•9.  Teor*  Un  raggio,  che  giaccia  nel  piano  d'un 

triangolo  ed  abbia  Vorigine  in  un  punto  interno  al 

triangolo,  incontra  il  contorno  del  triangolo. 

Dim.  Siaun  triangolo  ABC 

e  nel  suo  piano  un  raggio  OMy 

uscente  da  un  punto  0  interno 

al   triangolo.    TJniamo    questo 

B     ■  iiic  punto  con  i  tre  vertici.  Se  il 

raggio  OM  h  sovrapposto  ad  uno  dei  segmenti  0-4, 
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OB,  OC,  esso  incontra  11  contorno  del  triangolo  ABC 
in  an  yertice.  Altrimenti  esso  passa  per  il  vertice  0 
e  per  un  punto  intemo  di  nno  del  triangoU  OAB, 
OBCy  OCA]  e  per  conseguenza  esso  [61]  incontra  il 
lato  opposto  a  questo  vertice,  incontra  cioe  uno  dei 
lati  del  triangolo. 

•8.  Teor.  Un  raggio  d'un  piano  si  pub  far  to- 
tare  intorno  alia  sua  origine,  in  due  sensi  opposti,  in 
modo  che  venga  apassare  per  ogni  punto  del  piano 
una  volta  ed  una  sola^  e  che  non  passi  mai  per  punti 
che  non  appartengano  al  piano. 

Hint.  Sia  on  piano  a  ed  in  esso  un  raggio  OM. 
Costmito  in  un  piano  /S  un  triangolo  ABC,  e  preso 
nell'intemo  un  punto  0'  ad  arbitrio,  si  sovrapponga 
poi  il  piano  /3  al  piano  a,  in  modo  che  il  punto  O' 
cada  in  0.  Cosi  si  ottiene  che  nel  piano  a  sia  segnato 
un  triangolo  ABC,  in  tal  guisa  che  il  punto  0  sia 
nell'intemo  del  triangolo. 

E  poich^  il  raggio  0  M  ha 
I'origine  nell'interno  del  trian- 
golo,  esso  incontra  il  contorno 
del  triangolo  in  un  punto  N. 
Imaginiamo  ora  che  un  punto 
mobile,  partendo  da  N,  percor- 
ra  tutto  il  contorno  in  un  senso 
o  nell'altro.  Per  qualunque  delle  posizioni  assunte 
dal  punto  mobile  possiamo  condurre  [27]  un  raggio 
che,  uscendo  da  0,  passi  per  codesto  punto ;  e  pos- 
siamo anche  imaginare  che  tutti  quest!  raggi  non. 
siano  altro  che  successive  posizioni  assunte  dal  rag- 
gio OMj  che,  rotando  intorno  ad  0,  accompagni  il 
punto  mobile  nel  suo  movimento.  II  raggio  mobile, 
come  quelle  che  ha  costantemente  in  comune  col  piano 
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due  punti,  si  mantiene  nel  suo  movimento  [48,  V] 
tntto  nel  piano,  e  per  conseguenza  non  vien  mai  a 
passare  per  nessun  punto  che  non  appartenga  al 
piano. 

Prendiamo  ora  nel  piano  del  triangolo  un  punto 
qaalanque  D  e  tiriamo  il  raggio  0  D.  Codesto  raggio, 
perche  ha  V  origins  in  un  punto  interno  al  triangolo, 
ne  incontra  necessariamente  [61]  il  contorno,  e  sia 
nel  punto  E.  Quando  il  punto  mobile  si  trova  in  E,  il 
raggio  0  D  coincide  col  raggio  0  if ,  il  quale  per  con- 
seguenza passa  per  D. 

E  perch6  il  punto  mobile  nel  suo  movimento 
passa  una  volta  sola  per  U  punto  E^  il  raggio  mobile 
viene  a  passare  una  volta  sola  per  il  punto  D. 

•4.  Quando  un  raggio  si  muove  nel  modo  consi- 
derate nel  teorema  precedente,  si  dice  che  esso  de- 
scrive  (che  genera)  il  piano  (rotando  intorno  alia  sua 
origine). 

ttft.  Teor.  Un  piano  pud  rotate  intorno  ad  un 
suo  punto  e  coincidere  costantemente  con  un  piano 
fisso. 

Dim.  Siano  due  piani  coincidenti  a  e  /3,  e  in  essi 
un  punto  O  qualunque.  Siano  poi  Ae  B  due  altri  punti 
del  piano  /3,  i  quali  non  siano  in  una  stessa  retta  col 
punto  O. 

Supponendo  che  il  piano  a  ruoti  intorno  ad  0,  in 
un  senso  o  nell'  altro^  e  in  modo  da  passar  sempre  per 
i  punti  A  e  B  [48,  6**],  esso  coincide  costantemente 
col  piano  p  [49]. 

•••  Un  piano,  che  si  muova  nel  modo  indicate  dal 
teorema  precedente,  si  dice  che  scorre  su  se  stesso, 
rotando  intorno  a  quel  punto. 


—  26  — 

L'  angolo. 

<l1f«  Due  raggi  OA,  OB^  uscenti  da  uno  stesso 
pnnto  0,  dividono  il  loro  piano  [52]  iu  due  parti  che 
si  dicono  angoli.  Adunque : 

•8.  Def*  Si  dice  ajigolo  la  parte  di  un  piano  che 
i  limitata  (parzialmente)  da  due  suoi  ra^gi  uscenti 
da  uno  stesso  pun'o. 

I  raggi,  che  limitano  un 
angolo,  si  dicono  i  lati  dell'an- 
golo ;  il  loro  punto  comune  si 
dice  il  vertice  delF  angolo.  II 
piano,  di  cui  &  parte  un  ango- 
lo, si  dice  il  piano  delV angolo. 
Qualunque  punto  d'  un  angolo, 

che  non  appartenga  ad  un  lato,  si  dice  interno  al- 
I'angolo;  e  Tangolo  stesso  si  dice  compreso  da*  suoi 
lati;  ecc. 

BS.  Un  lato  d*un  angolo,  rotando  nel  piano  del- 
V  angolo  [63],  in  un  senso  conveniente,  e  fino  a  che  si 
sia  sovrapposto  all'altro  lato,  genera  1' angolo. 

HO.  Dato  il  vertice  d'  un  angolo,  un  punto  qua- 
lunque d'  un  lato  e  un  punto  qualunque  dell'  altro  lato, 
sono  determinati  il  piano  [49]  e  i  lati  [25, 3**]  dell'  an- 
golo; ma  r  angolo  stesso  non  si  pu6  dire  compiuta- 
xnente  determinate,  dacch^  i  lati  tagliano  il  loro  piano 
in  due  parti,  che  sono  entrambi  due  angoli  aventi  lo 
stesso  vertice  e  i  medesimi  lati. 

Per  evitare  ogni  indeterminatezza,  imagineremo 
che  ogni  angolo  sia  stato  generate  da  un  raggio;  chia- 
meremo  primo  lato,  od  origine  dell' angolo,  la  posi- 
zione  iniziale;  secondo  lato,  o  termine  dell'angolO| 
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la  posizione  finale  del  raggio  generatore ;  e  indiche- 

remo  il  verso  in  cui  e  avve- 
nuta  la  rotazione  (*).  E  si  in- 
dichera  un  angolo,  norainando 
per  primo  un  punto  del  primo 
lato,  qnindi  il  vertice,  e  in  fine 
— g~  un  punto  del  secondo  lato. 

Cosi  nella  figura  qui  sopra 
{ammesso  che  le  rotazioni  avvengano  nel  senso  delle 
lancette  d'un  orologio)  quello  dei  due  angoli,  a  cui  ap- 
partiene  il  punto  C,  si  indica  dioendo:  angolo  A^O^B, 
L'angolo,  a  cui  appartiene  il  punto  Z>,  si  indica  di- 
cendo :  angolo  B,0,A, 

Dovendo  indicare  questi  angoli  per  iscritto,  scri- 
veremo:  angolo  A  OB,  ed  angolo  BOA,  oppure  piA 
semplicemente  A{0)B  e  B{0)Aj  dove  si  vede  chiusa 
tra  parentesi  la  lettera  che  indica  il  vertice. 

91.  Lia  definizione  e  meglio  il  modo  di  genera- 
zione  d'un  angolo  s'adattano  al  caso  che  i  lati  siano 
per  diritto,  e  al  caso  che  siano  sovrapposti. 

L'angolo  di  due  raggi  opposti  si  dice  piatto. 
Nel  secondo  caso  l'angolo  od  &  nullOj  oppure  & 
iignale  all'intero  piano  {i  \m  perigono). 

99«  Qualunque  raggio  del  piano  d'un  angolo,  che 
abbia  Torigine  sopra  un  lato,  od  estemamente,  e  che 
passi  per  un  punto  interne,  divide  l'angolo  in  due 
parti  Ma  fra  i  modi  di  divisione  d'un  angolo  noi  con- 
aideremo  soltanto  quelli  dovuti  a  raggi  uscenti  dal 
vertice  dell'angolo.  (Soltanto  in  questo  caso  le  parti 
«ono  angoli  tutte  e  due). 

(*)  In  questo  libro  si  snppone  che  le  rotazioni  awen- 
gaiio  sempre,  rispetto  a  chi  legge,  nel  senso  in  cui  girano  le 
luicette  d'un  orologio. 
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vs.  Dati  due  angoli  ABC^  DEFj  imaginiamo  di 
Yoler  riconoscere  86  sono  egnali.  Snpposto  che  abbia 
laogo  questo  caso,  manifestamente  a  ciascan  lato  del- 
Tuno  deve  corrispondere  [23]  un  lato  dell'altro,  e 
quindi  il  vertice  al  vertice.  Cosi,  per  ottenere  la  so- 
vrapposizione,  si  cominciera  a  far  coincidere  un  lato 
d'un  angolo  con  on  lato  dell'altro  [31],  e  poi  11  piano 
dell'  uno  col  piano  dell'  altro  [56],  in  modo  che  gli 
angoli  cadano  da  nna  stessa  banda  del  lato  coinune](*). 
Posti  cosi  gli  angoli,  se 
anche  gli  altri  due  lati 
coincidono,  si  concbiude 
che  essi  sono  eguali  [52]. 
Nel  caso  contrario,  sen- 
za  altre  prove,  si  puo 
conchiudere  che  i  due 
angoli  non  sono  eguali. 

Infatti,  supposto,  ad  es.,  che  sia  2?(£)/f  la  nuova 
posizione  dell' angolo  ABC^  se,  invece  del  lato  AB^ 
si  sovrappone  ad  ED  il  lato  -BC,  il  lato  AB  viene  a 
cadere  in  EH.  £  se,  lasciando  I'angolo  ABC  nella 
posizione  D{E)H^  disponiamo  D(E)F  su  D{E)Hj 
in  modo  che  EF  "prendo.  la  posizione  £Z),  il  lato  E  D 
prende  la  posizione  EF. 

Le  ultime  asserzioni  sono  fondate  sulla  pro- 
prieta  d'ogni  angolo  che  e  espressa  dal  seguente: 

94*  Postulato  dell*  Aiii^olo*  Un  angolo  non 
pud  essere  uguale  ad  un  altro  angolo  ed  anche  ad  una 
parte  [72]  di  questo. 

9&.  Cor.  Un  angolo  si  pud  rimettere  in  una  po^ 

(>)  Gio^,  per  dir  meglio,  in  modo  che,  qnando  si  volesse 
che  il  lato  comune  generasse  poi  i  due  angoli,  si  dovesse  farlo 
rotare  in  ano  stesso  verso. 
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sizione  anteriormente  occupata  anche  scambiando  di 
posto  i  due  lati. 

1t%.  Quando  due  angoli  non  sono  eguali,  uno  di 
essi  ^  uguale  ad  una  parte  dell'  altro.  Si  accenna  co- 
desta  relazione  dicendo  che  il  primo  angolo  e  minore 
del  secondo,  oppnre  cbe  questo  e  maggiore  del  primo. 
Ad  es.,  relativamente  alia  figura  precedente,  si  dira 
che  A{B)Ce  minore  di  D{E)F,  oppure  che  D{E)F 
e  maggiore  di  -4  (-B)C.  Si  indica  ci6  scrivendo: 
A{B)C  <D{E)F,    oppure    D{E)F>  A{B)C. 
99.  Una  posizione  qnalunque  del  raggio,  che  ha 
generato  an  angolo  (che  non  sia  pero  n6  la  prima  nh 
Tultima)  divide  I'angolo  in  due  angoli,  che  si  dicono 
parti  dell'  angolo  dato ;  e  questo  si  dice  loro  somma. 
Cosi  si  h  determinato  il  concetto  di  addizione  di  due 
angoli,  e  in  generale  di  quanti  angoli  si  vogliano. 

Nella  figura  qui  a  canto  il  rag- 
gio  BD  taglia  I'angolo  ABC  nei 
due  A{B)D,  D{B)C]  ed  esso  h 
la  somma  di  codesti  due  angoli. 
Si  indica  questa  relazione  scri- 
vendo : 

A{B)D  +  D{B)C  =  A{B)C . 
Giascuna  deUe  parti  e  la  differenza  tra  la  somma 
e  Taltra  parte.  Ad  es.,  e  : 

A{B)D  =  A{B)C  —  D{B)C. 
98.  Teor.  La  somma  di  piu  angoli  ^  indipen" 
dente  dalV  ordine  in  cui  si  succedono  gli  addendi. 

Dim.  Infatti,  scambiando  tra  loro  di  posto  [75]  i 
lati  dell' angolo  formato  da  due  addendi  consecu- 
tivi  (*),  si  muta  I'ordine  di  due  addendi  consecuti- 

(*)  Dae  angoli,  che  abbiano  un  lato  comune  e  null' altro 
in  comune,  si  dicono  conaecutivL 
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Yi,  senza  che  resti  alterata  la  somma.  Bipetendo  ab- 
bastanza  lo  scambio  di  due  addendi  consecutivi,  si 
finisce  ad  ottenere  che  gli  addendi  si  succedano  in 
nn  ordine  prestabilito  qualsiasi. 

99*  La  somma  di  dati  angoli  potrebbe  essere 
maggiore  di  un  angolo  piatto  ed  anche  dell'intero 
piano.  In  qnesto  caso  si  saole  accennare  la  somma, 
indicando  quanti  angoli,  eguali  ad  un  certo  angolo 
minore  di  un  angolo  piatto  che  considereremo  nel 
seguito  [115],  producano  una  somma  eguale  a  quella 
degli  angoli  dati;  indicando,  eventualmente,  I'angolo 
minore  di  quelle  accennato,  che  si  deve  aggiungere 
per  ottenere  la  somma. 

80.  Un  angolo  si  dice  convesso^  quando  i  prolun- 
gamenti  dei  lati  cadono  Aiori  dell'  angolo ;  altrimenti 
I'angolo  si  dice  concavo. 

Perci6,  ad  es.,  si  pu6  dire  che  due  raggi  uscenti 
da  uno  stesso  punto,  e  che  non  siano  per  diritto,  divi- 
dono  il  loro  piano  in  due  angoli,  che  sono  uno  con- 
vesso  e  I'altro  concave. 

Ogni  angolo  convesso  &  minore  d'un  angolo  piat- 
to ;  ed  ogni  angolo  concayo  d  maggiore  d'un  angolo 
piatto.  [77]. 

81.  Due  angoli  convessi  si  dicono  supplementariy 
se  la  loro  somma  &  uguale  ad  un  angolo  piatto. 

89»  Tuttigli  angoli piatti  sono  eguali  ira  loro.  [56]. 
88*  Cor.  Isupplementi  di  angoli  eguali  sono  eguali, 
Awir.  Nel  seguito  soltanto  in  rarissimi  casi  ci 
accadra  di  dover  considerare  angoli  concavi.  Per- 
tanto  neirindicare  un  angolo  possiamo  dispensarci 
dal  distinguere  un  lato  dalFaltro,  e  basteri  pronun- 
ciare  seconda  la  lettera  del  vertice.  Si  far&  avver-* 
tenza,  quando  siintenda  parlare  d'un  angolo  concayo. 
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II  cerchio. 

84.  Preso  in  an  piano  un  raggio  OA,e  segnato 
8U  qnesto  un  panto  if,  imaginiamo  che  il  raggio  ruoti 

intorno  al  punto  0,  mantenen- 

M  dosi  nel  piano,  in  an  senso  o  nel- 

'    A^         I'opposto  [64],  e  fino  a  che  abbia 

ripresa  la  posizione  primitiva.  In 

questo  movimento  il  panto  M  descrive  ana  linea  che 

si  chiama  cerchio  (o  circolo) ;  il  panto  0  si  chiama  cen-- 

iro  del  cerchio,  ed  ogni  segmento,  che  anisce  il  centre 

con  an  panto  del  cerchio,  si  chiama  raggio  del  cerchio. 

Spesso  si  chiama  raggio  di  an  cerchio  (non  un 

raggio)  on  segmento  che  sia  egaale  ai  raggi,  indipen- 

dentemente  dalla  saa  posizione. 

H  piano,  in  cai  giacciono  tatti  i  panti  d'  an  cer- 
chio ed  il  centre,  si  dice  piano  del  cerchio. 

M.  Tutti  i  raggi  d'un  cerchio  sono  eguali  tra  loro^ 
perche  non  sono  altro  che  posizioni  distinte  di  an 
medesimo  segmento. 

8C.  Der«  Se  tutti  i  punti  d' una  figura  hanno 
una  propriety  comune,  e  se  soltanto  i  punti  di  quella 
figura  hanno  quella  proprieth,  quella  figura  si  dice 
il  Inogo  (*)  dei  punti  che  godono  quella  proprieta  (**). 

(*)  S'intende  dire  che  la  figura  h  il  luogo  dove  sono  posti 
tatti  i  ponti  che  godono  quella  propriety.  Ma  bisogna  poi  in- 
tenders  aggiunto  questo  che  ogni  punto  della  figura  gode  di 
qaella  proprietiu 

(**)  Cosl,  per  conchiudere  che  una  certa  figura  6  il  luogo 
dei  punti  che  godono  una  certa  propriety,  bisogna  aver  dimo- 
strato:  1®.  che  tutti  i  punti  della  figura  hanno  la  data  proprie- 
ty; 2^.  che  i  punti,  che  non  appartengono  alia  figura,  non  go- 
dono la  data  propriety  (oppure  che  ogni  punto,  il  quale  ha  la 
data  propriety,  appartiene  a  quella  figura). 
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M.  Teor*  In  un  piano,  il  luogo  del  punti,  che 
hanno  da  un  punto  del  piano  distanze  uguali  ad  un 
segmento  dato,  i  il  cerchio  che  ha  il  centro  in  quel 
punto  e  raggi  eguali  a  quel  segmento. 

JDIiii«  Sia  0  il  centro  del  cerchio  ed  ^  .6  il  seg- 
mento dato. 

1°,  Per  la  definizione  del  cerchio  [84]  (cioe  per  il 
modo  in  cui  si  deve  intenderlo  descritto)  ogni  punto 

del  cerchio  ha  dal  punto  0  distanza  

eguale  Sii  AB.  A  B 

2^.  Se  il  segmento,  che  unisce  ^< 
un  punto  ilf  al  centro  0,  A  uguale  ad 
^  -B,  il  segmento  mobile,  uguale  ad 
-4  5,  che  rotando  intorno  ad  0  descrive  con  Testre- 
mita  mobile  il  cerchio,  viene  a  coincidere  con  OM 
[63],  epper6  il  punto  M  appartiene  al  cerchio. 

88.  Se  tutti  i  punti  d'una  figura  giacciono  in  un 
piano,  la  figura  si  dice  piana.  Altrimenti  si  dice  stov' 
ta,  gohba, 

Un  cerchio  e  una  linea  piana,  chiusa  (rientrante). 

80«  Un  cerchio  divide  il  suo  piano  in  due  parti, 
una  limitata  e  I'altra  illimitata.  La  parte  limitata  si 
chiama  la  superficie  del  cerchio, 

II  segmento,  che,  rotando  intorno  al  centro,  de- 
scrive con  Festremita  mobile  un  cerchio,  descrive 
nella  rotazione  la  superficie  del  cerchio. 

II  centro  d'un  cerchio  appartiene  alia  superficie 
del  cerchio. 

SO.  Un  punto  del  piano  d'un  cerchio  si  dice  t w- 
terno  od  esterno  al  cerchio,  secondo  che  giace  nella 
parte  limitata  o  nella  illimitata  di  quelle  due  in  cui 
il  cerchio  divide  il  suo  piano. 

Ol«  Ogni  punto  interno  ad  un  cerchio  ha  dal  cen* 
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iro  distanza  minore  del  raggio.  Infatti,  il  segmento 
cbe  lo  nnisce  col  centro  h  parte  d'un  raggio. 

•t.  Ogni  punto  esterno  ad  un  cerchio  ha  dal  cen^ 
tro  distanza  mctggiore  del  raggio.  Infatti,  unendo  quel 
pnnto  col  centro,  si  ottiene  tm  segmento  di  cui  una 
parte  6  an  raggio  del  cerchio.  [89]. 

•8.  Se  la  distanza  di  un  punto  del  piano  d'un 
cerchio  dal  centro  i  minore  del  raggio,  il  punto  i  tn- 
terno;  e,  se  i  maggiore  del  raggio,  i  esterno. 

Infatti,  nel  primo  caso,  il  punto  non  pu6  cadere 
sol  cerchio,  nS  fdori,  perche  la  sua  distanza  dal  cen- 
tro sarebbe  nguale  o  maggiore  [92]  del  raggio ;  e  ci6 
centro  r  ipotesi.  Ecc. 

•4«  Teor.  Una  retta,  se  passa  per  il  centro  d'un 
cerchio  ed  appartiene  al  piano  del  cerchio,  ha  in  co* 
mune  col  cerchio  due  soli  punti,  e  questi  sono  situati 
da  hande  opposte  del  centro. 

Dim.  Infatti  il  segmento,  che  con  una  estremiti 
genera  il  cerchio,  viene  nel  suo  movimento  a  cadere 
sn  ciascuno  dei  raggi  in  cui  una  retta,  che  appar- 
tiene al  piano  del  cerchio  e  che  passa  per  il  centro, 
e  divisa  dal  centro ;  epper6  questa  retta  ha  in  comune 
col  cerchio  le  due  estremiti  di  quelle  due  posizioni 
del  segmento  mobile.  Non  ha  poi  col  cerchio  altri 
punti  comuni,  perche  ogni  altro  punto  della  retta  ha 
dal  centro  distanza  maggiore  o  minore  del  raggio, 
e  quindi  [93]  non  appartiene  al  cerchio. 

•&•  Ogni  segmento,  che  passa  per  il  centro  d'un 
cerchio  ed  ha  le  estremita  sul  cerchio  [94],  si  dice  dic^ 
metro  di  quel  cerchio. 

•••  Tutti  i  diametri  d'un  cerchio  sono  egucdi, 
perche  ogni  diametro  6  composto  di  due  raggi. 

•9*  Teor.  Una  retta,  che  passa  per  un  punto  f  n- 

s 
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terno  ad  un  cerchio  ed  appartiene  al  piano  del  cerckio, 
ha  in  comune  col  cerchio  due  punti  almeno,  e  questi 
situati  da  bande  opposte  del  punto  dato. 

Dim.  Sia  un  cerchio  di  centre  0  ed  nn  punto  in- 
temo  A\  e  sib,  MN  una  retta  appartenente  al  piano 
del  cerchio  e  passante  per  A,  Si  tiri  la  retta  -4  0,  e 
siano  By  C  i  punti  in  cui  essa  incontra  il  cerchio  [94]. 
Poichft  i  punti  B,  C  cadono  da  bande  opposte  del 
punto  -4,  e  quindi  da  bande  opposte  della  retta  MN 
[48,  4°],  qualunque  linea, 
che  giaccia  nel  piano  del 
cerchio  ed  unisca  B  con  (7, 
incontra  necessariamente 
[48, 2«>]  la  retta  MN.  Tan- 
to  vale  per  ciascuna  delle 
parti  in  cui  il  cerchio  e 
tagliato  dai  punti  J5,  C, 

Infine,  perch^  codesti  due  punti,  che  la  retta  MN 
ha  necessariamente  in  comune  col  cerchio,  cadono 
da  bande  opposte  della  retta  BC^  essi  sono  situati 
da  bande  opposte  del  punto  A. 

98.  Teor.  Si  pub  sempre  descrivere  un  cerchio, 
che  giaccia  in  un  piano  dato,  abbia  il  centro  in  un 
punto  qualunque  del  piano,  e  raggio  eguale  ad  un  seg^ 
mento  dato. 

Him.  Infatti,  posto  che  sia  Oil  punto  dato  edAB 
il  dato  segmento,  si  pu6  [17,  P;  25, 2®;  48,  V]  intanto 
porre  il  raggio  AB  nel  piano  dato  in  modo  che  A 
cada  in  0.  Poi,  facendo  che  il 
raggio  A  B  con  una  rotazione  o 

intorno  ad  0  descriva  il  pia- 
no [64],  il  punto  B  descrive  il         a  b 
cerchio  domandato. 
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•9*  L'  istrumento  ideale,  con  cui  si  pno  descri- 
yere  qualunque  cercbio  domandato,  si  chiama  cotn- 
passo, 

iOO«  Cor.  Data  un  segmento^  una  retta  cfun  piano 
e  8u  questa  retta  un  punto,  si  possono  segnare  sulla 
retta  due  segmenti,  che  abbiano  una  estremith  net  punto 
dato  e  che  siano  eguali  al  segmento  dato.  [98,  94]. 

Divisione  della  Geometria. 

La  Geometria  si  suole  dividers  in  due  parti ;  la 
Oeometria  piana  o  Planimeiria,  che  stndia  le  figure 
piane  e  le  relazioni  tra  figure  piane  indipendente- 
mente  dalla  posizione  dei  loro  piani ;  e  la  Geometria 
solida  o  Stereometria,  che  studia  le  figure  senza  la 
restrizione  che  i  loro  punti  siano  tutti  in  un  piano  (*). 

(*)  Questa  divisione  non  ^necessaria;  ma  presenta  van- 
taggi  incontestabili  nelP  insegnamento  elementare. 

BRETSCHNEmEB  (Jena,  18d4)  ha  pabblicato  un  trattato 
di  Geometria  elementare,  destinato  air  insegnamento,  nel 
qtukle,  rompendola  con  le  tradizioni  classiche,  ha  soppresso  la 
divisione  sopraccennata. 


P  L  A  M  I  M  E  T  R  I  A 


CAPITOLO  II 


COSTRUZIONI  FONDAMENTALI 


iOi«  Probl«  Costruire  un  triangolo,  t  cui  lati 
^iano  rispettivamente  uguali  a  tre  dati  segmenH,  cta- 
scuno  dei  quali  i  minore  della  aomma  degli  altri 
due  (*). 

Rl0ol.  Siano  a,  /3,  y  tre  segmenti  dati,  e  ciascuno 
8ia  minore  della  somma  degli  altri  due. 

Preso  nn  segmen- 
to  A  Bj  che  sia  egaale 
ad  uno  qualunque  dei 
segmenti  dati,  eguale 
ad  es.  al  segmento  y, 
poi  con  centro  A  e  rag- 
gio  eguale  ad  un  altro 
dei  dati  segmenti,  e- 
guale  ad  es.  al  segmento  a,  si  descriva  un  cerchio.  In- 

{*)  Per  ottenere  tre  segmenti,  ohe  sodisfacciano  a  code- 
8tecondizioni,ba8ta,  presi  due  segmenti  qualunque,  costruime 
poi  im  terzo  che  sia  minore  della  somma  e  maggiore  della 
differenza  degli  altri  due. 

Infatti,  se  chiamiamo  tt,  fi  i  due  primi  segmenti,  e  yil 
terzo,  e  supponiamo,  per  il  case  che  i  due  primi  siano  disugua- 
li,  che  sia  a  il  maggiore,  dalle  condizioni : 


e  dall*altra: 


a  +  /J  >  y 


a 


-  p, 


a 


/J, 
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fine,  con  centro  B  e  raggio  eguale  al  rimanente  seg- 
mento,  si  descriva  nn  altro  cerchio. 

Ed  ora,  considerando  nno  del  cerchi,  ad  es.  quello 
di  centro  A^  cominceremo  ad  osservare  che  esso  lia 
in  comnne  con  la  retta  AB  due  punti  H^  JT,  perch^ 
codesta  retta  passa  per  il  centro.  [94J. 

Poi  noteremo  che  il  segmento  BH^  perch^  uguale 
ad  ( a  +  y  )>  ^  maggiore  di  /J.  Per  conseguenza  [93] 
il  pun  to  H  h  fuori  del  cerchio  {B), 

Invece  il  segmento  BK  ^  minore  di /3.  Ed invero, 
poichd  codesto  segmento  S  la  differenza  tra  i  seg- 
menti  a  e  y,  nel  caso  clie  questi  siano  eguali,  h  mani* 
festo  senz'  altro  la  verity  dell'  asserto.  Quando  sia 
a  >>  y,  dalla  disuguaglianza : 

a  <  /J  +  y 
si  ricava : 

«  —  y  <  /*• 

E  quando  sia  ce  <1  y,  dalla  disuguaglianza : 

y  <  /5  +  a 
si  ha  di  nuovo : 

y  —  a  <  /J. 

n  segmento  BKh  dunque  in  ogni  caso  minore 
di  fi ;  epper6  [93]  il  punto  K  cade  nell'  intemo  del 
cerchio  (  jB  ). 

II  cerchio  (-4)  ha  dunque  un  punto  estemo  ed 
uno  intemo  al  cerchio  {B)\  per  conseguenza  i  due 
cerchi  hanno  due  punti  almeno  in  comune,.  uno  da 
una  banda  della  retta  A  B,  ed  uno  dall'altra  banda 

lisnlta  facilmente  che  ciaBcnno  dei  tre  segmenti  d  minore 
della  somma  degli  altri  due. 

Le  condizioni  sono  sodisfatte  manifestamente,  se  tntti  e 
tre  i  segmenti  sono  egnali ;  e,  per  il  caso  che  due  soli  siano 
egaali,  se  il  terzo  i  minore  della  loro  somma. 
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di  codesta  retta  (*).  Se  C  6  uno  di  questi  punti,  unen- 
dolo  con  A  e  con  B^  si  otiiene  un  triangolo  ABC, 
nel  quale  e : 

AC  =  a,     BC=p,     AB  =  y. 

i09«  Cor.  t*^.  Sopra  un  data  segmento  e  da  una 
handa  assegnata  si  pub  sempre  costruire  un  trian- 
golo, i  cui  due  altri  lati  siano  eguali  a  due  dati  seg- 
menti,  quando  ciascuno  dei  tre  segmenti  i  minore 
della  somma  degli  altri  due,  [101]. 

tea.  Cor.  t!^.  Sopra  un  dato -segmento  e  da  una 
handa  assegnata  si  pub  sempre  costruire  un  triangolo 
equilatero.  [102]. 

(Si  cliiama  equilatero  ogni  triangolo,  che  ha  i 
lati  eguali ). 

t04«  Cor.  8^.  Sopra  una  base  data  e  da  una 
handa  assegnata  si  pub  sempre  costruire  un  triangolo 
isoscele  nel  quale  i  lati  eguali  siano  eguali  ad  un 
dato  segmento  J  il  cui  doppio  superi  la  ba^se.  [102]. 

( Si  dice  isoscele  ogni  triangolo,  che  ha  due  lati 
eguali ;  il  terzo  lato  si  dice  la  base  del  triangolo  iso- 
scele ). 

lOft.  In  un  triangolo  due  lati  qualunque  com- 
prendono  un  angolo  (**)  convesso,  che  si  dice  angolo 
del  triangolo. 

Ciascun  angolo  di  un  triangolo  si  dice  compreso 

(*)  Cjodesti  punti  comnni  ai  cerclii  non  possono  apparte- 
nere  alia  retta  A  By  perch^  il  cerchio  (^)  su  questa  retta  ha 
solo  i  punti  H  e  K  [94],  e  questi  sono  uno  esterno  e  Taltro 
intemo  al  cerchio  (B), 

(**)  Per  angolo  di  due  segmenti,  aventi  un  estremo  in  co- 
mune,  si  deve  intendere  Pangolo  dei  due  raggi  ai  quali  ap- 
partengono  quei  segment!  e  che  hanno  Torigine  nel  punto  co- 
mune  ai  segmenti. 
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tra  i  due  lati  che  lo  formano,  gidiacente  a  ciascuno 
di  essi,  ed  opposto  al  terzo  lato. 

E  ciascnn  lato  e  adiacente  agli  angoli  che  forma 
con  gli  altri  due  lati,  ed  opposto  alFangoIo  compreso 
da  qnesti  lati. 

I  lati  e  gli  angoli  d'un  triangolo  coUettivamente 
si  dicono  gli  elementi  del  triangolo. 

tO«.  liemma  (*).  Due  triangolt,  se  hanno  due 
lati  e  Vangolo  compreso  rispettivamente  ugtiali,  hanno 
eguali  rispettivamente  anche  gli  altri  elementi,  e  sono 
eguali  (**). 

Dim.  Nei  triangoli  ABC,  DEF 818.  AB  =  DE, 
AC=DF  e  C{A)B  =  F(D)E, 

Si  deve  provare  che  & 
BC  ^  EF-j  che  sono  eguali 
gli  angoli  in  5  ed  jB,  ed  eguali 
gli  angoli  in  C  ed  i'',  e  che 
anche  i  triangoli  sono  eguali. 
A  tale  intento  sovrap- 
poniamo  Tangolo  CAB  al- 
Tangolo  FD  E,  in  modo  che  il  lato  A  B  cada  sul  rag- 


(*)  Si  chiama  lemma  una  proposizione,  che  farebbe  parte 
di  una  susseguente  dimpstrazione,  ma  che  si  stacca  e  si  pre- 
mette,  perch^  fe  utile  poterla  citare  nel  seguito.  (Talvolta  co- 
desta  separazione  si  fa  per  ragioni  didattiche :  per  non  avere 
cio^  una  dimostrazione  troppo  lunga). 

Spesso  il  titolo  particolare  serve  anche  a  giustificare  il 
posto  occupato  dalla  proposizione ,  perch^,  confrontata  con  le 
prossime,  non  sembrerebbe  far  gruppo  con  esse. 

{**)  L' ultima  parte  dell'enunciato  sembrerebbe  inclusa 
necessariamente  in  ci6  che  precede.  Invece  pid  innanzi  vedre- 
mo  che  due  figure  possono  avere  tutti  gli  elementi  rispettiva- 
mente uguali  e  ci6  non  pertanto  non  essere  uguali. 
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gio2)£J.  Allora,  per^he  Tangolo  CAB  e  nguale  al* 
Tangolo  FDEj  il  lato  A  C  cadra  snl  raggio  DF. 

E  perch6  e  AB  ^  DEjH  vertice  B  cade  in  E\ 
©  perch6  ^  AC^  DF^H  vertice  C  cade  in  F. 

Cosi,  essendo  B  in  E  e  CinFj  anche  il  segmento 
J?  C  coincide  col  segmento  EF,  I'angolo  B  con  Tangolo 
jB,  Tangolo  C  con  Tangolo  Fy  ed  il  triangolo  col  tri- 
angolo. 

t09.  0»«.  Quando  due  triangoli  sono  eguali,  dne 
lati  corrispondenti  sono  opposti  ad  angoli  eguali,  e 
due  angoli  corrispondenti  sono  opposti  a  lati  eguali. 

t08»  lieniiiia.  Se  due  lati  di  un  triangolo  sono 
eguali,  gli  angoli  opposti  ad  essi  sono  eguali  (*). 

mm.  Nel  triangolo  ABC  bib.  AB  =  AC.  Si 
vuol  dimostrare  essere  A(B)C^  B{C)A. 

A  tal  fine  sui  prolungamen- 
ti  dei  lati  A Bj  AC  si  prendano 
due  segmenti  eguali  tra  loro  BDj 
CEj  e  poi  si  tirino  BE  e  CD. 

Se  ora  confrontiamo  i  tri- 
angoli A  BE  J  ACD,  troviamo  che 
hanno  AB  =  AC,  AE  =  AI), 
6  I'angolo  in  A  in  comune.  Per 
conseguenza [106J  e  BE^CDj 

A{B)E  =  D{C)A    e    B{E)C=B(D)C. 

Cosi,  se  si  confrontano  i  triangoli  BCE,  BCD, 
poiche  &  in  essi : 

EC  =  DB,  EB  =  DC,    e    B{E)C  =  B(D)C, 
si  conchiude  [106]  essere  C{B)E^D{C)B. 

(*)  Qaesto  teorema  si  suol  anche  enunciare:  In  un  trian- 
golo isoscele  gli  angoli  alia  base  sono  eguali.  E  lo  si  oita  an- 
che dicendo:  In  un  triangolo  a  lati  eguali  sono  opposti  an'- 
goli  eguali. 
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Infine,  poichS  I'angolo  ABE  e  ugaale  all'angolo 
DCA^  eC{B)E,  parte  del  primo,  6  uguale  a  2>(C)5, 
parte  del  secondo,  anche  A{B)C  i  uguale  a,  B{C)Aj 
c.  d.  d.  (*). 

±09.  ProM*  Dividers  un  dato  angolo  in  due 
parti  eguali, 

lEIsol.  Sia  da  dimezzare  I'angolo  ABC. 

Sui  lati,  partendo  dal  vertice, 
si  prendano  due  segmenti  eguali 
BDj  BEj  e,  tirato  il  segmento  DEj 
su  questo  segmento,  preso  come 
base,  si  costruisca  [104]  ad  arbitrio 
un  triangolo  isoscele  EDF,  Tirando 
il  raggio  BF^  I'angolo  ABC  resta 
diviso  in  parti  eguali. 
Him.   Infatti,  nel  triangolo  BED,  essendo: 

BE  =  J5D, 
4  [108]:  E{D)B  =  B{E)D. 

Cosi  nel  triangolo  EDF,  essendo  EF^  FDy 
e[108]:  F{D)E  =  D{E)F. 

Per  conseguenza  tutto  I'angolo  FD  B  h  uguale  all' an- 
golo BEF.  Se  ora  confrontiamo  i  triangoli  BEFj 
BDF^  troviamo  che  banno: 

BE  =  BD,EF  =  DF,  e  B{E)F  =  F{D)B', 
per  conseguenza  [106]  ^  F{B)E  =  D{B)F. 

Se  r  angolo  dato  e  concavo,  si  dimezza  il  con- 
vesso  compreso  dagli  stessi  lati,  e  si  prolunga  la  bi- 
settrice.  [83]. 

iiO.  0»s.  Poicbe  la  costruzione,  fatta  per  risol- 

(*)  Fid  semplicemente  si  pn6  dimostrare  la  proposizione, 
scambiando  tra  loro  di  posto  i  lati  dell'asgolo  CAB  [75] ;  op- 
pure,  considerando  come  distinti  i  triangoli  ABC,  ACB,  e 
eoofroDtandoli  [106]  tra  loro. 
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vere  il  precedente  problema,  6  sempre  possibile,  si 
conchiude  che  qualsivoglia  angolo  pu6  essere  dimez- 
zato.  Resta  a  provare  che  questo  problema  non  am- 
mette  che  una  sola  soluzione,  che  cio6  uno  solo  e  il 
raggio,  il  quale  ha  la  proprieta  di  dimezzare  un  an- 
golo dato. 

Sia   dunque  un  angolo  ABC 
qualunque,   e,   operando  nel  modo 
dianzi  insegnato,    siasi   trovato  il 
raggio  BD  per  dimezzarlo.  Si  di- 
vida  Tangolo  con   un  altro  raggio 
qualsivoglia  BE»  AUora,  essendo: 
D{B)C=A{B)D,hD{B)C>  A{B)E, 
e  per  conseguenza  {*)  ^  E{B)C>  A{B)E.  Una  sola 
h  dunque  la  retta,  che  divide  un  angolo  in  due  parti 
eguali. 

II  raggio,  che  dimezza  un  angolo,  se  ne  dice  la 
bisettrice. 

fltl.  Dividendo  per  meta  un  angolo  piatto  -4CJB, 
si  ottiene  un  raggio  CD,  che  parte  da  un  punto  di 
una  retta  ( quella  formata  dai  lati 
deir  angolo  piatto  )  e  che  forma  con 
questa  retta  angoli  eguali. 

II  prolungamento  CE  del  rag- 
gio CD  forma  anch'esso  con  la 
retta  A  B  angoli  eguali.  Infatti  co- 
desti  angoli  sono  supplementari  di  angoli  eguali,  ep- 
pero  [83]  anch'essi  sono  eguali.  Se  poi  confrontiamo 
r  angolo  DCB  con  T  angolo  EC  A,  troviamo  che  questi 
angoli  sono  eguali,  perch6  supplementari  dello  stesso 
angolo  A  CD.  In  conchiusione  i  quattro  angoli,  che 

(*)  Una  parte  di  una  parte  d'  una  grandezza  ^  pore  ana 
parte  della  grandezza  stessa. 


D 


£ 
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le  due  rette  AB^DE  formano  intorno  al  punto  d'  in- 
tersezione,  sono  tutti  e  quattro  eguali  tra  loro. 

119*  Her.  Due  rette,  che  si  incontrano  e  formano 
qu€Utro  angoli  eguali,  si  dicono  perpendicolari  V  una 
alValira^  nel  punto  comune. 

(Basta  che,  dei  quattro  angoli,  due  consecutivi 
siano  eguali,  perchA  siano  eguali  tutti  e  quattro.  [Ill] ). 

Its.  Due  rette,  che  abbiano  un  punto  comune  e 
non  siano  perpendicolari  tra  loro,  si  dicono  oblique. 

tt4.  Poiche  si  e  provato  che  ogni  angolo  pu6 
esser  dimezzato,  e  che  puo  esser  dimezzato  in  un  modo 
soltanto,  si  puo  dire  che : 

Ad  una  retta,  in  un  suo  punto  qualunque,  si  pud 
inalzare  una  perpendicolare,  ed  una  soltanto. 

116.  ITn  angolo,  che  sia  meta  di  un  angolo  piatto, 
si  dice  retto. 

PoichS  tutti  gli  angoli  piatti  sono  eguali  tra  loro 
[82],  e  le  metk  di  angoli  eguali  sono  eguali  [110],  pos« 
siamo  dire  che :  tutti  gli  angoli  retti  sono  eguali. 

titt*  Qualsiasi  angolo,  che  sia  minore  di  un  retto, 
si  dice  acuto.  Ed  ogni  angolo  maggiore  di  un  retto 
si  dice  ottuso  (*). 

119.  Due  angoli  acuti,  la  cui  somma  sia  eguale 
ad  nn  retto,  si  dicono  complementari, 

Angoli  acuti  eguali  hanno  complementi  eguali  [115]. 

149.  Probl*  Inalzare  la  perpendicolare  a  una 
reita  data  in  un  suo  punto  dato  (**). 

(*)  Si  pa6  anche  dire  che  un  angolo  h  acuto,  retto,  od  ot- 
tuso, secondocb^  ^  minore,  uguale,  o  maggiore  del  nuovo  an- 
golo, che  si  ottiene  prolangando  uno  dei  lati  dell'angolo  dato 
(di  la  dal  vertice). 

(*•)  Come  si  6  osservato,  questo  problema  non  h  che  un 
case  particolare  del  problema  del  §  109. 
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Klaol.  Sia  data  laretta  A  By  e  an  questa  an  punto 
C  Si  tratta  di  tirare  la  retta 
che  h  perpendicolare  ad  ^jB 
in  C.  / 

Partendo   da  C,   si  pren-  / 


/ 


\ 
\ 

\ 

\ 

\ 
\ 


dano  sulla  retta  due  segmenti 

egaali  CD^CE,  Poi  sulla  base 

DE  si  costruisca  [104]  un  triangolo  isoscele  qualsivo- 

g]iA  DEF.  La  retta  Ci^^  la  perpendicolare  domandata. 

Dim.  Infatti,  perch6  in  un  triangolo  isoscele  gli 
angoli  alia  base  sono  [108]  eguali,  egli  e: 

F{D)C=C{E)F. 
Essendo  inoltre  per  costruzione  FB  ^  FE,  00"=.  CEj 
i  triangoli  FDC,  FEC  hanno  anche  gli  altri  ele- 
menti  [106]  rispettivamente  uguali;  ed  in  particolare 
6  D(C)F=F{C)E, 

ii9.  ProbL  Da  un  punto,  data  fuori  di  una  retta^ 
calare  su  questa  una  perpendicolare. 

RIsol.  Siano  dati  un  punto  A  e  una  retta  B  Cy 
che  non  passi  per  A.  Si  vuol  tirare  una  retta  che 
passi  per  A  e  sia  perpendicolare  alia  BC,  ' 

Preso,  fuori  della  retta,  un  punto  J/,  in  guisa  che 
^  ed  M  giacciano  da  bande  ^ 

opposte  della  retta  data,  si  tiri  A 

il  segmento  A  M.  Questo  seg-  // 

mento  taglia  necessariamente  /  / 

[48,  2°]  la  retta  B  C]  sia  N  il       ^     ^^V 
punto  d*incontro.  Quindi,  con  * 

centre  A  e  raggio  A  3f,  si  de- 
scriva  un  cerchio.  Poich6  la  retta  B  C  passa  per  un 
punto  N,  che  e  intemo  al  cerchio,  essa  ha  in  comune 
col  cerchio  due  punti  almeno  [97]  situati  da  bande 
opposte  di  N.  Siano  D  ed  E  questi  punti ;  e  condotti 
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AD,  AE,  si  divida  per  meta  [109]  Tangolo  EAD. 
La  bisettrice  incontra  necessariamente  [61]  il  seg- 
mento  Z)jE?;  sia  JP  il  punto  d'intersezione.  AF  h  hk 
perpendicolare  domandata. 

Bim.  Infatti  i  triangoli  ADFj  AEFy  avendo 
AF  in  comune,  AD  ^  AE  percli^  raggi  di  uno 
stesso  cerchio,  ed  F(A)D  ^  E{A)F  per  costruzio- 
ne,  hanno  [106]  anche  gli  altri  elementi  rispettiva- 
xnente  uguali;  e  in  particolare  e  D{F)A  ^  A{F)E. 
if  ••  Omm.  PoiohS  la  costruzione,  fatta  per  risol- 
vere  il  precedente  problema,  6  sempre  possibile,  con- 
chindiamo  che  e  sempre  possibile  calare  una  perpen- 
dicolare sopra  una  retta  da  un  panto  dato  fdori  di 
es8a. 

f  M.  IPr^M.  Dividere  uH  segmento  dato  in  due 
parti  eguali, 

lilsol.  Sia  da  dividere  per  meta  il  segmento  ^£. 

Costruito  [104]  ad  arbitrio  su 
AB,  preso  come  base,  un  triangolo 
isoscele  ABC, si  dimezzi  [109]  Tan- 
golo  BCA,  La  bisettrice  taglia  [61] 
U  segmento  AB,  edil  panto  E  d'in- 
tersezione divide  il  segmento  dato 
in  parti  eguali. 
Dim.  Infatti,   confrontando  i  triangoli  CAE, 
CBEj  si  trova  che  hanno  CE  in  comune,  CA  ^  CJ5, 
e  per  costruzione  E{C)A  ^  B(C)E.  Per  conse- 
guenza  [106]  hAE  =  EB. 

M9«  Omm.  Un  segmento  non  si  pu6  dimezzare 

che  in  un  modo  soltanto.  Infat- 

j^ jl — ^ — jg       ti,  posto  che  C  sia  il  panto  tro- 

vato  con  la  precedente  costru- 
zione, fatta  per  dimezzare  il  segmento  AB,  b  che  D 
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8ia  un  altro  punto  qualsivoglia  del  segmento  stesso, 
essendo  AC ^  CB^  e  AC>  DB^  e per  conseguenza 
6  anche -42?  > -D J5. 

198.  Probl*  Costruire  un  angolo,  che  sia  eguale 
a  un  angolo  dato,  che  abbia  per  lato  un  raggio  datOy 
e  che  cada  da  una  banda  assegnata  di  codesto  raggio. 

KIsol.  Sia  ABC  Tangolo  dato,  ed  FE  il  raggio 
dato.  Si  tratta  di  costruire  un  angolo,  che  sia  eguale 
all'angolo  -45 C  e  di  cui  FE  sia  un  lato. 

Preso  sul  lato  j8  ^  un  punto  H  ad  arbitrio,  da  H 
si  cali  [119,  120]  una  perpendicolare  HK  suU*  altro 
lato  dell'angolo.  Quindi,  preso  su 
FE  un  segmento  FM=  BK, 
si  tiri  [118]  per -Sf  la  Af  A'' per- 
pendicolare ad  FE»  Infine,  fatto 
MN  ^  HKj  si  tiri  il  raggio 
FN.  L' angolo  NFM  6  uguale 
all'angolo  dato  ABC. 

Dim.   Infatti,   poich^   nei 
triangoU  HBK,  NFM  k  : 

BK  =  FM,HK  =  NM,  e  B{K)H=  F{M)N, 
egK  h  [106]  anche  A{B)C  =  N  (F)  E. 

II  problema  ammette  una  sola  soluzione.  [74]. 

i94.  Prolil.  Costruire  un  triangolo  che  sia  eguale 
ad  un  triangolo  dato. 

KIsol.  Si  costruisce  [123],  dove  la  questione  ri- 
chiede,  un  angolo  eguale  ad  uno  di  quelli  del  trian- 
golo dato,  e  sui  lati  deirangolo  costruito  si  prendono, 
partendo  dal  vertice,  due  segmenti  rispettivamente 
uguali  a  quel  due  lati  del  triangolo,  che  contengono 
Tangolo  prescelto.  Unendo  le  eslremiti  dei  due  seg- 
menti, si  ottiene  un  triangolo  eguale  [106]  al  dato. 
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CAPITOLO  III 

AN60LI    E    TRIANGOLI 


Angoli  intorno  ad  un  punto. 

IM*  Gli  angoli,  fatti  con  una  stessa  retta  da  un 
raggio  uscente  da  un  punto  della  retta,  si  dicono  adior 
centi. 

itn.  Teor.  La  somma  di  due  angoli  adiacenti  d 
uguale  a  due  retti  (*). 

Dim.  Sia  la  retta  AB  eun  raggio  CD,  uscente 

da  un  punto  C  della  retta.  Dico 
J     y  che  la  somma  dei  due  angoU 

A  adiacenti  ^ CD,  2)  C5  A  uguale 

/  alia  somma  di  due  angoli  retti. 

Infatti,  se  si  tira  per  C  la 
"I        c    "^    B~     ,    CE,  perpendicolare  ad  A  D,  si 

riconosce  che  la  somma  dei  due 
angoli  il  CD,  DCJ8  e  uguale  alia  somma  dei  due  an- 
goli retti  ^  CJS?,  JB  CJ5. 

if  9.  Teor.  Se  da  uno  atesso  punto  escono  quanti 
^i  vogliano  raggi,  la  somma  degli  angoli  ciascuno  dei 
iuoZt  i  contenuto  da  un  raggio  e  dal  successivo  6  uguale 
a  quaUro  retti. 

u  Se  prolunghiamo  uno  dei  raggi,  ad  es.  il 
laggio  OA^  I'angolo  COD  resta  diviso  nei  due  angoli 
(!0M,  MODji  quali si possono prendere in luogo  del- 
I'angolo  COD. 

(*)  Per  brevity  si  stiol  dire  uguale  a  due  retti,  intendendo 
^:  uguale  al  doppio  di  un  angolo  retta. 
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Ora,  la  somma  degli  angoli,  che  sono  da  ana 
banda  della  AM,  ^  uguale  al- 
Tangolo  piatto  -40if,  cio6  a  due 
retti;  e  tale  S  la  somma  degli 
angoli  che  sono  dall'altra  parte 
della  retta  stessa.  Pertanto  la 
somma  di  tutti  gli  angoli,  che 
sono  intomo  al  panto  0,  &  a- 
gaale  a  qaattro  retti. 

MSm  Teor«  Se  la  somma  di  due  angoli  consecutivii 
uguale  a  due  retti,  i  lati  non  comuni  sono  per  diritto. 

l»lm.  Siano  i  due  angoli  consecutivi  ABC^  CBD^ 
e  la  loro  somma  sia  eguale  a  due  retti.  Dico  che  i  due 
raggi  BA^BD  giacciono  in  una  medesima  retta. 

Supponiamo  che  ci6  non  sia,  e  che  sia  B  E,  anzi- 
chd  i^jD,  il  prolungamento  del  raggio  BA. 

Allora,  perch^  dal  punto 
B  della  retta  A  -BJS?  parte  il  rag- 
gio BCy  la  somma  dei  due  an- 
goli adiacenti  ABCj  CBE  k  , 
uguale  a  due  retti  [126].  Ma 
a  questa  somma,  per  ipotesi,  h  £^ 

pure  uguale  quella  dei  due  an- 
goli il-BC,  CBD.  i]  quindi: 

A{B)C+C{B)E  =  A{B)C+C{B)D. 

Gib  non  6  vero  [74];  epper6  non  BEj  ma  BD  eH 
prolungamento  di  jB^. 

tt9m  Teor.  Se  due  rette  si  segano,  gli  angoli  op- 
posti  al  vertice  (*)  sono  eguali  tra  loro. 


u"^-^ 


(*)  Coal  dunque  vogliamo  chiamare  due  angoli  ciascuno 
dei  quali  sia  contenuto  dai  prolangamenti  dei  lati  dell'altro. 


—  49  — 

Dim.  Siano  le  due  rette  AB^  CD^  che  si  segano 

in  E.  Dico  che  gli  angoli  opposti 
al  vertice^  quali  sono,  ad  es.,  i  due 
A{E)C,  B{E)D,  sono  eguali  tra 
loro. 

Infatti,  poiche  sono   ambidue 

supplementari  dello  stesso   angolo 

CEB,  essi  sono  eguali.  [81]. 

ISO.  Teor«  Se  due  raggi^  uscenti  da  uno  stesso 

punto  di  una  retta,  cadono  da  bande  opposte  di  que-- 

8ta  e  fanno  con  essa  due  angoli  eguali  che  non  siano 

consecutivi,  essi  sono  per  diritto. 

Dim.  Sia  una  retta  AB  q  bm  questa  il  punto  E^ 
da  cui  escano  due  raggi  ECjED.^  sia: 

A{E)C  =  B(E)D. 
Si  tratta  di  provare  che  i  due  raggi 
EC,  ED  giacciono  sopra  una  stessa 
retta. 

Supponiamo  che  cio  non  sia,  e 
che  sia  EFil  prolungamento  del  rag- 
gio  ED.  Allora  i  due  angoli  AEF^ 
BEDy  perchS  opposti  al  vertice,  sono  eguali  [129]. 
Ma,  per  ipotesi,  anche  A{E)C  h  uguale  a  B{E)D. 
Quindi  egli  i  A{E)C  =  A{E)F.  Questo  non  A 
vero  [74] ;  eppero  resta  provato  che  non  EF,  ma  EC 
e  il  prolungamento  di  E  D. 

Proprieta  d'lm  triangoio. 

f  8l«  TTn  angolo,  compreso  da  unlato  di  un  trian- 
golo  e  da  un  prolungamento  di  un  altro  lato,  si  dice 
angolo  esterno  del  triangolo.  Un  angolo  esterno  e 
adiacente  ad  uno  degli  angoli  del  triangolo,  e  si  dice 
opposto  di  ciascuno  degli  altri  due. 

4 
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i39*  Teor.  In  ogni  triangolo  un  angolo  esterno  e 
maggiore  di  ciascuno  dei  due  angoli  interni  oppostu 

Dim.  Sia  an  triangolo  qualonque  ABC^^si  pro- 
Innghi  nno  dei  lati,  ad  es.  il  lato  A  B,  in  Z>.  Dico  che 
r angolo  esterno  DAC  e  maggiore  di  ciascuno  dei 
due  angoli  interni  opposti  ABCj  BCA. 

Perci6,  divide  AC  per  meta  [121]  in  J5,  e  con- 
dotto  il segmento B E,  lo prolungo,  e  faccio EF^BE. 
Poi  osservo  che  il  puntq  Fcade  necessariamente  den- 
tro  deirangolo  DAC\  ed  invero,  dappoiche  la  retta 
jB jP incontra  la  retta  j8Z>  in  £  e  la  retta  ACin  E,  il 
raggio  E  F  non  puo  incontrare  i  lati  dell'  angolo 
DAC  [25,  3**].  Per  conse- 
guenza,  se  si  tira  il  raggio  ^\^         A^ 

AJ^j  questo  divide  in  due  \  / 

V angolo  DAC  AAT  J."^ 

Ora,  considerando  i  tri-  /     ^J^^^ 

angoli  FEA,  BEC,  trovia-  A-""'         \^ 

mo  che  i  lati  EF^  EA  sono        ^^ ^^ 

per  costruzione  uguali  ri« 

spettivamente  ai  lati  EB^  EC^e  che  sono  eguali  gli 
angoli  AEFjCEB^  perch^  opposti  alvertice.  Per- 
tanto  [106]  anche  gli  altri  elementi  sono  rispettiva- 
mente  uguali,  e  in  j)articolare  e : 

F{A)E  =  B(C)E. 

Ma  F{A)Cii  una  parte  di  D{A)C\  quindi  e: 

B{C)A  <  D{A)C,    ossiai    D{A)C>  B{C)A. 

Similmente,  prolungato  il  lato  CA  in  H,  si  po- 
trebbe  provare  ( dividendo  cio&  il  lato  A  B  per  me- 
t&,  ecc. )  che  1' angolo  esterno  BAHh  maggiore  del- 
Tangolo  ABC  Ma  6  B{A)H=:  D(A)C  [129]; 
quindi  infine  D{A)C  e  maggiore  anche  di  A  {B)C. 
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!•*•  C?or,  l\  In  ogni  triangolo  la  somma  di  due 
angoli  i  minore  di  due  retti. 

Dim.  Sia  il  triangolo  A  B  C\  Dico  che  la  somma 
di  dne  angoli,  ad  es.  la  somma  degli  angoli  ABC^ 
BCAf  e  minore  di  due  retti. 

Infatti,  prolungato  il  lato 
5  C  in  D,  si  ha  [132]  cheran- 
golo  intemo  ABC h  minore  del- 
Testemo  opposto  A  CD.  Aggiun- 
gendo  a  ciascuno  dei  due  angoli 
r  angolo  BC  A^^i  ottiene : 
A{B)C  +  B{C)A  <  A{C)D  +  B{C)A. 
Ma  la  somma  dei  dne  angoli  adiacenti  ACD^  BCA 
e  [126]  uguale  a  due  retti;  per  conseguenza la  somma 
dei  due  angoU  ABCj  BCA  e  minore  di  due  retti. 
iS4.  Cor*  9^*  Se  un  triangolo  ha  un  angolo  retto, 
o  un  angolo  ottuso,  gli  altri  due  angoli  sono  acuti; 
e  infatti,  se  uno  di  questi  fosse  retto  od  ottuso,  esi- 
sterebbe  un  triangolo,  nel  quale  due  angoli  darebbero 
una  somma  eguale  a  due  retti,  o  maggiore.  E  ci6  non 
puo  [133]  essere* 

ISA*  Se  un  angolo  di  un  triangolo  6  retto,  il  trian- 
golo si  dice  rettangolo.  II  lato  opposto  all'  angolo  retto 
si  dice  ipotenusa;  gli  altri  due  lati  si  chiamano  cateti, 
Se  un  angolo  di  un  triangolo  h  ottuso,  il  trian- 
golo si  dice  ottusangolo* 

!•••  Os«.  Abbiamo  provato  [119,  120]  che  daun 
punto  dato  fuori  di  una  retta  si  pu6  sempre  calare  su 
questa  una  perpendicolare.  Ora  possiamo  aggiungere 
che  non  se  ne  pu6  calare  che  una  sola.  Infatti,  se  da 
un  punto  si  potessero  condurre  a  una  stessa  retta  due 
perpendicolari  distinte,  allora  esisterebbe  un  trian- 
golo con  due  angoli  retti ;  e  ci6  non  pu6  [134]  essere. 
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189.  Teor.  Se  due  lati  di  un  triangolo  aono  egua- 
li,  gli  angoli  opposti  at  due  lati  eguali  sono  eguali. 

Dim.  La  stessa  che  nel  §  108. 

188.  O«0.  Se  un  triangolo  ha  due  angoli  eguali, 
questi  sono  acutiy  giacche  non  esiste  nessun  triangolo 
[134]  nel  quale  due  angoli  siano  retti,  od  ottusi.  Pos- 
eiamo  dire  pertanto  [137]:  In  un  triangolo  iaoscele  gli 
angoli  alia  base  sono  acuti, 

t89.  Se  sui  lati  di  un  angolo  acuto,  partendo  dal 
vertice,  si  prendono  due  segmenti  eguali,  e  se  ne  con- 
giungono  le  estremita,  si  ottiene  un  triangolo  iso- 
scele,  nel  quale  anche  [138]  T  angolo  opposto  alia 
base  e  acuto.  Esistono  dunque  triangoli^  nei  quali 
tutti  e  tre  gU  angoli  sono  acuti. 

Quando  tutti  e  tre  gli  angoli  di  un  triangolo  sono 
acuti,  il  triangolo  si  dice  acutangolo, 

140.  Teor.  Se  due  lati  di  un  triangolo  sono  disu- 
guali,  V  angolo  opposto  al  lato  maggiore  i  maggiore 
delV  angolo  opposto  al  lato  minore. 

Dim.  Nel  triangolo  ABC  il  lato  A B  sia  mag- 
giore del  lato  AC.  Dico  che  T angolo  BCAj  opposto 
al  lato  maggiore  AB,  i  maggiore 
deir angolo  ABC,  che  6  opposto  al 
lato  minore  A  C. 

Si  tagli  dal  lato  maggiore  A  B 
una  parte  A  D  eguale  ad  -4  (7,  e  si 
tiri  CD,  PerchS  il  punto  D  cade 
tra  A  e  B,  il  raggio  CD  cade  nel- 
Tangolo  BC  A, 

Si  osservi  ora  il  triangolo  ADC.  In  questo,  poi- 
Q\hh  AD  =  AC,  gli  angoU  DC  A,  ADC  sono  [137] 
eguali  tra  loro.  E  dacche  T  angolo  JSC -4  h  maggiore 
dxDCA^  esso  e  maggiore  anche  deir angolo  ADC. 
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Ha  qnesto,  come  esterno  del  triangolo  BDCj  alia  sua 
volta  6  [132]  maggiore  dell'angolo  DBC^  interno 
opposto.  Conchiudiamo  essere  -B(C)-4>  A(B)C. 

t4t«  Teor.  Se  due  angoli  di  un  triangolo  sono 
egualij  i  lati  opposti  ai  due  angoli  eguali  sono 
eguali. 

Him.  Nel  triangolo  ABC  sia 
A(B)C  =  B{C)A.  Dico  essere 
AC  =  AB. 

1  lati  ACy  AB  non  possono  in- 

fatti  essere  disuguali,  perch^  in  tal 

caso  anche  gli  angoli  ABC,  BCA 

sarebbero  disuguali  [140],  e  ci6  con- 

tro  r  ipotesi. 

149.  Teor.  Se  due  angoli  di  un  triangolo  sono 

disuguali,  il  lato  opposto  alVangolo  maggiore  i  mag^ 

giore  del  lato  opposto  alVangolo  minore. 

IMm.  Nel  triangolo  ABC  Tangolo  BCA  sia 
maggiore  dell'angolo   ABC.  Dico  che  il  lato  AB, 

opposto  airangolo  maggiore,  6  mag- 
giore del  lato  A  C,  che  e  opposto  al- 
r  angolo  minore. 

E  infatti  non  puo  essere  AB^AC, 
perch6  allora  [137]  sarebbe: 
B(C)A  =  A{B)C, 
e  cio  contro  T ipotesi.  Ne  puo  essere  AB  <C.ACy  per- 
chA  [140]  ne  verrebbe  la  conseguenza  che  B(C)A 
sarebbe  minore  ^  A{B)C,  e  cio  nuovamente  contro 
r  ipotesi. 

Ma  poich^  A  B  non  puo  essere  uguale  ad  A  C, 
ne  minore,  esso  S  maggiore  di  questo  lato. 

i48«  Cor.  In  un  triangolo  rettangolo  Vipotenusa 
i  maggiore  di  ciascun  cateto.  In  un  triangolo  ottusan- 
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golo  il  lata  opposto  alV  angolo  oiiuso  i  maggiore  di 
ciascuno  degli  aliri  latL  [134, 142]. 

144^  Teor.  Ciascun  lata  di  un  triangolo  i  mi- 
nore  delta  aomma  degli  altri  due. 

Dim.  Sia  un  triangolo  qualunque  ABC.  Dico 
che  ciascun  lato  h  minore  della  somma  degli  altri 
due,  ad  es.  che  il  lato  BC  h  minore  della  somma 

BA-^-  AC. 

Sul  prolungamento  di  -B -4  si  prenda  AD^AC, 
dimodochi  e  BD  =  BA+  AC',  e  si  tiri  DC 

Poiche  nel  triangolo  ADC 
e  AD  =  AC,  abbiamo  [137] 
^(C)2)  =  C(Z>)APerconse- 
guenzaA  B{C)D>C{D)B. 
Ma  in  un  triangolo  ad  angolo 
maggiore  e  [142]  opposto  lato 
maggiore;  quindi  e  BD  *>  BC,  ossia: 

BA  -{-  AC  >  BC. 

146.  Cor.  Ciascun  lato  di  un  triangolo  i  mag* 
giore  della  differenza  degli  altri  due. 

Dim.  Sia  il  triangolo  ABC.  Dico  che  un  lato 
qualunque,  ad  es.  il  lato  BC,h  maggiore  della  dif- 
ferenza degli  altri  due. 

Nel  caso  che  i  lati  AB,  AC  siano  eguali,  la 
differenza  e  nulla,  e  il  teorema  sussiste.  Imaginia- 
mo  che  AB  ediAC  siano  disuguali,  e  sia  A  B,  ad  es.,  il 
maggiore.  Ora,  perchd  [^^^]  ciascun  lato  di  un  trian- 
golo e  minore  della  somma  degli  altri  due,  abbiamo : 

BC  -{'  AC  >  AB. 
Togliendo  dai  due  membri  il  segmento  A  C,  otteniamo: 

BC  >  AB—  AC. 

tin.  O«0.  Abbiamo  veduto  [102]  che  e  sempre 
possibile  costruire  un  triangolo,  i  cui  lati  siano  rispet- 
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tivamente  nguali  a  tre  dati  segmenti,  quando  ciascnno 
di  questi  h  minore  della  somma.degli  altri  due.  Ora 
possiamo  agginngere  che  queste  condizioni,  che  al- 
lora  si  son  trovate  sufficienti,  sono  anche  necessarie. 
Infatii,  se  una  non  fosse  sodisfatta,  e  cio  non  per- 
tanto  si  potesse  costruire  un  triangolo,  in  tal  caso  esi- 
sierebbe  un  triangolo,  nel  quale  un  lato  sarebbe  uguale 
alia  somma  degli  altri  due,  o  maggiore.  E  ci6  non 
puo  [144]  darsi  (*). 

1419*  Teor.  II  segmentOj  che  unisce  un  vertice  d'un 
triangolo  con  un  punto  del  lato  oppost-o,  i  minore  di 
uno  almeno  degli  altri  due  lati. 

Dim.  Nel  triangolo  ABC  unisco  il  vertice  A  con 
un  punto  D  qualunque  del  lato  opposto  BC.  Dico  che 
AD  e  minore  di  uno  almeno  dei  lati  AB,  AC. 

Infatti,  gli  angoli  BDA,  ADC 
o  sono  retti  ambidue,  e  aUora  AD  h 
minore  [143]  di  ambidue  i  lati  AB^ 
A  C.  Oppure  i  due  angoli  sono  disu- 
guali,  e  in  tal  caso  uno  dei  due  ^  ot- 
tuso,  e  allora  AD  e  necessariamente 
minore  [143]  di  quelle  dei  lati  A  By  AC  che  e  oppo- 
sto air  angolo  ottuso. 

148.  Cor.  In  un  triangolo  isoacele  il  segmento, 
che  unisce  un  punto  delta  base  col  vertice  opposto,  i 
minore  dei  lati  eguali;  ed  il  segmento,  che  unisce  un 

(*)  Cogliamo  Foccadione  per  far  notare  come  la  nso- 
lazione  d'an  problema  possa  gettar  luce  sopra  un  teorema. 
Ad  es.,  se  non  si  fosse  ancora  risoluto  il  problema  del  §  101,  si 
potrebbe  pensare  che  ci  fosse  un  teorema  piu  perfetto  di 
quelle  del  §  144,  per  esempio  questo  che  ciascun  lato,  an- 
che se  anmentato  d*un  suo  quarto,  ^  superato  dalla  somma 
degli  altri  due  lati. 
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punto  d'  un  prolungamento  della  base  col  vertice  op^ 
posio  i  maggiore  dei  laii  eguali. 

Relazioni  tra  elemeirti  di  due  triangoli. 

t49«  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  e 
V  angolo  compreso  rispettivamente  uguali,  anche  gli 
altri  elementi  sono  rispettivamente  uguali,  e  anche  i 
triangoli  sono  eguali. 

Dim*  La  stessa  che  nel  §  106. 

i&O.  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  ri- 
spettivamente uguali  e  V angolo  compreso  disuguale,  i 
terzi  lati  sono  disuguali;  e  il  maggiore  i  nel  triangolo 
che  ha  Vangolo  maggiore, 

Dim*  Siano  i  due  triangoli  ABC,  D  Ef]  e  sia  in 
essi  AB  =  DE,AC  =  DF  e  C{A)B>  F{D)E. 
Si  tratta  di  provare  che  e  BCy>  EF. 

A  tal  fine  dall'an- 
golo  maggiore  CABe  A  d 

dalla  parte  di  -4  jB,  sup-  y/\  /] 

posto  che  sia  A  B  egua-  X  I    \  X  J 

le  o  minore  di  AC,  si      Bw^^^Z       \     *\      / 
tagli  via [  1 23] un  ango-  \/^>A  n/ 

lo  HA  B  che  sia  uguale  yfe  C  p 

al  minore  F{D)E.  Sia 

K  il  punto  in  cui  il  raggio  A  H  incontra  [61]  il  la  to 
BC. 

Quando  sia  AB^  AC,  il  segmento  AK e  mi- 
nore [148]  di  ambidue  questi  lati.  Quando  poi  d 
-4  J5  <  ^  C,  essendo  A  Jf  minore  necessariamente  [147] 
di  uno  almeno  di  questi  due  lati,  esso  e  certamente 
minore  di  A  (7.  Per  couseguenza,  se  sul  raggio  AK  si 
prende  un  segmento  A  H,  che  sia  eguale  ad  A  C,  il 
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pnnto  H  cade   necessariameute  fuori  del  triangolo 
ABC.^iiiriHC.  (*). 

Ora,  confrontando  i  triangoli  ABH^  DEFy  tro- 
viamo  ohe  hanno  AB  ^  DE,  AH^  Z)F(perche  e 
AC=  DF\  ed  H{A)  B  =  F{D)  E.  Per  conseguen- 
ai[l06]e  BH=EF. 

Ora  si  osservi  il  triangolo  AHC,  Essendo  in  esso: 

AC  =  AH, 
(ig\ih[\OS]A{H)C=H{C)AMfieB{H)C>A{H)C 
eiH{C)A>  H{C)B]qxxinai^B{H)C>H{C)B. 
Per  consegaenza  [142]  nel  triangolo  BHC  egli  e 
5C>5i?.  MaiSH^^^jquindiinfineAJSOJEJ?'. 
Cos!  resta  dimostrato  che,  ecc. 
Ml.  Teor*  Se  due  triangoli  hanno  i  lati  rispei- 
iivamente  ugtiali,  anche  gli  angoli  sono  rispettivamenie 
uguali;  e  anche  i  triangoli  sono  eguali. 

Dim.  Nei  triangoli  ABC,  DEF sia,  AB  =  DE, 
AC^DFeBC^EF.  Proveremo  che  gli  angoli 

opposti  ai  ]ati  eguali  sono 
eguali. 

Consideriamo,  ad  es.,  i 
due  angoli  CAB,  FDE.Essi 
non  possono  essere  disuguali, 
perche  in  tal  case,  essendo 
AB  =  DE  ed  AC  =  DF, 
i  due  lati  J3C,  EF  sarebbero  disuguali  [150],  e  ci6 
centre  I'ipotesi. 

Ma  ora  i  due  triangoli,  percbe  hanno  AB^  BE 

(*)  Se  si  volesse  dimostrare  codesto  teorema  indipenden- 
temente  dal  teorema  147,  si  direbbe;  Poich6  il  lato  ilC  6  nguale 
0  maggiore  di  AB,  Tangolo  ABC  ^  nguale  o  maggiore  di 
B{C)A.UA^A{K)C>A(B)C]qximdi^A(K)C>K{C)Aj 

e  per  consegaenza  h  AC^  AK,  Ecc. 
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ilC=DFedegualigliaiigoli(7(il)i5,i^(i))£,hanno 
rispettivamente  ugaali  gli  altri  angoli  [149],  ed  essi 
stessi  sono  eguali  tra  loro. 

tS9.  Omm*  Ora  possiamo  indicare  una  costruzione, 
piii  comoda  in  pratica  di  qaella  insegnata  nel  §  123| 
per  risolvere  il  problema  ivi  indicato. 

Infatti,  86  BiA  ABC Fangolo  dato,  ed  FE il  rag- 
gio  dato,  basia  prendere  sui  lati  deirangolo  dato  due 
punti  H,  K  ad  arbitrio,  e  poi,  preso  suUa  DEvji  seg- 
mento  FN  ^  BKy  costraire  dalla  banda  assegnata, 
un  triangolo  MFNj  i  cui  altri  lati  FM^MN  siano 
eguali  rispettivamente  ai  segmenti  BH^  HK,  £  si 
noti  che  la  costruzione  di  cosi  fatto  triangolo  h  sem- 
pre  possibile  [102],  perchA  i  tre  segmenti  B  K^  BH^ 
HK,  ai  quali  devono 
essere  uguali  i  lati 
del  triangolo  da  co- 
straire ,  sodisfanno 
[144]  appunto  alle 
oondizioni   che   cia-       *"  c  DF 

scuno  sia  minore  del- 
la  somma  degli  altri  due. 

L'angolo  MFK,  costruito  in  questo  modo,  e  Tan- 
golo  dato  A  BC  sono  poi  eguali,  perch^  [1^1]  opposti 
a  lati  eguali  in  triangoli,  che  hanno  per  costruzione 
i  lati  rispettivamente  uguali. 

iftS*  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  ri- 
spettivamente uguali  e  il  terzo  lata  disuguale,  al  lata 
maggiore  i  opposto  angolo  maggiore. 

Dim.  Nei  triangoli  ABC,  D EF sifi  AB^  DE, 
AC  =  DF  e  BC  >  EF.  Dico  che  Tangolo  in  -4  6 
maggiore  deirangolo  in  D. 

Infatti,  non  si  pu6  ammettere  che  questi  due  an- 
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goli  siano  egnali,  giacch^  allora,  essendo  nei  due 
triangoli  due  lafci  e  Tangolo  compreso  rispettivamente 
uguali,  sarebbe  [149]  BC^  EF,  e  ci6  contro  Tipotesi. 

N&  I'angolo  in  A  pu6  esse- 
re  minore  dell'angolo  in  D, 
perche  ne  seguirebbe  [150|, 
pure   contrariamente  all'i- 
pofcesi,  essere  BC  <,  EF. 
L'angolo  inA^  quindi  mag- 
giore  dell'angolo  in  i),  co- 
me d.  d. 
i4ft4«  Te«r«  Se  due  triangoli  hanno  un  Icdo  e  due 
angoli  similmente  disposti  rispettivamente  uguali,  an- 
che  gli  altri  elementi  sono  rispettivamente  uguali;  e 
anche  i  triangoli  sono  egudli. 

Dim.  Nella  dimostrazione  bisogna  distinguere 
dne  casi,  perchi  i  due  angoli  o  sono  entrambi  adia- 
centi  al  lato  che  si  considera,  oppure  uno  e  adiacente 
e  Taltro  k  opposto. 

Nei  triangoli  ABC,  DEF  sia  BC  =  EF, 
A{B)C  =  D  {E)F,  e  poi  sia  oB{C)A  =  E  (F)  D, 
oppure  C{A)B  =  F{D)  E. 

E  chiaro  che  tutto  sta  a 
provare  Teguaglianza  dei  due 
lati  AB,  DEj  giacche  cosi  ci 
si  riduce  al  caso,  in  cui  i  due 
triangoli  hanno  due  lati  e  I'an- 
golo compreso  rispettivamen- 
te uguali. 
Supponiamo,  se  pu6  essere,  che  AB  e  DE  siano 
disnguali.  Uno  dei  due  sara  il  maggiore ;  supponiamo 
ma  AB  >  DE.  Allora,  fatto  BH  =DE,8i  tiri  CH, 
che  cade  necessariamente  entro  I'angolo  BC  A. 


—  60  — 

Ora,  poiche  nei  due  triangoK  HBC,  DEF  e 
BC=EF,HB  =  DEeAH{B)C=D{E)F,k[\4ff\ 
finche  B{C)H=E{F)D  e  C(H)B  =  F{D)E. 

Ora,  nel  primo  caso,  essendo  E (F) D  ^  B {C)A^ 
si  conchiude  essere  B(C)  H^ B{C)  A.  II  che  6  falso. 

Nel  secondo  caso,  essendo  C (A) B  ^  F{D)E,  bi 
conchiude  essere  C{H)B  ^  C{A)B.  Ma  ci6  h  pur 
falso,  perchS  I'angolo  estemo  di  un  triangolo  non  e 
uguale,  ma  [132]  maggiore  di  ciascuno  dei  due  intern! 
opposti.  E  dunque  necessariamente  AB  ^  D Ej  e 
cosi  [149]  rimane  dimostrato  per  entrambi  i  casi  che, 
se  ecc. 

lAA.  Tear,  Se  due  triangoli  rettangoli  hanno 
I'  ipotenusa  e  un  cateto  rispettivamente  uguali,  anche 
gli  altri  elementi  sono  rispettivamente  uguali,  e  anche 
i  triangoli  aono  eguali, 

Dim.  Nei  triangoli  ABC,  DEF,  rettangoli  in 
C  ed  i^,  sia  ^  jB  =  D  £  ed  ^  C  =  i)  jP.  Manifestainen- 
te,  se  possiamo  provare  Teguaglianza  degli  angoli  in 
B  ed  E,  la  proposizione  ^  dimostrata.  [154]. 

A    tal  fine,    prolungato 
BC,  si  faccia  CH  =  EF,  q  a 

si  tiri  A  H.  Se  ora  si  confron-  ^y 

tano  i  triangoli  ACH,  DEF,        y^ 
si  trova  che  hanno  AC^DF, 
CH^  EF  ed  eguali  gli  an-  ^^ 

goli  in  C  ed  F,  perch  e  retti      ^^ 

ambidue;  il  secondo  per  ipo- 

tesi;  il  primo,  perche  adiacente  delFangolo  BCA, 
che  e  retto.  Per  conseguenza  [149]  6  AH^DE  e 
C{H)A  =  D{E)F.  Ma  per  dato  e  AB  =  DE; 
quindi  e  anche  AB  ^  AH,  e  per  conseguenza  6 
A{B)C  ^  C(H)A.  Ma  dianzi  abbiamo  provato  68- 
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sere  C{H)A  =  D{E)F,  Quindi  infine  e  anche: 

A{B)C=D{E)F. 
E  oosi  resta  dimostrato  [154]  che,  ecc. 

lAO.  Teor.  Se  in  due  triangoli  rettangoli  le  ipo- 
ienuse  sono  eguali,  e  un  cateto  deU'uno  d  maggiore  di 
nn  cateto  del  secondo,  Valtro  cateto  del  primo  trian" 
golo  i  tntnore  del  rimanente  cateto  del  secondo. 

Din.  Nei  triangoli  ABC.DEF,  rettangoli  in  B 
e  in  jE,  sia  ^C=  DF  e  BC  >  EF.  Dico  essere 
AB  <DE. 

Si  costruisca  in  C  Tangolo  A  CH 
\  eguale  a£(F)Z>,  e  fatto  CH=EF, 

si  tirino  HA  ed  HB.  PoichA  i  trian- 
goli ACH,  DFE  hanno  due  lati  e 
r  angolo    compreso    rispettivamente 
nguali,   egli  6  [149]  AH  =  DE  q 
C{H)A=D{E)F.    Cosi,  essendo 
BC>EFeA{B)C=D{E)F,  egli 
6  BC>  CH  e  C{H)A  =  A{B)C. 
Ora  dal  triangolo  BCH,  essendo 
BC>  C^,  abbiaino[140]    C{H)B>  H{B)C. 
Per  conseguenza,   essendo   C{H)A  ^  A{B)C  (*), 
abbiamo    B{H)A    <    A(B)H,   epper6    [142]    e 
AB  <i  AH,  e  quindi  anche  AB  <C  DE,  come  d.  d. 

Perpendicolari  ed  oblique. 

ikS^m  Sappiamo  [120]  che  per  unpunto,  dato  fuori 
di  una  retta,  si  pu6  sempre  condurre  una  retta  che  sia 
perpendicolare  alia  retta  data.  Sappiamo  [136]  di  piu 

(*) n  segmento  HB  taglia  AC  e  quindi  gli  angoli  CHA^ 
'^JBC  ,perch^  ciascuno  degli  angoli  BCH,  HAB,  come  som- 
ma  di  angoli  acnti  di  triangoli  rettangoli,  6minore  di  due  retti. 
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chelaperpeudicolare  d  unica,  che  cio^  ogni  altraretta, 
che  passa  per  il  punto  dato  e  incontra  la  retta  data;  i 
obliqua  a  questa  retta,  fa  con  qaesta  angoli  disuguali. 

II  segmento  della  perpendicolare  snaccennata; 
compreso  tra  il  punto  e  la  retta^  si  snol  chiamare,  sen- 
z'altro;  la  perpendicolare  tirata  dal  punto  alia  retta] 
e  r  estremita,  che  il  segmento  ha  snlla  retta,  h  detto 
il  piede  della  perpendicolare. 

Cos!  per  obliqua  condotta  da  un  punto  a  una  retta 
s'intende  qael  segmento  di  una  obliqua,  che  6  com- 
preso tra  il  punto  e  la  retta. 

tS9.  II  segmento,  compreso  tra  il  piede  della 
perpendicolare  e  quelle  di  una  obliqua,  condotte  da 
uno  stesso  punto  a  una  medesima  retta;  si  dice  proie- 
zione  delV  obliqua  sulla  retta. 

i50.  E  piu  generalmente  s'  intende  per  proie- 
zione  di  un  segmento  dato  sopra  una  retta  data  il  seg- 
mento compreso  tra  i  piedi  delle  perpendicolari  ca- 
late  sulla  retta  dalle  estremita  del  segmento. 

ISO*  Teor.  La  perpendicolare,  tirata  da  un  punto 
a  una  retta,  i  minore  d'ogni  obliqua;  se  due  oblique 
hanno  proiezioni  eguali,  esse  sono  eguali;  se  hanno 
proiezioni  disuguali,  quella  che  ha  proiezione  mo- 
giore  i  maggiore. 

Dim*  Da  un  punto  0  siano  condotte  a  una  retta 
ABIb,  perpendicolare  OC  e  un'obliqua  qualsivoglia 
OD.  Poi  fatto  CE=CD, 
si  tiri  0  E.  Infine,  preso  un 
segmento  CH  >  CE,  si 
tiri  OH.  Si  deve  provare 
che  la  perpendicolare  0  C 

6  minore  deir obliqua  OD]  che  le  due  oblique  ODj 
OE  (che  hanno  proiezioni   eguali  C2),   CE)  sono 
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eguaK;  e  che  Tobliqua  OH  e  maggiore  deirobliqua 
OE,  perche  CH^  proiezione  della  prima,  i  maggiore 
di  CEj  che  e  la  proiezione  della  seconda. 

Per  la  prima  parte  del  teorema  basta  rammen- 
tare  che  in  oghi  triangolo  rettangolo  I'ipotenusa  & 
ma^ore  dei  cateti  [143] ; egli  e perci6  OC <0D, 

Per  la  seconda  parte,  considero  i  triangoli  OCDy 
0  CE.  Essendo  0  C  comune, 

CD  =  CE   e    D{C)0=0{C)E, 
6  anche  [149]  Oi>=0£. 

Per  provare  infine  che  e  0H>  O  JB,  dal  mag- 
gior  segmento  CH  si  tagli  la  parte  CD  eguale  al  mi- 
nore  (7jB,  e  si  tin  OD.  Le  due  oblique  OD,  OE^ 
come  quelle  che  hanno  proiezioni  eguali,  sono  eguali. 
Ed  ora  si  osservi  che  H{D)0,  come  estemo  del  trian- 
golo ODC^h  maggiore  deirinterno  opposto  D{C)0. 
E  poiche  questo  6.retto,  H{D)0  e  ottuso.  Ne  se- 
gue [143]  essere  0H>  OD. 

IM.  La  perpendicolare,  calata  da  un  punto  so- 
pra  una  retta,  si  dice  distanza  del  punto  dalla  retta. 

!•••  La  retta  perpendicolare  ad  un  segmento 
nel  punto  di  mezzo  si  dice  asse  del  segmento. 

ICS.Teor./Z  luogo  dei  punti  equidistanti  da  due 
punti  dati  i  Vasse  del  segmento  che  unisce  i  due  punti. 

IMni.  Siano  A  e  B  due  punti 
dati,  C  il  punto  di  mezzo  del  seg- 
mento AB,  e  DE  la,  retta  perpen- 
dicolare BidAB  nel  punto  C.  Si  deve 
provare  [86]  che  ogni  punto  della 
retta  D E  e  equidistante  da,  A  e  B; 
e  che  ogni  punto,  che  non  sia  suUa 
D JE,  ha  dai  punti  Ae  B  distanze  disuguali. 

Sulla  D  ^  si  prenda  ad  arbitrio  un  punto  F^  e  lo 
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si  unisca  con  A  e  con  B,  Le  due  oblique  FA^  FB^ 
perche  hanno  proiezioni eguali  AC^CB,  sono  eguali. 

Qra  si  prenda  ad  arbitrio  un  punto  H  fuori  della 
retta  DE,  e  lo  si  unisca  coi  punti  A,  B  e  C.  Si  os- 
servi  intanto  che,  essendo  H  fuori  della  DE,  la  retta 
CH non  pu6  coincidere  con  la  perpendicolare  BE, 
epper6  essa  fa  con  la  ^IjB  angoli  disuguali.  Cos!  i 
due  triangoli  HCAj  HCB  hanno  CH  in  comune, 
AC^  CBj  ma  Tangolo  compreso  disuguale;  quin- 
di  [150]  i  lati  HA,  HB  sono  disuguali  (*). 

In  conchiusione  iutti  e  unicamente  i  punti,  che 
giacciono  suUa  D  E,  hanno  la  proprieta  di  aver  di- 
stanze  uguali  dai  due  punti  Ae  B. 

i«4«  Teor.  II  luogo  dei  punti  equidisfanti  da  due 
rette  che  si  tagliano  i  compoato  dalle  bisettrici  degli 
angoli  formati  dalle  rette  stesse. 

Dliii.  Siano  le  rette  AB,  CD,  che  si  tagliano 
nel  punto  E. 

1°.  Preso  un  punto  sopra 
una  delle  bisettrici  degli  angoli 
formati  dalle  rette  date,  ad  es. 
il  punto  F,  da  questo  punto  si 
tirino  le  FH,  FK  perpendico- 
larmente  alle  rette  date,  e  si 
considerino  i  triangoli  EFH, 
EFK.  Poiche  in  essi  il  lato 
EF  h  comune,  gli  angoli  in  H 
e  K  sono  retti,  e  per  ipotesi  e  F{E)H^  K{E)F, 
e  anche  [154]  FH  =  FK. 

(*)  Questa  dimostrazione  non  vale  quando  il  punto  JTsia 
preso  salla  AB]  ma  in  questo  caso  le  sue  distanze  da.  Ae  B 
sono  disuguali,  perch6  non  vi  h  [122]  che  un  punto  solo  (il 
punto  C)  che  dimezzi  il  segment o  AB, 
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2^.  Si  prenda  ora  ad  arbitrio,  faori  delle  biset- 
trici,  un  punto  Z,  e  si  tirino  le  LM,  LN perpendico* 
lari  alle  rette  date,  e  si  nnisca  L  con  E  (*).  Osser- 
vando  i  due  triangoli  rettangoli  LEMj  LENj  m, 
vede  che,  poich&  haxmo  Tipotenusa  in  comune,  se 
avessero  egnali  i  cateti  LM^LNj  sarebbero  egaa- 
li[155]  gli  angoli  MEL^  LEN^e  ci6  contro  Tipotesi 
che  L  non  sia  su  alcana  delle  bisettrici.  Le  distanze 
LMj  LN sono  dunque  disnguali ;  e  cosi  resta  dimo- 
strato  che,  ecc.  (**). 

tutkm  Omm,  Si  noti  che  le  bisettrici,  a  due  a  duOi 
sono  per  diritto.  Infatti,  ad  es.,  i  due  angoli  QEG^ 
PEDj  perchS  meta  di  angoli  eguali,  sono  egaali;  ep- 
pero,  essendo  EC  ei  ED  per  diritto,  sono  per  di- 
ritto [130]  anche  i  raggi  EQedEP' 

Poligoni. 

Me.  Dati  in  nn  certo  ordine  n  punti  A^,  A^^ 
A3,...  A  n-\j  An  J  talmente  che  tre  consecntivi  qna- 
Innqne  (*'**)  non  siano  in  una  stessa  retta,  unendo 
mediante  nn  segmento  ciascnn  pnnto  col  seguentee 
Taltimo  punto  col  primo,  si  forma  una  figura  che  si 
chiama  poUgono. 

I  punti  dati  si  dicono  i  vertici  del  poligono;  i  seg- 
menti  sopra  indicati  si  dicono  i  liM. 

(*)  La  dimostrazione  non  vale  per  il  caso  in  cni  il  punto 
L  (diverse  da  E)  appartenga  ad  una  delle  dne  rette  date. 
Ma  per  questo  caso  il  teorema  6  vero  manifestamente. 

(**)  Se  ModN  coincidesse  con  Ej  le  distanze  sarebbero 
disugnali,  perch^  una  sarebbe  perpendicolare  e  I'altra  obliqua 
ad  una  delle  rette  date.  [160]. 

(**»)  Consideriamo  come  consecntivi  anche  i  tre  A  »  _  1 , 

An,  Aij  ed i  tre  Anj  Ai,  At. 

5 
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Unpoligono  si  indicanominandosuccesaivamente 
i  vertici  nelPordine  in  cui  sono  dati  o  nelUordine 
inverso.  Si  puo  anche  cominciare  da  un  vertice  qua- 
Innque ;  in  tal  caso  I'ultimo  ed  il  primo  si  considerano 
oome  due  vertici  consecutivi. 

Se  ci  sono  lati,  i  quali  abbiano  comune  un  punto 
che  non  sia  iin  vertice,  il  poligono  si  chiama  intrec- 
ciato.  Noi  escludiamo  poligoni  cosi  fatti  dalle  nostre 
considerazioni.- 

Se  tutti  i  vertici  e  quindi  anche  tutti  i  lati  di  un 
poligono  giacciono  in  uno  stesso  piano,  il  poligono  si 
dice  piano ;  altrimenti  h  gobbo. 

Un  poligono  piano  si  dice  convesso  se,  rispetto 
allaretta  a  cui  appartiene  un  suo  lato  qualunque,  tutti 
gli  altri  lati  cadono  da  una  stessa  banda. 

Rammentiamo  che  nella  Planimetria  non  si  con- 
siderano altro  che  poligoni  piani ;  e  quando  diremo  di 
qufiJche  propriety  di  un  poligono  in  generale  inten- 
deremo  sempre  che  il  poligono  sia  convesso. 

Un  poligono  piano  h  una  linea  chitMa^  dalla  quale 
il  piano  resta  divisa  in  due  parti.  La  parte  finita  si 
dice  superficie  del  poligono;  ed  ogni  suo  punto  (che 
non  sia  per6  su  nessun  lato )  si  dice  inferno  al  poli- 
gono ;  qualunque  punto  dell'altra  parte  si  dice  esierno 
al  poligono. 

Spesso  la  superficie  di  un  poligono  si  accenna  di- 
cendola  semplicemente  poligono^  senz'altro. 

La  linea  formata  dai  lati  di  un  poligono  si  dice 
contorno  del  poligono ;  ed  il  segmento,  che  si  ottiene 
sommando  i  lati  di  un  poligono,  si  dice  perimetro  del 
poligono. 

In  un  poligono  convesso,  gli  angoli  convessi,  for- 
mati  ciascuno  da  due  lati  consecutivi  del  poligono,  si 
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dicono,  senz'  altro,  gli  angoli  del  poligono.  Gli  adia- 
centi  degli  angoli  di  un  poligono  si  dicono  angoli 
esiemi  del  poligono. 

Ciascun  angolo  di  un  poligono  si  dice  compreso 
dai  lati  che  lo  formano,  e  adiacente  a  ciascuno  di 
qnesti  lati. 

Qnanti  sono  i  vertici  di  un  poligono,  tanti  sono  i 
lati^  tanti  gli  angoli. 

Secondo  che  il  numero  dei  lati  6  3,  4,  5,  6, . . . 
8, . . .  10, . . .  12  . . .  15  . . . ,  il  poligono  si  dice  trian- 
golOy  quadrangolo,  pentagono,  esagono, . . .  ottagonOj . . . 
decagonOj . . .  dodecagono, .  .  .  pentedecagono  • . . 

TTn  poligono,  che  abbia  tutti  i  lati  eguali  tra 
loro,  si  dice  equilatero ;  se  ha  tutti  gli  angoli  eguali 
tra  loro,  si  dice  equiangolo ;  injSne,  se  ha  ad  un  tempo 
tutti  i  lati  eguali  e  tutti  gli  angoli  eguali,  il  poligono 
si  dice  regolare. 

fl*9«  Sopprimendo  un  lato  di  un  poligono,  resta 
una  linea  che  si  dice  spezzata.  Le  estremit^  del  lato 
soppresso  si  dicono  estremith  della  spezzata;  ma  si 
possono  dire  anch'  esse  vertici  della  spezzata.  AUora 
in  nna  spezaata  il  numero  dei  vertici  h  di  una  unita 
maggiore  del  numero  dei  lati.  Del  resto  una  spezzata 
pii6  essere  piana  o  gobba,  intrecciata  o  no,  convessa 
o  non  convessa. 

^•9.  Qualunque  segmento,  che  abbia  le  sue  estre- 
mit4  sul  contorno  di  una  figura,  e  non  giaccia  intera- 
mente  sul  contorno  di  essa,  si  dice  corda  della  figura. 
In  un  poligono  una  corda,  che  abbia  le  sue  estre- 
mita  in  due  vertici  non  successivi,  si  dice  diagonale 
del  poligono. 

!•••  Anticipiamo  la  spiegazione  di  alcune  altre 
denominazioni,  affine  di  poteme  far  uso  negli  esercisd. 
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In  an  triangolo  la  corda,  che  unisce  un  vertice 
col  punto  di  mezzo  del  lato  opposto,  si  dice  mediana^ 
corrispondente  a  quel  vertice  o  a  quel  lato.  In  ogni 
triangolo  ci  sono  tre  mediane. 

In  nn  triangolo  la  corda,  che  dimezza  on  angolo, 
si  chiama  hisettrice,  corrispondente  a  quell'  angolo,  o 
al  lato  oppostO;  sul  quale  finisce.  In  ogni  triangolo  vi 
sono  tre  bisettrici. 

In  ogni  triangolo  la  perpendicolare,  tirata  da  un 
vertice  sul  lato  opposto  (distanza  di  quel  vertice  da 
quel  lato)  si  dice   altezza  del  triangolo,   corrispon- 
dente a  quel  vertice,  o  a  quel  lato.  In  ogni  triangolo , 
vi  sono  tre  altezze. 

Per  brevity  talvolta,  si  accenna  un  angolo  di  un 
triangolo  con  la  sola  lettera  maiuscola^  che  indica  il 
vertice;  e  il  lato  opposto  con  la  stessa  lettera  mt- 
nuscola. 

Dinoteremo,  rispettivamente,  la  mediana,  la  bi- 
settrice  e  1'  altezza  uscenti  dal  vertice  A  ( corrispon- 
denti  al  lato  a)  coi  simboli  wi^,  &«,  AaJ  ©  <^^^  P  il 
perimetro. 

Talvolta  in  un  triangolo  isoscele  si  dice  vertice, 
semplicemente,  il  vertice  opposto  alia  base  (6).  E 
per  lato  (Z),  senz'altro,  si  deve  intendere  uno  dei 
lati  eguali. 

Due  punti  si  dicono  simmetrici  rispetto  all'as- 
se  [162]  del  segmento  che  li  unisce. 

190*  Tear.  Una  reita  non  pud  avere  in  comune 
col  contorno  di  un  poligono  convessopitl  di  due  punti. 

Dim.  Infatti,  se  la  retta  avesse  in  comune  col 
contorno  un  terzo  punto,  uno  dei  tre  punti  cadrebbe 
necessariamente  tra  gli  altri  due,  e  allora  la  retta 
a  cui  appartiene  il  lato  che  passa  per  quel  punto 
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lascerebbe  gli  altri  due  punti  da  bande  opposte ;  e 
cio  contro  V  ipotesi  che  il  poligono  sia  convesso. 

i9i«  Teor.  Ciascun  lata  di  un  poligono  qualun" 
que  i  minor e  delta  somma  di  tuUi  gli  altri, 

Dim.   Sia  tin  poligono  qualnnque  ABODE, 
Dico  che  nno  qnalunque  dei  lati,  ad  es.  il  lato  ABy 

h  minore  della  somma  di  tutti 
gli  altri.  Perci&  unisco  il  vertice 
A  con  tutti  gli  altri  vertici  del 
poligono,  ed  osservo  che,  essen- 
do  [144J  nel  triangolo  ABC^ 
AB  <  jBC  +  AC,  e  nel  trian- 
golo 4  Ci),  .i  (7  <  CD^AD, 
%g^k>AB<BC+CD'\'AD.  Infine,  essendo  nel 
triangolo -4 2> J5,  AD  <  DE  -f-  EAy  abbiamo: 
AB  <BC+CD  +  DE  +  EA. 
199.  Cer.  H  perimetro  d' una  spezzata  ^  mag- 
giore  del  segmento  che  ne  unisce  le  estremita, 

198.  Teor.  Un  raggio,  uscente  da  unpunto  interno 
ad  un  poligono,  incontra  il  contorno  del  poligono. 

Dim.  Infatti,  unendo  quel  punto  con  tutti  i  vertici 
del  poligono,  si  trova  che  quel  raggio  in  uno  dei  trian- 
goli  risultanti  incontra  [61]  il  lato  opposto  al  vertice 
ond'esce,  e  quel  lato  6  parte  del  contorno  del  poligono. 
194*  In  un  piano  un  poligono  si  dice  inviluppato 
da  un  altro  poligono,  se  esso  e  una  parte  di  questo 
poligono  ( o  in  altre  parole,  se  nessun  punto  del  con- 
torno del  primo  poligono  e  esterno  al  secondo ). 

Mo.  Teor.  11  perimetro  di  un  poligono  convesso 
i  minore  del  perimetro  di  qualunque  altro  poligono 
che  lo  inviluppi. 

Dim.  Sia  il  poligono  convesso  ABCDEF,  e 
A  HKL  MNOxm  altro  poligono  che  lo  inviluppa.  Vo- 
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glio  provare  che  il  perimetro  del  primo  e  miaore  del 
perimetro  del  secondo. 

A  tal  fine,  perche  i  vertici  D  edF  del  primo  po- 
ligono  cadono  nell' interno  del  secondo,  prolungo  CD 
ed  ^jPfino  ad  incontrare  in  P  e  Q  il  contorno  del- 
Tin  viluppante.  Ed  ora,  essendo  [144]: 

DP-{^PE>  DE,  ed  FQ  +  QA>  FA, 
il  perimetro  del  poligono  ABCPEQ  e  maggiore  del 
perimetro  del  poligono  ABCDEF.'E  perch6  la  spez- 
zata  C KLMP  h  maggiore  del 
segmento  CP  col  quale  ha  in 
comune  le  estremiti,  e  la  spez- 
zata  ENOQe  maggiore  di  E  Q, 
ed  6  AH+  HB>AB,  il  peri- 
metro del  poligono  A  HKL  MNO 
6  maggiore  del  perimetro  del 
poligono  ABC PEQ.  Per  conseguenza  il  perimetro 
del  poligono  A  HKLMNO  6  maggiore  del  perimetro 
del  poligono  ABCDEF. 

V%%m  Cor.  t^.Se  duepoUgoni,  uno  dei  quali  invi^ 
luppa  Valtro,  hanno  parte  del  contorno  in  comune,  il 
teorema  precedente  ha  luogo  anche  prescindendo  dalla 
parte  del  contorno  che  i  comune. 

199.  Cor.  %^.  La  aomma  dei  segmenti,  che  unt- 
scono  un  punio  preso  nelV  interno  di  un  triangolo  con 
le  estremita  d'  un  lato,  i  minore  della  somma  degli 
altri  due  lati.  [176]. 

OS*  Teor.  Se  in  due  poligoni  d'egual  numero  di 
latij  prescindendo  da  un  lato  e  dagli  angoli  ad  esso 
adiacenti,  sui  quali  non  si  fa  nessuna  ipotesi,  tutti  i 
lati  e  gli  angoli  sono  ordinatamente  uguali,  anche  qu^ 
lato  e  quegli  angoli  sono  rispettivamente  uguali,  ed 
anche  i  poligoni  sono  eguali. 
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Dim.  Kei  poligoni  d'egual  numero  ^leAi  ABCDE^ 
FHKL  Jf ,  prescindendo  dai  lati  A  E,  FM  e  dagli  an- 

goli  ad  essi  adia- 

E 

^^^^      M 

P 


cent!  (sni  quali 
non  si  fa  nessuna 
ipotesi),  i  lati  e 
gli  angoli  siano 
ordinatamen- 
te  (*)  nguali. 
Sovrapponia- 


B 


H 


K 


mo  Tangolo  B  all* angolo  H  in  modo  che  il  lato  B  A 
cada  sul  raggio  HF.  Essendo  BA  ^  HF,  11  punto 
A  cadri  in  F.  Essendo  A{B)C  =  F(H)K,  il 
lato  BC  cadri  sul  raggio  HK.  Essendo  BC^  HK^ 
il  punto  C  cadr&  in  K.  Cosi,  continuando,  si  trova  che 
i  poligoni  coincidono  compiutamente ;  epper6  resta 
provato  che,  ecc. 


(*)  Dicendo  che  i  lati  e  gli  angoli  dei  poligoni  sono  ordi- 
natamenie  uguali,  s*  intende  dire  che  due  element!  uguali  sono 
similmente  disposti,  rispetto  a  due  altri  egaali,  dimodoch^  due 
lati  consecutivi  qualnnque  d'un  poligono  sono  rispettivamento 
ngaali  a  dae  consecntiyi  delPaltro  e  sono  eguali  gli  angoli 
Gompresi. 

Dae  poligoni  d'egual  numero  di  lati  potrebhero  avere 
tutti  gli  element!  rispettivamente  uguali  e  non  essere  uguali. 
Ad  es.,  se  nel  poligono  ABCDE^  tirata  la  diagonale  ^D,  sia 
D{A)B^C{D)A^  ribaltando  il  poligono  ABCD'm  modo 
che  si  scambino  di  posto  i  yertici  ii  e  D,  si  ottiene  un  poligono 
che  ha  tutti  gli  stessi  lati  ed  angoli  del  primitiyo  e  che  non  h 
tig:aale  (in  generale)  al  primitiyo. 
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EsercuEl. 

(AvT*  I  nomeri,  che  sono  scritti  in  fine  di  taloni  esercizi, 

accennano  le  proposizioni  del  testo  suUe  qnali  principalmente 

si  fonda  (od  almeno  si  pa6  fondare)  la  dimostrazione  del  teo- 

rema,  o  la  risolnzione  del  problema.  Ma  quando  i  detti  nameri 

Bono  in  qnel  carattere  stesso,  che  si  6  usato  per  numerare  gli 

esercizt,  in  tal  case  I'accenno  si  riferisce  a  precedente  eserci- 

sio.  Qnando  i  nmneri  sono  piii  d'ono,  essi  accennano  le  pro- 

jposizioni  ausiliarie  in  qnelPordine  in  cni  esse  occorrono). 

I.  Se  due  rette,  che  dividono  due  angoli  adiacenti,  sono  per- 

pendicolari  tra  loro,  e  una  dimezza  nno  degli  angoli,  1*  al- 

tra  h  anch'  essa  la  bisettrice  dell'  altro  angolo.  —  Se  le  bi- 

settrici  di  dne  angoli  consecutivi  sono  perpendicolari  tra 

loro,  i  lati  non  comuni  del  dne  angoli  sono  per  diritto. 

2.  Se  degli  angoli,  formati  da  quattro  raggi  uscenti  da  uno 
stesso  pnnto,  il  primo  h  uguale  al  terzo  e  il  secondo  al 
qnarto,  i  qnattro  raggi  formano  due  rette.  Se  dei  qnattro 
angoli  sopra  accennati  il  primo  ^  uguale  al  terzo,  le  bi* 
settrici  degli  altri  due  sono  per  diritto.  [128]. 

3.  Se  le  diagonali  di  un  quadrangolo  si  dimezzano  scambie- 
Yolmente,  il  quadrangolo  ha  i  lati  opposti  eguali  e  gli  an- 
goli opposti  eguali. 

4.  Se  un  quadrangolo  ha  i  lati  opposti  eguali,  anche  gli  an- 
goli opposti  sono  eguali,  e  le  diagonali  si  dimezzano  scam- 
bievolmeute. 

6.  Se  le  diagonali  di  un  quadrangolo  si  dimezzano  scam- 
bievolmente  e  sono  eguali,  il  quadrangolo  h  equiango- 
lo.  —  Se  le  diagonali  si  dimezzano  scambievolmente  e 
SODO  perpendicolari  tra  loro,  il  quadrangolo  h  equilatero. 

6.  Se  le  diagonali  di  un  quadrangolo  sono  eguali  e  si  dimez- 
zano scambievolmente  ad  angoli  retti,  il  quadrangolo  h 
regolare. 

7.  In  un  triangolo  il  piede  di  una  altezza  si  trova  sul  lato 
Bul  quale  ^  calata,  o  sul  prolungamento  di  questo  lato,  se- 
condo che  ambidue  gli  angoli  adiacenti  al  lato  sono 
acuti,  oppure  uno  k  acuto  e  Taltro  ottuso.  (Dal  teor.  182, 
indirettamente  ). 
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8.  L*angolo,  compreso  dai  seginenti  tirati  alle  estremit^  di 
on  lato  di  on  triangolo  da  on  panto  preso  nell'intemo  del 
tnangolo,  6  maggiore  dell'angolo  compreso  dagli  altri 
due  lati  del  triangolo.  (Si  prolonghi . . .  [ld2J). 

9.  8e  nn  poligono  ha  i  vertici  in  on  cercbio  (cioi  ^  iseritto 
in  nn  cerchio)  ed  ^  eqnilatero,  esso  ^  anche  eqniangolo. 

10.  Iscrivere  in  nn  cerchio  dato  un  poligono  regolare  di  8,  o 
dil6,  odi921ati... 

11.  Se  on  qnadrangolo  h  iscritto  in  on  cerchio,  J  a  somma  di  due 
angoli  opposti  ^  nguale  alia  somma  degli  altri  due.  [106]. 

12.  Secondo  che  una  mediana  &  maggiore,  nguale,  o  minore 
della  met&  del  lato  a  cui  ^  condotta,  1'  angolo  opposto  a 
questo  lato  h  minore,  nguale,  o  maggiore  della  somma 
degU  altri  due.  E  reciprocamente.  [140, 106]. 

13.  Due  pun  ti  ^,  ^sono  situati  da  una  stessa  banda  di  una 
retta  CD;  e  la  retta  A  B  incontra  la  C2>  in  E>  Si  dimostri 
ohe  la  differenza  delle  distanze  del  punto  E  dai  punti 
AfB  h  maggiore  della  difTerenza  delle  distanze  di  qualsivo- 
glia  altro  punto  della  CD  dai  medesimi  punti  AeB.  [145]. 

14.  IHmostrare  Teguaglianza  di  due  triangoli  che  hanno  i 
lati  rispettivamente  uguali,  e  ci6  fondandosi  unicamente 
sui  teoremi  106  e  106.  ( Si  dispongano  i  due  triangoli  cosi 
che  abbiano  un  lato  in  comune  e  cadano  da  bande  oppo* 
ste  di  qnesto  lato.  Bisogna  poi  unire  i  vertici  opposti  al 
lato  comtme,  e  distinguere  tre  casi). 

15.  Se  due  triangoli  hanno  un  lato  e  le  altezze  corrispondenti 
agli  altri  due  lati  rispettivamente  uguaU,  essi  sono  eguali. 

16.  Se  due  triangoli  isosceli  hanno  gli  angoli  alia  base  rispet- 
tivamente uguali,  ed  eguali  le  altezze  corrispondenti  alle 
basi,  o  quelle  corrispondenti  ai  lati  eguali,  essi  sono 
eguali. 

17.  Se  due  triangoli  isosceli  hanno  Pangolo  al  vertice  e  la  me- 
diana uscente  dai  vertice  rispettivamente  uguali,  essi 
sono  eguali. 

18.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  e  1' angolo  opposto  a  uno 
di  qnesti  rispettivamente  uguali,  gli  angoli  opposti  al- 
I'altro  lato  o  sono  eguali,  o  sono  supplementari.  (Me- 
diante  sovrappoeizione ). 

19.  Dimostrare,  indipendentemente  dai  teor.  144,  che  ciascun 
lato  di  nn  triangolo  ^  maggiore  della  difPerenza  tra  gli 
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altri  due.  (Dal  maggiore  dei  due  lati  si  taglia  nna  parte 
uguale  alPaltro;  ecc,  [138, 126, 142]). 

20.  Be  due  triangoli  ABC,  DEF  hanno  egoali  i  lati  BC, 
EF  ed  eguali  gli  angoli  opposti,  e  V  angolo  iaB  h  mag- 
giore delFangolo  in  E,  I' angolo  in  C^  minore  di  qnello 
in  F,  (Mediante  sovrapposizione,  e  provando  cbe  il  ver- 
tice  A  non  pu6  cadere  dentro  del  triangolo  DEF.  [8,182]). 

21.  Se  in  due  poligoni  d'egual  namero  di  lati,  prescindendo  da 
un  angolo  e  dai  lati  cbe  lo  comprendono,  sni  qnalinon 
si  fa  nessuna  ipotesi,  i  lati  e  gli  angoli  sono  ordinata- 
mente  uguali,  ancbe  quell'  angolo  e  qnei  lati  sono  rispet- 
tivamente  uguali.  ( Si  uniscano  tra  loro,  in  ciascuno  dei 
poligoni,  i  vertici  attigui  a  quelle  delP  angolo  di  cui  si 
vuol  provare  r  eguaglianza.  Cosi  si  pn6  trar  profitto  dal 
teorema  178). 

22.  Se  in  due  poligoni  d'  egual  numero  di  lati,  prescindendo  da 
tre  angoli  consecutivi,  sui  quali  non  si  fa  nessuna  ipotesi, 
i  lati  e  gli  angoli  sono  ordinatamente  uguali,  anche  quei 
tre  angoli  sono  rispettivamente  uguali.  (Si  uniscano  tra 
loro,  in  ciascuno  dei  poligoni,  i  vertici  del  primo  e  del 
terzo  dei  tre  angoli.  [178, 154]). 

23.  Se  si  unisce  un  punto  qualunque  O  con  tutti  i  vertici  di  un 
poligono,  e  si  prolunga  ciascun  segmento  dalla  parte  del 
punto  0  di  una  parte  uguale  a  se  stesso,  e  si  uniscono  poi 
ordinatamente  le  estremitii  dei  prolungamenti,  si  ottiene 
un  poligono  eguale  al  primitive. 

24.  Se  da  due  punti  partono  dei  segmenti  uguali,  ciascuno  a 
ciascuno,  e  formanti,  ciascuno  col  seguente,  angoli  ordi- 
natamente uguali,  e  si  uniscano  ordinatamente  da  una 
parte  e  dalP  altra  le  estremit^  di  quei  segmenti,  si  otten- 
gono  due  poligoni  egualL 

25.  Se  si  hanno  due  poligoni  eguali,  e  divisi  ad  arbitrio  ilati  di 
un  poligono,  ciascuno  in  due  parti,  si  tagliano  nello  stesso 
mode  i  lati  dell*  altro  poligono,  e  si  unisce  in  ciascuno  dei 
poligoni  ciascuno  dei  punti  di  divisione  con  quello  cbe  di- 
vide il  lato  seguente,  si  ottengono  due  poligoni  eguali.  (II 
teorema  vale  ancbe  se  uno  o  pid  lati  vengono  divisi  in  tre 
parti;  e  se  su  qualcbe  lato  non  si  fa  caderenessun  vertioe 
del  nuovo  poligono ;  e  ancbe  se  si  fa  cader  qualcbe  vertioe 
del  poligono  iscritto  in  un  vertice  del  poligono  date). 
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26.  Se  sni  lati  di  nn  poligono  regolare  si  prendono,  partendo 
dai  vertici,  del  segmenti  tatti  egaali  tra  loro,  e  1'  e6tremit& 
di  ciaacnn  segmento  si  nnisce  con  quella  del  segmento 
sossegnente,  si  ottiene  nn  poligono  regolare. 

27.  Se  nn  poligono  regolare  ha  piii  di  qnattro  lati,  e  si  nni- 
scono  a  dne  a  dne  i  vertici  che  sono  separati  da  un  solo 
yertice,  si  ottengono  rette,  che  intersecandosi  formano 
nn  nnovo  poligono  regolare. 

28.  Se  nna  spezzata  a  zig-zag  ha  lati  egnali  ed  angoli  eguali, 
i  pnnti  di  mezzo  dei  lati  sono  in  linea  retta.  [ISO]. 

29.  Dne  rette  perpendicolari  a  nna  terza  non  hanno  nessun 
pnnto  in  comune.  ( Se  si  incontrassero,  allora  si  ayrebbe 
esempio  di  nn  triangolo...  [1S3]). 

30.  Se  dne  rette  fanno  con  una  terza  angoli  altemi  (*)  eguali, 
od  angoli  corriapondenti  eguali,  esse  non  hanno  nessun 
panto  in  comune.  (Dal  punto  medio  di  quel  segmento 
della  terza  retta,  che  ^  compreso  tra  le  due  prime,  si  oa- 
lino  le  perpendicolari  su  queste  dne  rette.  Provando  [ISOJ 
che  le  due  perpendicolari  sono  per  diritto,  si  riduce  la 
qnestione  all^esercizio  precedente.  Per  la  seconda  parte 
dell'esercizio  basta  poi  ricorrere  al  teor.  129). 

3 1.  Se  ciascuna  di  due  rette  taglia  i  lati  di  un  angolo  in  punti 
eqnidistanti  dal  vertice,  le  due  rette  non  possono  incon- 
trarsi.  (Si  dimezzi  1'  angolo.  [29J). 

32.  Se  si  prolunga,  di  Ik  dal  vertice,  uno  dei  lati  eguali  di  un 
triangolo  isoscele,  e  si  dimezza  T  angolo  esterno  risul- 
tante,  la  bisettrice  non  pn6  incontrare  la  retta  a  cui  ap- 
partiene  la  base  del  triangolo.  (Si  dimezzi  anche  V  angolo 
al  vertice.  [29]). 

33.  Qaalunque  retta  perpendicolare  alia  I  isettrice  deir  angolo 
al  vertice  di  un  triangolo  isoscele  (in  un  punto  preso  nel- 
r interne  del  triangolo)  taglia  i  due  lati  eguali  in  due 
pnnti  eqnidistanti  dalla  base  del  triangolo.  [29, 57]. 

34.  Ciascnn  lato  di  un  triangolo  ^  minore  del  semiperimetro 
del  triangolo.  [144]. 

35.  La  somma  dei  segmenti  tirati  ai  vertici  di  nn  triangolo 
da  nn  pnnto  situate  nell*  interne  del  triangolo  ^  minore 


(*}  n  signiflcato  delle  parole  alterno  e  eorritpondenU  h  dichiarato  a  I 
S.  240. 
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del  perimetro  del  triangolo,  ma  maggiore  del  semiperi- 
metro.  [177, 144]. 

36.  La  somma  delle  diagonali  di  nn  quadrangolo  6  minore  del 
perimetro  e  maggiore  del  semiperimetro  del  qaadrangolo. 

37.  La  somma  delle  altezze  di  un  triangolo  ^  minore  del  peri- 
metro del  triangolo. 

38.  Se  da  an  punto  Mdinn  la  to  di  un  angolo  acnto  si  cala  la 
perpendicolare  MN  snir  altro  lato,  poi  da  N  la  NP  per- 
pendicolare  sul  primo  lato,  e  da  P  nnovamente  la  perpen- 
dicolare ecc.  e  cosi  via  indefinitamente,  un  punto,  che 
percorra  la  spezzata  Jkf^P...,  siawicina  sempre  piii  al 
vertice,  senza  poter  mai  arrivarvi.  [160]. 

39.  Se  due  punti  si  muovono  sui  lati  di  un  angolo  retto  od  ot- 
tuso,  allontanandosi  dal  vertice,  la  loro  distanza  diventa 
sempre  piu  grande.  Pa6  accadere  il  •contrario,  se  V  angolo 
6  acuto. 

40.  Tirare  tra  i  lati  di  un  angolo  dato  un  segmento  in  mode 
che  siadimezzato  da  una  data  corda  delP  angolo.  ( 109, 118]. 

4 1 .  Se  in  un  triangolo  isoscele  per  le  estremit^  della  base  si 
tirano  due  rette  che  si  seghino  in  un  punto  della  mediana 
corrispondente  alia  base,  queste  due  rette  incontrano  i 
lati  eguali  in  due  punti  ^che  sono  equidistanti  dalla  base 
del  triangolo. 

42.  Se  pid  segmenti  posti  sopra  una  stessa  retta  ed  aventi  il 
punto  di  mezzo  in  comune  sono  basi  di  triangoli  isosceli, 
i  vertici  di  codesti  triangoli,  che  sono  op  posti  alle  basi,  si 
trorano  sopra  una  stessa  retta. 

43.  Se  sopra  i  lati  di  un  angolo  si  prendono,  partendo  dal 
vertice,  due  segmenti  eguali  AB,  AC^e  consecutivamente 
altri  due  segmenti  eguali  BDyCE,e  tirati  i  segmenti  CD^ 
BE,  si  unisce,  il  loro  punto  d' intersezione  col  vertice  del- 
1' angolo  dato,  1' angolo  viene  cosi  diviso  per  met&. 

44.  In  un  triangolo  isoscele  le  mediane  s'  incontrano  in  nno 
stesso  punto.  [43]. 

45.  Se,  diviso  in  due  ad  arbitrio  un  lato  di  un  triangolo  equi- 
latero,  si  tagliano  nello  stesso  modo  gli  altri  lati,  e  ci»- 
scun  punto  di  divisions  si  unisce  col  vertice  opposto,  si 
ottengono  tre  rette,  che,  intersecandosi,  formano  un  trian- 
golo equilatero. 

46.  Si&ABCD  un  quadrangolo  regolare.  Sui  lati  AB^  BC^ 
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CDf  DA  dprendano  quattro  segmenti  egnali  AE,  BF, 
CH,  DK,  e  si  tirino  le  rette  AH,  BK,  CE,  DF.  Queste, 
incontrandosi,  formano  nn  qaadrangolo  regolare. 

47.  So  la  bisettrice  di  nn  angolo  di  an  triangolo  dimezza  il 
lato  opposto,  i  lati  dell'  angolo  dimezzato  sono  eg^oali.  ( Si 
prolnnghi  la  bisetfcrice  di  \k  dal  lato  dimezzato  di  un  seg- 
mento  ngnale  alia  bisettrice.  [141])* 

48.  Le  bisettrici  degli  angoU  di  un  triangolo  s'incontrano  in 
nno  stesAo  panto.  (  Tirate  due  bisettrici,  si  prova  che  il 
panto  d'incontro  ^  eqnidistante  dai  lati  del  triangolo.  Si 
onisce  qaesto  panto  col  terzo  vertice,  e  si  prova  cbe 
qnesta  retta  k  la  terza  bisettrice). 

49.  Dimezzare  on  angolo  dato  senza  adoperare  il  vertice  del- 
1' angolo.  (Si  tirino  dae  secanti  ...  £  ana  applicazione  del 
precedenteesercizio). 

50.  Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  triangolo  eqaUatero  for- 
mano nel  panto  d'  incontro  tre  angoli  eguali. 

51.  Iscrivere  in  an  cerchio  dato  an  triangolo  equilatero,  e  an 
esagono  regolare.  (Preso  an  triangolo  eqailatero  qualun- 
que,  se  ne  dimezzino  gli  angoli  [48],  poi  si  costruiscano 
nel  centro  del  cerchio  angoli  eguali  a  quelli  compresi  dalle 
bisettrici). 

52.  Dividere  an  angolo  retto  in  tre  parti  eguali.  (Se  da  uno 
degli  angoli  compresi  dalle  bisettrici  di  an  triangolo  eqai- 
latero si  toglie  un  retto,  resta  an  angolo  che  6  an  terzo 
di  retto  ). 

53.  Se  per  le  estremit^  e  per  il  panto  di  mezzo  di  \m  seg- 
mento  si  tirano  tre  perpendicolari  al  segmento,  qua- 
lonque  panto  della  perpendicolare  intermedia  h  eqnidi- 
stante dalle  altre  due. 

54.  Se  due  punti  A,  B  sono  situati  da  una  stessa  ban  da  di 
una  retta  data,  ed  A',  B'  sono  i  punti  simmetrici  diA,B 
rispetto  alia  retta  stessa,  unendo  un  punto  0  qualunque  di 
codesta  retta  coi  quattro  punti,  si  ottengono  due  angoli 
AOB^A'O B\  che  sono  eguali. 

55.  Biferendosi  al  precedente  esercizio,  dimostrare  che  h 
AB  =  A*B*  ^  AB'  =  A'Bj  e  che  questi  due  ultimi  seg- 
menti si  segano  sulla  retta  data.  (Si  uniscano  i  punti  ^ 
ed  A'  con  quelle  in  cui  BB'  sega  la  retta). 

56.  Dimostrare  che,  se  siprendono  sui  due  segmenti  AB^A'Bt 
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indicati  nell*esercizio  54,  dae  segmenti  eguali  A  My  A'M', 
i  punti  M  ed  M'  sono  aimmetrici  rispetto  alia  retta  data. 

57.  Dimostrare  che  se  la  retta,  che  passa  per  i  pnnti  Ae  B, 
indicati  neU'esercizio  54,  incontra  la  retta  ivi  stesso  ac- 
cennata,  anche  la  retta  A'B'  passa  per  quel  punto. 

58.  Be  si  trovano  i  punti,  che  sono  simmetrici  ai  vertici  di  un 
poligono  rispetto  a  una  retta,  e  si  uniscono  questi  punti 
ordinatamente  tra  loro,  si  ottiene  un  poligono  egnale 
al  dato. 

59.  Due  punti  simmetrici  rispetto  a  una  retta  data  AB  sono 
equidistanti  da  una  retta  qualunque,  che  sia  perpendico- 
lare  ad  AB]  e  anche  i  piedi  delle  perpendicolari  sono 
simmetrici  rispetto  a  codesta  retta. 

60.  Costruire  col  solo  compasso  il  punto  che  ^  simmetrico  ad 
un  altro  rispetto  alia  retta  che  passa  per  due  altri  punti  <dati. 

6 1.  Come  si  pu6  riconoscere,  col  mezzo  del  solo  compasso,  se 
tre  punti  dati  sono  in  linea  retta?  (Si  costruiscano  due 
punti  simmetrici  rispetto  alia  retta,  che  passa  per  due  dei 
dati.  Ecc. ). 

62.  Come  si  pu6  riconoscere,  per  mezzo  del  solo  compasso, 
se  la  retta  che  passa  per  due  dati  punti  Ae  B  h  perpen- 
dicolare  alia  retta  che  passa  per  due  punti  dati  C e  D? 
( Si  trova  il  punto  E  simmetrico  ad  A  rispetto  alia  retta 
CJD;poi[6l]). 

j63.  Data  una  retta  e  due  punti  da  una  stessa  ban  da  di  essa, 
trovare  suUa  retta  un  punto  tale  che  i  segmenti,  che 
lo  uniscono  coi  punti  dati,  formino  con  la  retta  angoli 
eguali.  (Si  costruisce  il  punto,  che  con  uno  dei  dati  ^ 
simmetrico  rispetto  alia  retta  data). 

64.  Dimostrare  che  la  somma  dei  due  segmenti,  che  risol- 
vono  il  problema  precedente,  6  minore  della  somma  dei 
segmenti  tirati  dai  due  punti  a  qualsivoglia  altro  punto 
della  retta.  (Si  unisce  il  nuovo  punto  con  quello  sim- 
metrico a  uno  dei  dati,  che  si  &  trovato  per  risolvere  il 
problema.  [1^])- 

65.  XJaire  due  punti,  dati  fra  i  lati  di  un  angolo,  con  una 
spezzata  trilatera,  avente  i  vertici  sui  lati  dell' angolo 
dato,  e  tale  che  ciascun  lato  di  codesto  angolo  formi  an- 
goli  eguali  con  quel  lati  della  spezzata  che  lo  incontrano. 

66.  Dato  un  angolo  acuto  e  un  punto  A  fra  i  lati  dell' angolo, 
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ferovare  sn  qnesti  lati  due  puoti  B  e  C  tali  che  il  trian- 
golo  ^^Cabbia  il  minor  perimetro  posaibile.  (Si  costrui- 
Bcano  e  si  uniscano  tra  loro  i  punti  che  sono  simmetrici 
ad  A  rispetto  ai  lati  dell'angolo ). 

67.  In  un  triangolo  ciascuna  xnediana  ^  minore  della  semi- 
aomma  dei  due  lati  che  con  essa  concorrono  nello  stesso 
yertice.  (Bisogna  proliingare  la  mediana  d'an  segmento 
egnale  alia  mediana ).  La  somma  delle  mediane  6  minore 
del  perimetro  del  triangolo  ed  h  maggiore  dei  semi* 
perimetro. 

68.  Se  due  lati  di  nn  triangolo  sono  disngnali,  la  mediana, 
che  ha  con  essi  in  comnne  una  estremitl^  fa  col  lato  mag- 
giore angolo  minore.  (Si  prolonghi  la  mediana  d'nn  seg- 
mento ad  essa  egnale).  —  L'altezza  invece  fa  col  lato 
maggiore  angolo  maggiore. 

69.  Se  due  lati  di  nn  triangolo  sono  disugnali,  la  bisettrice 
dell'angolo  compreso  da  qnesti  lati  cade  tra  la  mediana  e 
l'altezza  ascenti  dallo  stesso  yertice.  (k  nna  conseguenza 
dell'esercizio  precedente). 

70.  Se  sopra  nna  retta,  e  consecntlvamente,  si  prendono  dei 
segmenti  ugnali,  in  numero  dispari,  e  solla  somma  di  qne- 
sti segmenti  si  costrnisce  ad  arbitrio  nn  triangolo  iso- 
Boele,  e  poi  si  unisce  il  vertice  coi  ponti  di  divisione  della 
base,  r  angolo  al  yertice  resta  diyiso  in  parti,  P  intermedia 
deUe  qnali  h  maggiore  deUe  rimanenti.  Qneste  sono  a  due 
a  due  ngoali;  e  tanto  pid  piccolo  quanto  piti  discoste  dal- 
r  intermedia.  [68]. 

7  L  La  bisettrice  di  nn  angolo  di  un  triangolo  taglia  il  lato 
opposto  in  parti  rispettiyamente  minor!  degli  altri  due 
lati.  [182, 142]. 

72.  In  un  triangolo  la  bisettrice  di  un  angolo  contenuto  da 
lati  disuguali,  taglia  il  terzo  lato  in  parti  disugnali ;  ed  ^ 
maggiore  la  parte  adiacente  al  lato  maggiore. 

73.  Ciascuna  delle  bisettrici  di  un  triangolo  resta  diyisa  dal 
punto  d'  incontro  delle  bisettrici  per  modo  che  la  parte,  che 
lia  nna  estremit^  nel  yertice  dell'angolo  dimezzato,  h  mag- 
^ore  dell'  altra.  (Conseguenza  dei  due  esercizi  precedenti). 

74*  Ogpu  mediana  b  maggiore  della  bisettrice  uscente  dalle 
stesso  yertice,  purchi  i  lati  che  contengono  1'  angolo  di- 
mezzato non  siano  eguali.  [69]. 
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75.  In  an  triangolo  ogni  bisettrice  &  minore  della  semisomma 
dei  lati  delP  angolo  dimezzato.  —  La  somma  delle  biset- 
trici  h  minore  del' perimetro  del  triangolo.  [74, 67]. 

76.  In  nn  triangolo  sn  lati  egaali  cadono  altezze  uguali;  e  sn 
lato  maggiore  cade  altezza  minore.  —  £  reciprocamente. 
(Bisogna  distinguere  piii  casi.  [140, 132]). 

77.  In  un  triangolo  a  lati  egaali  corrispondono  mediane 
agaali ;  a  lato  maggiore  corrisponde  mediana  minore.  —  £ 
reciprocamente.  (Se  &  AB^  AC^eDed  E  sono  i  panti 
di  mezzo y  si  consideri  dapprima  il  triangolo  ADE\\.4fi^ 
126].  Poi,  preso  sa  Z>iB  on  segmento  DF^EC,  si  con- 
frontino  [150]  i  triangoli  EDCy  EDF,  Besta  poi  a  pro- 
vare  essere  EB^  EF), 

78.  In  an  triangolo  a  lati  egaali  corrispondono  bisettrici 
egaali ;  a  maggior  lato  corrisponde  bisettrice  minore.  —  £ 
reciprocamente.  ( Caso  JP.  Sia  B  C  il  minore  dei  tre  lati.  Bi- 
sogna provare  che  AD  bisettrice  corrispondente  ^  mag- 
giore di  ciascana  delle  altre  dae,  ad  es.  di  BE  bisettrice 
di  A(B)a  Si  faccia  D'(A)B  =  A(B)D,  e  AD'  =  BD  e 
si  tiri  BD'.H  panto  P'  cade  necessariamente  |140]  faori 
del  triangolo.  e  BD'  taglia  AC,  poniamo  in  F,  Poich^  la 
met&  di  angolo  minore,  ^  minore,  il  raggio  B  D '  cade  nell'an- 
golo  ABE,  Se  poi  si  cala  da  £  la  jBPperpendicolare  sa 
A C,  qaesta, essendo  AB>  B(J^  cade  [69]  faori dlA{B)E. 
Qaindi  AD^=  BD' >  BF^  BE. Caso, 2\ Si considerino 
ora  le  bisettrici  degli  angoli  opposti  ai  lati  AC,  AB  mag- 
giori  di  B C.  Sapposto  AC>AB,  dico  che  ^  BE  <  CH. 
Sia  0  il  panto  d'  incontro  delle  dae  bisettrici.  £  intanto 
BO<CO.  Ora,  fatto,  sal  lato  AB,AC'  =  AC,  tiro  C ' O. 
Qaesta  retta  entra  per  0  nel  triangolo  ABE,eYAAd  in- 
contrare  il  lato  AE  in  H'.  Facilmente  si  prova  che 
OH'  =  OH.  Ma  [69]  B(E)  A  ^  ottaso;  qaindi  OH'  >  OE, 
e  per  consegaenza  BE  <.CHyC.  d,  d.). 

79.  Costraire  un  triangolo,  dati  dae  lati  e  la  mediana  corri- 
spondente al  terzo  lato.  (Preso  an  triangolo  qaalanqae,  e 
tirata  ana  mediana,  si  sapponga  che  il  triangolo  sia  qaello 
che  si  yaol  costraire.  Si  prolanghi  la  mediana  di  an  seg- 
mento egaale  ad  essa . . .  Cosl,  connesso  col  triangolo  au- 
mandato,  risolta  un  triangolo,  che  si  pa6  costraire.  Ecc). 

80.  Se  per  i  panti  di  mezzo  dei  lati  di  un  triangolo  equilatero 
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si  tirano  tre  segmenti  eguali  e  perpendicolari  ai  lati,  tutti 
e  tre  rispettiyamente  dalla  stessa  banda  del  triangolo,  o 
dalla  banda  opposta,  e  si  oniscono  le  estremit^  di  codesti 
segmenti,  si  ottiene  on  triangolo  equilatero. 

81.  Se  per  i  yertici  di  on  triangolo  equilatero  si  tirano  tre 
segmenti  eguali  e  perpendicolari  ai  lati,  iu  modo  cbe  cia- 
scan  segmento,  rispetto  alia  retta  a  cui  h  perpendicolare, 
cada  dalla  stessa  banda  che  il  triangolo  o  da  bande  op- 
poste,  e  si  oniscono  le  estremit^  di  questi  segmenti,  si  ot- 
tiene nn  triangolo  equilatero. 

82.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  e  una  mediana  rispettiya- 
mente ngoali,  essi  sono  eguali.  (Si  distingueranno  due 
casL  Per  quelle  in  cui  la  mediana  h  la  corrispondente  al 
terzo  lato,  si  prolungher^  la  mediana  di  un  segmento  ad 
essa  eguale). 

83.  Se  due  triangoli  hanno  un  lato,  la  somma  degli  altri  due,  e 
uno  degli  angoli  adiacenti  al  primo  lato,  rispettiyamente 
uguali,  essi  sono  eguali.  (Presi  due  triangoli,  e  supposto 
che  essi  siano  i  triangoli  in  questione,  si  prolunghino  due 
lati,  quelli  adiacenti  all'angolo  eguale,  di  segmenti  eguaU 
rispettiyamente  agli  altri  due  lati,  cosl  da  formare  le  due 
sonune  che  si  sa  essere  uguali.  Oonsiderando  i  due  trian- 
goli, che  ne  risultano,  si  pu6  poi  proyare  I'eguaglianza 
del  due  primi). 

84.  Se  due  triangoli  isosceli  hanno  i  perimetri  e  le  altezze  co- 
rispondenti  alle  basi  rispettiyamente  uguali,  essi  sono 
egoali. 

85.  Se  due  triangoli  hanno  perimetri  eguali  e  due  angoli 
rispettiyamente  uguali,  essi  sono  eguali.  (Siano  ABC^ 
D£F  i  triangoli,  i  cui  perimetri  sono  eguali,  e  sia 
A{B)C  =:D(E)F  ^  C(A)B  =  F(D)E.  Manifesta- 
mente  la  difficolt4  si  riduce  a  proyare  che  ^  AB=DE. 
Non  siano  eguali;  sia,  ad es.,  AB^  D  E e  B H^.  DE, Si 
costruisca  in  HV angolo  KHB  eguale  a  C{A)B,  II  lato 
HKnoiL  pu6  incontrare  [30]  il  lato  AC]  incontra  [173J 
quindi  BCmK»  Cosi  si  troya  che  i  triangoli  ABC^  HBK 
doyrebbero  ayere  perimetri  eguali.  E  ci6  non  pu6  [171] 
essere). 

86.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  un  angolo  adiacente 
ad  esso,  e  la  somma  degli  altri  due  lati. 

6 
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87.  Costrtdre  un  triangolo  isoscele,  dato  il  perimetro  e  1'  al- 
tezza  corrispondente  alia  base. 

88.  Se  per  due  ponti  Ay  B  d'  ana  retta,  e  da  nna  stessa  banda 
di  essa,  si  tirano  due  segment!  AC^  BD  egaali  e  per- 
pendicolari  alia  retta,  codesta  e  la  retta  CD  non  hanno 
nesson  pun  to  comune.  ( Si  prover&  cbe  le  due  rette  sono 
perpendicolari  a  quella  che  passa  per  i  punti  di  mezzo  dei 
segmenti  ABjCD). 

89.  Biferendosi  alia  figura  dell'esercizio  precedente,  simostri 
cbe  CD  non  pa6  esse  re  minore  di  A  B,  (Dimostrazione  in- 
diretta.  Snl  prolongamento  di  ^B  si  prendano  dei  seg- 
menti egaali  ad  AB^  esianoBii',  A'B* yB'A^'  eco.\  si 
conducano  per  -4',  B' ,  ^1"  ecc  le  A'C'yB'D'yA"C"  ecc. 
perpendicolari  ad  ii  jB  ed  egaali  ad  A  C.  Sapponendo  sia 
CD  <i  A  By  si  pu6  pervenire  alia  concbiasione  cbe  la 
spezzata  ACDC D' C"D"B"  ...  6  minore  del  seg- 
meuto  AB" ,,,), 

90.  Qualunque  retta,  cbe  passi  per  il  panto  di  mezzo  di  an 
segmento  AByO  cbe  sia  perpendicolare  all'asse  del  seg- 
mento  ABy^  eqaidistante  dai  panti  A,  B, 

9 1 .  Se  ana  retta  h  eqaidistante  da  due  punti  Ay  By  essa,  o 
passa  per  il  panto  di  mezzo  del  segmento  AByO  non  ha 
con  la  retta  A  B  nessnn  panto  comune. 

92.  Una  retta,  cbe  incontri  il  prolungamento  di  un  segmento 
od  il  segmento  stesso  in  un  punto  cbe  non  sia  il  punto  di 
mezzo,  ba  dalle  estremit^  del  segmento  distanze  disu- 
gualL 

93.  Se  da  due  punti,  presi  sopra  an  lato  di  un  angolo,  si  calano 
le  perpendicolari  sulPaltro  lato,  le  due  perpendicolari 
sono  disuguali,  ed  ^  maggiore  quella  cbe  ^  pid  distante 
dal  yertice.  ( Indirettamente,  gioyandosi  dell'  esercizio  pre- 
cedente ). 

94.  Se  due  punti  scorrono  sopra  i  lati  di  un  angolo,  allonta- 
nandosi  dal  yertice,  e  in  modo  cbe  le  loro  distanze  dal 
yertice  siano  sempre  uguali  tra  loro,  la  distanza  tra  i  due 
punti  ya  sempre  crescendo.  (Si  dimezzi  P angolo). 

95.  Sia  il  B  C  un  triangolo  isoscele,  e  B  C  la  base.  Preso  su  ^  C 
un  punto  D  ad  arbitrio,  sal  prolungamento  di  AB  ai 
•prendA  BE  =  CD.  Poi  si  conduca  ED.  Dimostrare  che 
ED^  dimezzata  (in  iT)  dalla  base.  E  reciprocamente : 
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wED  h  dimezzata  dalla  base,  h  BE  =  CD,  Si  osservi  poi 
che  fra  i  triangoli,  che  hanno  nn  angolo  in  comone  e 
ngoale  la  somma  dei  lati  che  contengono  Tasgolo  comune 
risoscele  ha  maggior  snperficie.  ( Da  D  e  da  £  si  calino 
le  perpendicolari  DF,  EH  suUa  BCj  e  si  considerino, 
prima  i  triangoliDCJ',  EBH,  poi  i  due  P-FJST,  EHK). 
i.  Dednrre  dall'  esercizio  precedente  questa  conseguenza  che 
il  poligono  regolare,  che  ha  i  yertici  nei  panti  di  mezzo 
dei  lati  di  nn  poligono  regolare  dato,  i  qnello  tra  i  poli- 
goni,  che  si  possono  ottenere  operando  come  indica  1'  eser- 
cizio 26,  che  ha  la  minima  snperficie. 

97.  Seper  i>,  pnnto  di  mezzo  della  base  J3C  di  nn  triangolo 
isoscele  ABC,  si tira  ana  retta  che  tagli  il  prolungamento 
diiiBin^'eillatOilCinl?',  6  DE>  DEqBE>  C F. 
(Dall'angolo  CBE  si  tagli  una  parte  ngaale  all' angolo 
DC  A.  Poi,  preso  sn  B^  nn  segmento  B  H  =  C  F,  si 
tin  D  H.  [72]}. 

98.  Se  si  prendono  sopra  una  retta  qnanti  si  vogliano  seg- 
menti  egnali  consecntivi  AB,  BC,CD.  ..^e,  preso  faori 
della  retta  nn  punto  O  e  tirati  i  segmenti  OA,OB,OC.,.y 
si  prolungano,  ciascnno  d'nn  segmento  egnale  a  se  stesso, 
si  ottengono  pnnti  A' ,  B',  C  ...  eqnidistanti  dalla  retta 
data.  E  i  segmenti  A'B' ,  B'C'y  CD' ...  sono  eguali  tra 
loro. 

99.  Fra  i  triangoli  isoperimetri,  costmiti  suUa  medesima  base, 
risoscele  ha  la  massima  snperficie.  ( Sia  ABC  iL  triaDgolo 
isoscele,  e  DjBCFaltro  triangolo.  Bisogna  provare  dap- 
prima  [ITJ\  che  i  perimetri  devono  segarsi.  Posto  che  BD 
seghi  ACinE,  si  prende  sn  EB  nn  segmento  J^^ugnale 
al  minore  [142]  ^C,  e  sn  J?^  nn  segmento  EH^ED, 
Poi  si  osserva  essere  BF-\'  FA  >  AB]  donde  si  pu6  de- 
dnrre la  conseguenza  che  h  FA  -|-  -4  J5J>  FH-^-  HE,  la 
quale  prova  trovarsi  il  punto  Htra  A  ed  E;  ecc). 

100.  Se  nn  segmento  si  muoye  in  modo  che  una  estremit4  scorra 
sopra  una  retta  data,  e  si  mantieue  perpendicolare  a  co- 
desta  retta,  1'  altra  estremit&  del  segmento  descrive  una 
linea  che  6  divisa  in  due  parti  eguali  da  qualsivoglia  suo 
pnnto. 


CAPITOLO  IV 

DEL    C  ERCHIO 


Prime  propriet&  d'un  cerchio. 

t99«  Teor.  Una  retta  ed  un  cerchio  non  possono 
avere  piU  di  due  punti  in  comune. 

Dim.    Presi    sopra   un    cerchio    qualsiasi    due 
punti  qualunque  A,  B  si  tiri  la  retta  AB.  Se  mai 
questa  retta  passa  per  il  centre  0,  possiamo  asserire 
senz'altro  [94]  che  essa  non  ha 
altri  punti  in  comune  col  cer- 
chio. Supponiamo  che  non  passi 
per  il  centre,  e  uniamo  il  cen- 
tre con  Ae  B',  cosi  ci  risulta  un 
triangolo  OAB,  che  h  isoscele, 
perche  h  OA^  OB.  Ora,  per- 

ch&  il  segmento,  che  unisce  un  punto  qualunque 
della  base  di  un  triangolo  isoscele  o  dei  prolungamenti 
della  base  col  yertice  opposto,  non  e  uguale  al  lato 
del  triangolo  [148],  nessun  punto  della  r^tta,  diverso 
dai  due  A  e  B,  pu6  appartenere  al  cerchio.  [93]. 

ISO*  Cor.  t^  Nessuna  parte  d'un  cerchio  i  un 
segmento. 

Infatti,  sopra  un  segmento  ci  sono  piii  di  due 
punti  in  linea  retta,  ed  un  cerchio  non  pu6  avere 
con  una  retta  piti  di  due  punti  in  comune. 

t81«  Cor.  t®.  Kon  c'  i  che  un  solo  piano  che  con- 
tenga  tutti  i  punti  d'un  cerchio. 

Infatti  tre  punti  qualunque  d'un  cerchio,  non  es- 
sendo  in  una  stessa  retta  [179],  determinano  uq 
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piano  [49],  e  questo  coincide  [49]  col  piano  in  cui 
fa  descritto  il  cerchio. 

189.  Teor*  Un  cerchio  ha  un  centra  solo. 
Dim.  Sia  un  cerchio  qualunque  descritto  con 
centro  O.  Dico  che  net  piano  del  cerchio  non  esiste 
nessnn  altro  punto,  il  quale,  come  il  centre  0,  goda 
la  proprieta  di  essere  ugualmente  distante  da  tutti  i 
punti  del  cerchio. 

Preso  un  punto  A  ad  arbi* 
trio,  si  tiri  la  retta  A  0.  Questa 
retta,  poichd  passa  per  il  cen- 
tro, incontra  il  cerchio  [94]  in 
due  punti  5,  C  ed  6  O  J5  =  0  C. 
Per  conseguenza  [122]  i  seg- 
menti  ^  j5  ed  ^  C  sono  disu- 
guali;  e  tan  to  basta  per  poter  dire  che  il  punto  A  non 
si  potrebbe  considerare  come  un  altro  centro  del  cer- 
chio (giacche  il  centro  d'un  cerchio  ha  egual  distanza 
da  tutti  i  punti  del  cerchio). 

193.  Teor*  DiLe  cerchi,  che  abbiano  raggi  egualij 
sono  eguali. 

Dim.  Due  cerchi  abbiano  raggi  eguali.  Dico  che 
sono  eguali. 

Si  trasporti  uno  dei  cerchi  sull' altro,  in  modo 
che  i  centri  e  i  piani  dei  cerchi  coineidano.  Ci6 
fatto,  si  pu6  dire  che  ciascun  punto  di  ciascuno  dei 
due  cerchi  ha  dal  centro  deiraltro  distanza  eguale 
^  i^t^ggio  di  codesto  cerchio;  eppero  [93]  ciascun 
punto  di  ciascuno  dei  due  cerchi  cade  sull'  altro  cer- 
chio. I  cerchi  sono  dunque  uguali,  c.  d.  d.  (*)• 

(*)  Be  A^  B  sono  i  centri,  prima  del  trasporto  i  punti  del 
eerchio  {A)  hanno  dal  punto  A  distanze  uguali  al  raggio  del 
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184.  Cor.  t^.  Un  cerchio  i  individuato,  quando 
ne  sia  data  il  piano,  il  centra  e  il  raggio;  o,  do  che 
fa  lo  8tes80,  il  piano,  il  centra  e  unpunto  quahivoglia 
del  cerchio. 

Che  infatti  tutti  i  cerchi,  descritti  con  quel  cen- 
tre e  con  quel  raggio,  coincidono.  [183]. 

185.  Cor.  «^.  Se  il  piano  d'un  cerchio  vien  fatto 
scorrere  su  se  stesso,  rotando  intorno  al  centra  [65], 
il  cerchio  scorre  su  se  stesso. 

Infatti  il  cerchio  nella  posizione  primitiva  e  il 
cerchio  stesso  in  una  nuova  posizione,  assunta  rotan- 
do, si  possono  considerare  come  due  cerchi  posti  in 
uno  stesso  piano,  con  centre  comune  e  raggi  eguali. 

t8S.  Teor*  La  retta,  chepassaper  il  centra  d'un 
cerchio  eper  ilpunta  di  mezzo  d'una 
corda,  i  perpendicalare  alia  corda. 

Htm.  Sia  an  cerchio  di  centre 
0 ,  una  corda  AB^e  sia  C  il  punto 
di  mezzo  di  questa  corda.  Dico  che 
OC i  perpendicolare  ad  A B. 

Infatti,    poich^    nei   triangoli 
OAC,OBCe  0 C comwne,  0 A  =  0 B ed AC  =  C B, 
k^[lbl]a.ncheA(C)0=0{C)B. 

18'>.  Teor.  La  perpendicalare,  calata  dal  centra 
d'un  cerchio  sapra  una  corda  qualunque,  divide  la 
corda  per  meta. 

JDIm.  Infatti,  se  la  corda  non  fosse  dimezzata 
dalla  perpendicolare,  unendo  il  centro  col  punto  di 
mezzo  della  corda,  si  otterrebbe  un'altra  perpendico- 
lare alia  corda  [186],  e  cosi  da  uno  stesso  punto  sa- 

cerchio  (£);  dopo  il  trasporto  hanno  da  B  distanze  uguali  al 
raggio  del  cerchio  (ZJ),  epper6  p3]  cadono  su  questo  cerchio. 
£cc. 


—  87  — 

rebbero  tirate  ad  una  stessa  retta  due  perpendicolari 
distinte,  11  che  non  pu6  essere.  [136]- 

188.  Teor.  La  perpendicolare  condotta  ad  una 
car  da  nelpunto  di  mezzo  (Vasse  della  cor  da)  passa 
per  il  centro  del  cerchio. 

Dim.  Infatti,  se  la  perpendicolare  non  passasse 
peril  centro,  unendo  il  centro  col  punto  di  mezzo 
della  corda,  si  otterrebbe  un'altra  perpendicolare  aUa 
corda  nel  medesimo  punto,  e  ci6  non  pu6  darsi.  [114]. 
Questa  proposizione  &  anche  conseguenza  della 
propriety  dell'asse  d'un  segmento  di  contenere  tutti 
i  ponti  che  sono  equidistanti  dalle  estremita  del  seg- 
mento. [163]. 

t89«  Prolil.  T^ovare  il  centro  d'un  cerchio  dato. 
lilsol,  Sul  cerchio  dato  si  prendano  ad  arbitrio 

tre  punti  A,  B,Cy  e  si  tirino  le 
corde  AB^  BC,  e  poi  i  loro  assi 
DFj  EH.  Queste  rette  devono 
iucontrarsi,  e  il  punto  d'inter- 
AV^         /    "^S^J^      sezione  6  il  centro  ricercato. 

n*  Sappiamo  [188]  che 


Tasse  di  qualsivoglia  corda  passa 
per  il  centro  del  cerchio.  Ambe- 
due  le  rette  DF^  EH  devono  adunque  passare  per 
il  centro,  eppero  esse  hanno  un  punto  almeno  (il  cen- 
tro) in  comune.  Ma  bisogna  pro- 
vare  che  non  puo  darsi  che  le 
due  perpendicolari  coincidano, 
giacchS,  se  questo  caso  potesse 
avvenire,  la  costruzione  indicata 
non  varrebbe  sempre  a  deter- 
minare  il  centro  d'un  cerchio  da- 
to. A  tal  fine  si  osservi  che,  poich6  una  delle  perpen- 
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dicolari  passa  per  D  e  I'aJtra  per  E^  se  esse  coincides- 
sero,  si  confonderebbero  ambedue  con  la  retta  DE^  e 
allora  esisterebbe  un  triangolo  DBE  con  due  angoli 
retti  EDB,  BED,  il  che  non  pn6  essere.  [134]. 

In  conchiusione,  non  pno  darsi  che  le  due  rette 
DF^EH  non  abbiano  nessun  punto  comune,  n6  che 
esse  coincidano;  esse  adunque  s'incontrano  neces- 
sariamente,  e  il  punto  d'incontro  e  [188 J  il  centro 
del  cerchio. 

too*  Cor.  t^.  Se  due  cerchi  hanno  tre  punti  co- 
munif  essi  coincidono. 

Infatti  la  costruzione^  che  si  facesse  per  trovare 
il  centro  di  uno  dei  cerchi  (usando  dei  tre  punti 
comuni  ai  cerchi),  deter minerebbe  nel  tempo  stesso 
il  centro  delPaltro  cerchio.  Ma  allora  i  due  cerchi, 
giacendo  in  uno  stesso  piano  [181],  avendo  il  centro 
e  un  punto  oomune,  coincidono.  [184]. 

tOI.  Cor*  •'*•  Un  cerchio  i  individuato,  quando 
sono  dati  ire  suoi  punti  qualunque. 

!•••  Cor.  8^«  Due  cerchi  descritti  con  raggi  di-- 
versi,  nonpossono  diventar  coincidenti  {JnfeLiii  non 
potrebbero  aver  piii  di  due  punti  comuni). 

Di  due  cerchi  descritti  con  raggi  diversi,  quelle 
che  ha  il  raggio  maggiore  si  dice  il  maggiorcj  e  1'  al- 
tro  il  minore. 

198.  Teor.  8e  tre  segmenti  condotti  ad  un  cerchio 
da  uno  stesso  punto  sono  eguali,  quel  punto  i  il  centro. 

Dim.  Sia  un  cerchio  ^  JB  C,  e  i  tre  segmenti  OA , 
OBjOC,  condotti  ad  esso  da  uno  stesso  punto  O, 
siano  eguali  tra  loro.  Dice  che  il  punto  0  e  il  centro 
del  cerchio. 

A  tal  uopo,  divise  per  meta  le  corde  AB,BCin 
D  edfE,  si  tirino  le  rette  OD,OE.  Ora,  poichfi  nei 
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triangoli  OADjOBD  i  lati  sono  rispettivamente  u- 

guali,  e  A{D)0=0{D)B.La. 
retta  OD  e  danqne  I'asse  della 
corda  OBy  epperi  [188]   essa 

^k: — — Tt""^^  I       P*ssa  per  il  centre  del  cerchio. 

Nello  stesso  modo  si  prova  che 
il  centre  del  cerchio  deve  tro- 
varsi  anche  solla  retta  0  E,  ep- 

per6  esso  S  il  pnnto  0. 

Archi  di  cerchio. 

t94.  XJn  pnnto  d'  nn  cercliio  non  lo  divide  in  dne 
parti  (come  awiene  nella  retta),  ma  dne  pnnti  lo  di- 
vidono  in  dne  parti;  ciascuna  di  qneste  si  dice  area 
(di  cerchio).  I  dne  pnnti  sono  i  termini^  le  estremith 
di  ciascnn  arco. 

Si  pn6  snpporre  che  nn  arco  (come  il  cerchio  a 
cxii  appartiene)  sia  stato  descritto  daU'estremiti  d'nn 

raggio,  che  abbia  compinta  parte 
d'nna  rotazione  intorno  al  cen- 
tre. II  pnnto  di  partenza  si  dice 
origins  dell'arco. 

Dovendo  indicare  archi  po- 
sti  in  nno  stesso  piano,  suppor- 
remo  che  le  rotazioni  abbiano 
Inogo  nello  stesso  verso  che  per  gli  angoli,  e  nomi- 
neremo  prima  Torigine  e  poi  I'altra  estremita  delP ar- 
co. Cosi,  nella  nostra  fignra,  V arco  AB  h  quelle  che 
passa  per  il  pnnto  (7,  e  1'  arco  BA^il  rimanente  del 
cercliio.  (II  prime  arco,  perchS  passa  per  il  pnnto  Cy 
si  pn6  anche  indicare  dicendo:  arco  AC B). 

Un  arco  si  dice  compreso  da  nn  angolo,  se  ha  gli 
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6stremi  sui  lati  deirangolo  ed  ogni  altro  suo  ptinto  e 
interno  all'angolo. 

195.  ITn  angolo,  il  cui  vertice  sia  nel  centro 
d'un  cerchio,  si  dice  angolo  al  centro  rispetto  a  quel 
oerchio;  e  per  arco  corrispondente  a  queirangolo  s'in- 
tende  Tarco  compreso  tra  i  lati  di  quell'angolo. 

Si  snol  anche  dire  che  un  angolo  al  centro  insiste 
fitdl'arco  corrispondente. 

toe.  Teor.  In  cercki  eguali,  (o  in  una  stesso  cer^ 
chiojj  se  due  angoli  al  centro  sono  eguali,  gli  archi  cor* 
rispondenti  sono  eguali. 

Dim.  Siano  due  cerchi  eguali  (B)  ed  (E)  (*), 
{cioe  descritti  con  raggi 
eguali);  e  i  due  angoli  al 
centro  ABC,  DEF siano 
eguali.  Dico  che  i  due  ar- 
chi AC,  DF sono  eguali. 

Infatti,  se  sovrapponiamo  I'uno  all' altro  i  due 
angoli,  ad  es.  Tangolo  B  alPangolo  Ey  in  mode  che  il 
lato  BA  cada  su  ED,  il  lato  BC  cade  su  EF^  il 
punto  Ain  Dyil  punto  C  in  JP'  e  un  cerchio  suU'altro, 
e  quindi  anche  Tarco  A  C  sull'arco  D  F. 

Ml.  Cor.  t\  Ogni  diametro  d'un  cerchio  divide 
il  cerchio  in  due  parti  eguali. 

Infatti  i  due  archi,  ne'quali  un  cerchio  6  diviso 
daUe  estremit^  d'un  diametro,  corrispondono  a  due 
angoli  al  centro,  che  sono  eguali,  perchS  piatti  am- 
bidue. 

(*)  Per  brevit&y  qaando  non  sia  possibile  eqaivoco,  si  in- 
dica  un  cerchio  nominandone  solo  il  centro.  Supposto  noto  il 
piano  d'un  cerchio,  il  cerchio  si  indica  compiutamente  di- 
cendo  ad  es.:  cerchio  (0  A),  dove  0  sia  il  centro  edOil  un 
raggio  qualunqne. 


—  91  — 

i98*  Cor.  9\  Per  dimezzare  un  area  dato,  ha- 
sta  [196]  dividere  per  meth  Vangolo  al  centra  corri- 
spondente. 

!•••  Teor*  In  un  cerchio,  angolo  al  centro  mag- 
giore  comprende  au  arco  maggiore. 

Dim.  Nel  cerchio  (0)  siano  i  due  angoli  al  cen* 

tro  AOB,  COD  disugnali,  e sia 
il  prime  il  maggiore.  Dico  che 
I'arco  AB  e  maggiore  dell' arco 
CD. 

Si  tagli  [152]    dalF  angolo 

maggiore  Tangolo  AO E nguale 

al  minore  C{0)D.  L'arco  AE 

e  [193]  uguale  all' arco  CD]  ep- 

pero  I'arco  AB  e  maggiore  dell' arco  CD  (una  parte 

del  primo  e  uguale  al  secondo). 

•00«  Teor.  In  un  cerchio,  su  archi  eguali  insi^ 
stono  angoli  al  centro  eguali. 

Dim.  Infatti,  se  gli  angoli  fossero  disuguali,  tali 
sarebbero  [199]  anche  i  due  archi ;  e  ci6  contro  I'ipotesi. 
tot.  Teor.  In  un  cerchio,  su  arco  maggiore  in^ 
siste  angolo  al  centro  maggiore. 

Dim.  L'angolo  corrispondente  all'arco  maggiore 
non  puo  essere  uguale  all'altro  angolo,  n&  minore^  per- 
ch&  I'arco  corrispondente  sarebbe  allora  eguale  [196] 
all'altro  arco,  o  minore  [199];  e  cio  contro  I'ipotesi. 

90t.  Un  punto  C,  che  appartenga  ad  un  arco  A  B, 
divide  V arco  in  due  parti,  di  cui  1' arco  AB  si  dice 
^omma. 

Si  sommano  archi  di  cerchi  eguali  (o  d'uno  stesso 
cerchio)  costruendo  nel  centro  d'uno  dei  cerchi  un 
angolo  che  sia  la  somma  di  quelli  al  centro  corrispon- 
denti  agli  archi  dati.  [196]. 
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E  si  trova  la  differenza  di  due  archi  di  cerchi 
egnali  (o  d'uno  stesso  cerchio),  costruendo  nel  cen- 
tro  d'uno  dei  cerchi  un  angolo  eguale  alia  differenza 
dei  due  angoli  al  centre  corrispondenti  agli  archi  dati. 

Poich^  la  somma  di  piii  angoli  ^  indipendente 
dall'ordine  in  cui  si  succedono,  tanto  vale  per  la 
somma  degli  archi. 

Posizione  rispettiva  d'una  retta  e  d'un  cerchio. 

•OS.  Teor.  Se  la  distama  di  una  retta  dal  cen-- 
tro  d'un  cerchio  i  minor e  del  raggio,  la  retta  ha  col 
cerchio  due  punti  in  comune;  ogni  altro  punto  della 
retta,  se  i  compreso  tra  quei  due,  i  interno  al  cerchio  ; 
altrimenti  i  esterno. 

Blm.  Sia 0  il centre  del  cerchio,  ABla,  retta,  e  la 
perpendicolare  OC  calata 
dal  centre  suUa  retta  [161] 
sia  minore  del  raggio  del 
cerchio. 

Intanto,  poich6  OCA 
minore  del  raggio,  il  punto 
C  e  [93J  interno  al  cerchio, 
e  per  conseguenza  [97]  la  retta  ha  in  comune  col  cer- 
chio due  [179)  punti  situati  da  bande  opposte  di  <?• 
Chiamiamo  2),  E  questi  punti,  ed  uniamoli  col  centre. 

Ora,  essendo  OD^OEjil  triangole  ODE  e  iso- 
scele;  epper6;  prendendo  suUa  base  un  punto  qualun- 
que  F,  e  tirando  OF,  abbiamo  [148]  OF<OD]  e 
prendendo  su  un  prelungamento  di  JD  £  un  punto  H^. 
ed  unendele  con  0,  abbiamo  0H'>  0  D.  Per  conse- 
guenza [93]  ogni  punto  della  retta  AB,  che  A  com- 
preso tra  D  ed  E,  ^  interne  al  cerchio,  ed  ogni  panto 
dei  proluDgamenti  di  DE  h  fueri. 
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S04.  Poiche  nei  punti  Z>  ed  £J  la  retta  dianzi 
considerata  passa  dall'interno  aU'estemo  del  cerchio, 
6  viceversa,  si  dice  che  la  retta  sega  il  cerchio  in  quei 
pimti,  od  anche  che  6  una  secante  del  cerchio  in 
DedE. 

90S.  Teor.  Se  la  distanza  di  una  retta  dal  cen- 
tro  d'un  cerchio  i  uguale  al  raggio,  la  retta  ha  col 
cerchio  in  comune  un  punto  solo,  ed  ogni  altro  punto 
delta  retta  i  fuori  del  cerchio. 

IMiii^  Sia  O  il  centre  del  cerchio,  ed  ^  j5  la  retta. 

E  la  perpendicolare  0  C^  calata 
dal  centre  suUa  retta,  sia  egaale 
al  raggio  del  cerchio. 

Intanto,  poiche  OCh  ugua- 

A       c       m""5*'     ^®  ^  raggio  del  cerchio,  il  punto 

C  appartiene  al  cerchio.  Ma 
ogni  altro  segmento,  tirato  dal  centre  a  qualsivoglia 
altro  punto  M  della  retta,  e  [160]  maggiore  della  per- 
pendicolare OC]  quindi  ogni  punto  della  retta,  di- 
verse dal  punto  C\  e  ftiori  del  cerchio  [93]. 

••0.  Una  retta  ed  un  cerchio,  che  giacciano  in 
uno  stesso  piano  ed  abbiano  un  solo  punto  comune, 
si  dicono  iangenti  in  quel  punto ;  il  punto  comune  si 
dice  punto  di  contatto.  (Ordinariamente  si  dice  che  h 
la  retta  tangente  del  cerchio;  che  lo  tocca  in  quel 
punto). 

90T.  L'ultimo  teerema  si  puo  era  enunciare  nel 
mode  seguente : 

La  retta  perpendicolare  a  un  raggio  di  un  cer- 
chio, nelV  estremith,  i  tangente  al  cerchio  nelVestre- 
mitit  di  quel  raggio.  Ogni  altro  punto  della  retta  h 
fuori  del  cerchio. 

908*  Teor.  Per  qualunque  punto  d'un  cerchio 


—  94  — 

8%  pud  condurre  una  tangente  al  cerchio  in  quelpunto, 
e  una  soltanto. 

Dim.  Sia  an  cerchio  di  centre  0,  e  sn  questo  un 
punto  A  qualunque. 

Intanto,  se  tiriamo  il  raggio  OAjQ  poi  la  retta 
£  Cperpendicolare  ad  0-4  nel  punto  -4,  abbiamo  [207] 
una  retta  tangente  al  cer- 
chio nel  punto  dato.  Itesta 
dunque  a  provare  che  per  A 
non  si  puo  condurre  nes- 
sun'altra  retta,  che  sia  tan- 
gente al  cerchio  in  il.  A  tal 
fine  si  tiri  per  A  una  retta 
DE  ad  arbitrio,  diversa  dal- 
la  BC.  Allora,  poich6  Tan- 

golo  0 -4  C  6  retto,  tale  non  e  Tangolo  OilJE;  epper6 
la  0 F,  perpendicolare  alia  DEj  calata  dal  centro  O, 
^  necessariamente  distinta  dalla  0^4.  E  perch&  [160] 
la  perpendicolare  e  minore  d'ogni  obliqua,  la,  OF  ^ 
minore  del  raggio  OA]  quindi  la  retta  DE  e  una  se- 
cante  del  cerchio,  ei  A  ^  uno  dei  punti  d'interse- 
zione  [203J. 

•OO.  €or.  n  raggio,  che  va  al  punto  di  contatto 
di  una  tangente  d'un  cerchio,  i  perpendicolare  alia 
tangente. 

Infatti,  se  cosi  non  fosse,  tirando  la  perpendico- 
lare al  raggio  nella  sua  estremitiir;  si  otterrebbe  una 
seconda  tangente  [207]  al  cerchio  nello  stesso  punto. 
E  sappiamo  [208]  che  una  sola  e  la  retta  tangente  ad 
un  cerchio  in  uno  stesso  punto. 

MO.  liemina.  Per  un  punto  di  un  cerchio  si  pud 
sempre  tirare  una  corda  del  cerchio,  che  sia  eguale  a 
un  dato  segmento,  il  quale  non  superi  il  diametro. 
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Dlflt*  Sia  dato  iin  cerchio,  e  sn  questo  un  pun  to  A ; 
e  sia  pnr  dato  un  aegmento,  che  non  super!  il  dia- 
metro  del  cerchio.  Si  tratta  di  provare  che  si  pu6 
condurre  per  A  una  corda  eguale  al  segmento  dato. 

Condotta  la  retta,  che  passa  per  A  e  per  il  centro 
del  cerchio,  su  questa,  partendo  da  ^,  si  prendano 

due  segmenti  AB^AC 
eguali  al  dato. 

Quando  questo  seg- 
mento fosse  uguale  al 
diametro  del  cerchio, 
lo  stesso  diametro,  che 
ha  una  estremita  nel 
punto  A ,  sarebbe  una 
corda  eguale  al  segmento  dato,  e  condotta  per  A . 

Ma  quando  il  segmento  dato  h  minore  del  diame- 
tro, il  punto  B  cade  dentro  del  cerchio ;  il  punto  C  poi 
&  estemo.  Pertanto  il  cerchio  di  centro  A  e  raggio 
AB^AC  incontra  il  cerchio  dato  [89] ;  e,  se  D  e  un 
punto  comune  ai  due  cerchi,  la  corda  AD^  AB  ^ 
uguale  al  dato  segmento. 

Mi*  Pp^U.  Per  un  punto  dato  fuori  d'un  cer^ 
ehio  condurre  una  tangente  al  cerchio. 

lilsol.  Sia  0  il  cen- 
tro d'un  cerchio,  ed  A  un 
punto  qualunque  estemo 
al  cerchio.  Si  tratta  di  con- 
durre per  A  una  retta,  che 
sia  tangente  al  cerchio. 

Si  descriva  a  tal  fine 
un  cerchio  con  centro  A  e 
raggio  eguale  ad  -4  0 ;  e  in 
questo  cerchio,  e  per  il  suo  punto  0,  si  tiri  una  corda 
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OB  egaale  al  diametro  del  cerchio  dato.  Questo  si 
pa6  fare  [210],  dappoich^  il  segmento,  al  quale  dev'es- 
sere  ugaale  la  corda,  h  miuore  [92]  del  diametro  del 
cerchio  in  coi  si  vuole  adattare  la  corda. 

Ed  era,  poiche  il  segmento  0  B  h  ugaale  al  dia- 
metro -Sf  -^,  il  punto  B  6  fuori  [93]  del  cerchio,  ep- 
pero  la  corda  0  B  taglia  il  cerchio  dato.  Se  C  d  il 
punto  d'intersezione,  la  retta  iiC  e  la  tangente  do- 
mandata. 

Dim.  Infatti,  poichd  0  B  h  uguale  a  un  diame- 
tro del  cerchio  dato,  ed  0  C  e  un  raggio  del  cerchio 
stesso,  egli  ^  OC  ^  CB,  Ma  allora  la  retta  AC,  per- 
ch&  passa  per  il  centre  del  cerchio  (il)  e  per  il  punto 
di  mezzo  della  corda  OB,  h  [186]  perpendicolare  ad 
OB,  Q  quindi  anche  al  raggio  OC  del  cerchio  dato 
nell'estremita  C,  Perci6  [207]  essa  S  tangente  a  que- 
sto cerchio. 

•!••  Teor.  Da  un  punto  dato  fuori  di  un  cerchio 
si  possono  condurre  al  cerchio  due  tangenti  e  due  sole. 

Dim.  Sia  un  cerchio  di  centre  0,  ed  A  un  punto 
esterno.  Noi  abbiamo  gia  [211]  appreso  a  condurre 
per  A  una  tangente  al  cerchio. 
Tale  sia  la  ^£,  e  sia  B  il  punto 
di  contatto,  sicch6  [209]  Tan- 
golo  ABO  h  retto.  Ora,  fatto 
C{A)  0  =  0{A)B,  si  tiri  OD 
perpendicolarmente  aiAC,  Con- 
f rontando  i  triangoli  ODA,OBA, 
si  vede  che  hanno  OAm  comu- 
ne,  hanno  eguali  per  costruzione  gli  angoli  in  ^,  ed 
eguali,  perchA  retti,  gli  angoli  in  D  e  in  jB.  Per  conse- 
guenza  [154]  h  OD^^OB,  eppero  jD  6  un  punto  del 
cerchio  dato ;  ed  ^4  (7  e  [207]  una  tangente  del  cerchio 
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in  D.  Cosi  si  e  provato  che  da  un  punto  esterno  ad 
nn  cerchio  si  possono  sempre  condurre  due  tangenti. 
Ci  rimane  a  provare  che  se  ne  possono  tirare  due  sol- 
tanto. 

A  tal  fine  imaginiamo  che  AB  edi  AD  siano  due 
delle  tangent],  che  si  possono  condurre  al  cerchio  dal 
punto  A^  e  che  B  e  D  siano  i  punti  di  contatto.  I 
raggi  OBj  OD  sono  [209]  perpendicolari  alle  tan- 
genti; epperd,  essendo  che  i  triangoli  rettangoli  OAB, 
OAD  hanno  comune  I'ipotenusa,  ed  6  OB  ^OD, 
e  anche  [155]  0{A)B  ^  D{A)0.  Cosi  possiamo 
dire,  in  generale^  che  le  tangenti  condotte  ad  un  cer- 
chio da  uno  sfcesso  punto  formano  angoli  eguali  col 
raggio,  che  esce  da  codesto  punto  e  passa  per  il  cen- 
tre del  cerchio.  Ne  vien  la  conseguenza  che  le  tan- 
genti sono  due  sole,  perche  per  un  punto  non  si  pos- 
sono condurre  che  due  sole  rette  che  facciano  angoli 
eguali  con  un  raggio  uscente  da  quel  punto. 

918*  II  segmento  di  una  tangente  ad  un  cerchio, 
condotta  da  un  punto  esterno,  compreso  tra  questo 
punto  e  il  punto  di  contatto,  suol  dirsi,  senz'altro, 
una  tangente  condotta  al  cerchio  dal  punto  esterno. 
Cosi,  riferendoci  alia  dimostrazione  precedente,  ed 
osservando  essere  OjB^OjD,  possiamo   dire   che: 

9i4.  Le  tangenti,  condotte  ad  un  cerchio  da  un 
punto  esterno,  sono  eguali  tra  loro,  e  fanno  angoli 
eguali  col  segmento  che  unisce  il  loro  punto  comune 
col  centro. 

91&.  Teor.  Se  la  distanza  di  una  rettadal  cen- 
tre di  un  cerchio  i  maggiore  del  raggio,  ogni  punto 
delta  retta  i  fuori  del  cerchio. 

Dim.  Sia  0  il  centro  del  cerchio,  ^  J3  la  retta^  e 
la;perpendicolare  0  C  calata  dal  centro  suUa  retta  sia 
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maggiore  del  raggio.  Si  deve  provare  che  ogni  panto 
della  retta  6  fuori  del  cerchio. 
Intanto,  perche  OC^  mag- 
giore del  raggio,  il  panto  C  e 
ftiori  [93]  del  cerchio.  i  poi 
fuori   del    cerchio   ogni  altro 

panto  M  della  retta  A  By  per-       — -^ ^ wT^ 

oh^  ogni  obliqua  6  [160]  mag- 
giore della  perpendicolare. 

tlU.  Teor.  Secondo  che  una  retta  ha  due  puntij 
un  solo,  0  nessun  punto  in  comune  con  un  cerchio^ 
la  distanza  fra  il  centro  e  la  retta  i  minore,  ugua* 
Uy  o  maggiore  del  raggio. 

mm.  Infatti,  le  ipotesi  contrarie  condacono  a  conse- 
guenze  che  sono  in  contradizione  col  dato.  [203, 205, 215]. 
919.  Prolil.  Costruire  un  triangolo,  che  ahbia 
due  lati  eguali  a  due  segmenti  dati,  e  Vangolo  op- 
posto  a  uno  di  essi  eguale  ad  un  angolo  dato. 

Rlsol»  Sia  (7(i4)  JSl'angolo  dato;  chiamiamo  a 
e  fi  i  dae  segmenti,  e  sia  a  il  segmento  a  cui  dev'  es- 
sere  ugaale  il  lato  opposto  all'angolo  dato. 

Sopra  un  lato  dell'angolo  si  prenda  an  segmento 
AB  che  sia  eguale  a,  fi,  A  e  D  sono  due  vertici 
del  triangolo  da  co- 
struire. II  terzo  ver- 
tice  deve  trovarsi 
sul  lato  AB\e  per-  ^y 

ch6  deve  avere  dal^  — '^^  j^  "j^^iJrr-V"   ^^  ^)^  ^ 
punto  D  distanza 

eguale  ad  «,  d«ve  [87]  trovarsi  sul  cerchio  che  ha 
centro  in  D  e  raggio  a.  Descritto  questo  cerchio,  se 
esse  incontra  in  ^  il  lato  AB^  il  triangolo  DAF so-' 
disfa  11  problema. 


/  — *- 
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L'angolo  da  to  pao  essere  acuto,  retto  od 
ottuso.  .  ^ 

I.  L'angolo  dato  sia  acuto.  Si  cali  da  D  la  per- 
pendicolare  DE  bvI  lato  AB. 

l^  Se  6  a  <  D^^,  il  cerohio  con  centro  D  e 
raggio  a  non  ha  [215]  nessun  panto  comnne  con  la 
retta  AB,  e  ci6  prova  che  il  problema  in  tal  ca^o 
non  ammette  solozione,  che  non  esiste  cio^  triangolo 
con  tre  elementi  eguali  rispettivamente  ai  dati,  e 
disposti  come  richiede  il  problema. 

2^  Qnando  e  a^DE^il  cerchio  e  la  retta  hanno 
in  comnne  [205]  il  solo  punto  Ey  e  il  triangolo  do- 
mandate  &  il  triangolo  rettangolo  ADE. 

3^  Qnando  6  a  >  Z>J5,  ed  a  <  -4i),  il  cerchio 
taglia  [203, 160]  il  raggio  i4J5  in  due  punti  F,  F\  e  i 
dne  triangoli  ADF,  ADF'  sodisfanno  ambidae  al 
problema. 

4*.  Se  6  «  =  AD,  il  cerchio  taglia  [203,  160]  Q 
raggio  A  B  nel  punto  A  e  in  un  altro  punto  H,  ep- 
pero  il  problema  ammette  per  unica  soluzione  il  trian* 
golo  isoscele  ADU, 

5^.  Quando  infine  ^  a>  AD,  il  cerchio  taglia 
[203y  160]  il  lato  ili?  in  un  punto  Ke  ilprolunga- 
mento  del  lato  in  un  altro  punto  K\  In  questo  caso 
il  problema  ha  per  unica  soluzione  il  triangolo  ADK; 
perchft  il  triangolo  ADK'  hs,  bensi  due  lati  eguali  ai 
dati  segmenti,  ma  l'angolo  opposto  al  lato  DK',  e 
che  dovrebb'  essere  uguale  all'angolo  acuto  dato,  e 
invece  supplementare  di  questo  angolo. 

n.  Qnando  l'angolo  dato  e  retto,  perchi  il  pro- 
blema ammetta  soluzione,  i  neoessario  e  sufficienta 
che  il  lato  opposto  all'angolo  dato  sia  maggiore 
dell'adiacente.  II  cerchio,  che  bisogna  descriyere, 
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taglia  il  lato  opposto  in  un  punto  e  il  prolungamento 
in  an  altro.  Ambidue  i  triangoli  risultanti  sodisfanno 
alle  condizioni  volute;  sono  per6  [155]  eguali,  e  cosi 
le  due  soluzioni  si  riducono  infine  ad  una  sola. 

III.  Quando  Tangolo  dato  6  ottuso,  il  piede  della 
perpendicolare  D  E  cade  sul  prolungamento  del  lato 
AB.  In  questo  caso,  perchft  il  cerchio  tagli  il  lato 
AB^  non  basta  che  il  raggio  superi  la  perpendico- 
lare, ma  si  richiede  [160]  che  superi  anche  il  lato 
DA  adiacente  alFangolo  dato;  allora  il  cerchio  ta- 
glia una  volta  il  lato  AB  e  Taltra  il  prolungamento, 
epperci6  il  problema  ammette  una  soluzione  sol- 
tanto. 

Corde  nel  cerchio. 

•19.  Una  corda  d'un  cerchio,  quando  non  passa 
per  il  centre,  divide  il  cerchio  in  due  parti  disu- 
guali.  [197]. 

Per  indicare  la  corda,  die  unisce  le  estremita  di 
un  arco  dato,  si  dice:  la  corda  sottesa  da  quell' arco. 
Per  converse,  trattandosi  d'un  cerchio,  e  volendo  in- 
dicare I'arco  che  ha  le  estremita  in  comune  con  una 
data  corda,  si  dice:  I'arco  che  sottende  quella  corda. Ma 
perche  in  un  cerchio  sono  due  gli  archi  che  sotten- 
dono  una  data  corda,  stabiliamo  che,  quando  si  parla 
dell'arco  che  sottende  una  data  corda,  dei  due  archi 
si  intenda  il  minore. 

•19.  Teor*  In  un  cerchio,  se  due  cordesono  ugua^ 
It,  gli  archi  che  le  sottendono  sono  eguali;  e  se  sono 
disuguali,  la  corda  maggiorei  sottesa  da  arco  maggiore. 

Dim*  Sia  un  cerchio  con  centre  0,  e  in  esse  due 
corde  uguali  AB,  CD.  Dioo  che  gli  archi  AB,  CD^ 
che  le  sottendono,  sono  eguali. 
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Infatti,  poich6  i  triangoli  OAB^  OCD,  hanno  i 
lati  rispettivamente  uguali,  e  [151]  anche: 

A{0)B  =  C{0)D. 

Per  conseguenza  [196]  Tarco  AB^  uguale  all'arco  CD. 

Sapponiamo,  in  secondo  luo- 
go,  che  la  corda  AB  sia  mag- 
giore  della  CD.  Dico  che  Tarco 
AB  e  maggiore  dell'arco  CD. 

Infatti,  poichS  nei  triangoli 
OABj  OCD  i  lati  ooncorrenti 
in  0  Bono  eguali,  e  il  lato  AB  h 
maggiore  del  lato  CDj  h  [153] 
A(p)B>  C(0)  D.  Quindi  [199]  anche  I'arco  AB  e 
maggiore  deirarco  CD. 

9t^.  Teor*  In  un  cerchio,  se  due  archi  sono  egua- 
li,  essi  sottendono  corde  uguali ;  e  se  sono  disuguali,  e 
minori  di  mezzo  cerchio,  I'arco  maggiore  soitende  cor- 
da maggiore. 

nim.  Sia  0  il  centre  del  cerchio,  e^  AB^  CD  i 
due  archi  eguali.  Dico  che  le  corde  AB,  CD  sono 
eguali. 

Si  considerino  i  due  triangoli  0  AB,  OCD.  Poi- 
ch&  gli  angoli  in  0  sono  eguali,  come  quelli  che  insi- 
stono  su  archi  eguali  [200],  e  i  lati  che  concorrono  in 
0 sono  eguali,  e  [149]  anche  AB^  CD. 

Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  I'arco  AB 
(senza  superare  mezzo  cerchio)  sia  maggiore  del- 
Tarco  CD.  Proveremo  che  la  corda  AB  ^  maggiore 
della  CD. 

In  questo  caso,  poich^  [^^^  ^^  ^^^o  maggiore 
insiste  angolo  al  centre  maggiore,  abbiamo : 

A{0)B  >  C{0)D. 
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Ed  ora,  osservando  i  triangoli  AOB,  COD,  si  con- 
chiude  [150]  essere  AB>  CD. 

ZtlL.  Tror.  In  un  cerchio  un  diametro  i  mag' 
giore  di  qualunque  corda  che  non  passi  per  il  centra. 

Dim.  Sia  0  il  centro  del  cerchio,  e  in  questo 
nn diametro  ABe  una  corda  CD 
qualunque,  che  non  passi  per  il 
centro.  Dico  essere  AB>  CD. 

Infatti;  poich^  la  somma  dei 
lati  OCyOD  del  triangolo  CO  D 
^  maggiore  [144]  del  terzo  CD, 
edhCO  =  AO,eOD  =  OB, 
anche  la  somma  dei  segmenti  AO,  OB,  cioe  il  dia- 
metro ABj  h  maggiore  della  corda  CD. 

••9*  Teor.  Se  due  cord^  d' un  cerchio  8ono 
uguali,  esse  hanno  distame  uguali  dal  centro. 

■Mm.  Siano  due  corde  uguali  AB,  CD.  Dico 
che  esse  sono  equidistanti  dal  centro,  che  sono  eguali 
cio6  le  perpendicolari  OE,  OF 
oalate  dal  centro  suUe  due  corde. 

Intanto,  perche  la  perpendico- 
lare,  calata  dal  centro  sopra  una     [  p 

corda,  divide  [187]  la  corda  per 
meti,  e  le  corde  AB,CD  sono 
eguali,  sono  eguali  anche  le  meta 
EBj  CF.  I  triangoli  rettangoli  OBE,  OCF  hsinno 
adunque  Pipotenusa  e  un  cateto  rispettivamente  ugua- 
li; quindi  6  anche  [155]  OE  =  OF. 

ttSm  Tesr.  Se  due  corde  di  un  cerchio  sono  disu- 
guali,  la  maggiore  ha  dal  centro  distanza  minor e. 

Dim.  Siano  due  corde  A  J5,  CD  disuguali,  e  sia 
AB>  CD.  Conduce  le  perpendicolari  OE,  OF.  Dico 
essere  OE  <0F. 
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Infatti,  poiche  la  perpendicolare,  calata  dal  cen- 
tro  sopra  una  corda,  dimezza  [187]  la  corda,  ed  & 

AB  >  CD^  anohe  BEy  meti  di 
ABj  &  maggiore  di  CFj  che  h  tma 
meti  di  CD.  Se  ora  consideriamo 
i  triangoli  rettangoli  OEBj  OFC^ 
troviamo  che  hanno  le  ipotenose 
uguali,  e  che  il  cateto  B  E  del  primo 
e  maggiore  del  cateto  CF  dell'al^ 
tro.  Ne  segae  [156]  che  Taltro  cateto  OE  del  primo 
triangolo  e  minor e  dxOF. 

•94.  Te«r.  In  un  cerchio,  se  dtie  corde  sono  equt^ 

disianti  dal  centro,  esse  sono  eguali.  * 

Dim.  Le  corde  infatti  non  possono  essere  disn- 

gaali,  perche  in  tal  caso  anche  le  distanze  dal  centre 

sarebbero  [223]  disugnali,  e  cio  contro  Tipotesi. 

99S.  Teop.  In  un  cerchio,  se  due  corde  hanno 
dal  centro  distanze  disuguxdi,  la  piU  vicina  i  mag- 
giore delta  pii  lontana. 

Him,  Siano  AB^  CD  due  corde  di  uno  etesso 
cerchio,  e  la  il  £  sia  piik  vicina  al  centro  che  non  la 
CD.  Dico  che  IaAB^  maggiore  della  CD. 

Infatti,  non  pu6  Ia  AB  essere  ugaale  alia  CDj 
perchS  in  tal  caso  essa  avrebbe  [222]  dal  centro  la 
stessa  distanza  che  la  CD,  e  ci6  contro  TipotesL 

N^ potrebb' essere  AB  <,CDj  perchd  in  tal  caso 
la  ^  jB  avrebbe  [223]  dal  centro  distanza  maggiore  di 
quella  della  CZ),  e  ci6  pare  contro  Tipotesi. 

Cosl,  poich^  non  pu6  essere  AB  ^  C7Z>,  ne 
AB  <C.CDj  e  necessariamente  AB  >  CD. 
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Posizione  rispettiva  di  due  cerchi. 

••••  liemina.  Fra  le  distanze  del  punti  d'un 
cerchio  da  una  stesso  piinto  che  non  sia  il  centra,  qtiella 
che  passa  per  il  centra  i  maggiare  d'agni  altra,  e 
quella,  un  cut  pralungamenta  passa  per  il  centra,  i 
minare  d'agni  altra. 

Him*  Dobbiamo  distingnere  due  casi,  secondo 
cioe  che  il  pun  to  giace  nelPintemo  del  cerchio,  od  h 
esterno. 

1®.  Sia  0  il  centro  del  cerchio  ed  A  un  punto  in- 
temo  al  cerchio,  ma  che  non  sia  il  centro.  Tirando 
^er  A  il  diametro  B  C,  abbiamo 
ia  AC  il  segmento  che  unisce 
il  punto  A  ad  un  punto  del  cer- 
chio passando  per  il  centro,  e 
mAB  quel  segmento  un  cui  pro- 
lungamento  passa  per  il  centro. 
Si  vuol  provare  che  AC  e  mag- 
giore  ed  ^jS  minore  d*ogni  altro  segmento  condotto 
da  A  fino  al  cerchio. 

A  tale  intento,  preso  sul  cerchio  un  punto  M  ad 
arbitrio,  diverse  per 6  da  j8  e  da  (7,  e  condotto  il  seg- 
mento A  M^  si  tiri  il  raggio  0  M. 

Ed  ora,  essendo  OC^OM,  aggiungendo  AOin 
comune,  abbiamo  che  AC  ^  uguale  alia  somma  dei 
segmenti  AO,  OM.  Ma  questa  somma  6  [144]  mag- 
giore  di  AM]  quindi  e  anche  AC>  AM. 

Osserviamo  ancora  il  triangolo  AOM.  Poiche  [  1 44] 
ciascun  lato  di  un  triangolo  h  minore  della  somma 
degli  altri  due,  OJlf,  ed  in  sua  vece  OB,  e  minore 
della  somma  dei  lati  AO,  AM.  Togliendo  il 0  di  co- 
mune, risulta  che  AB  e  minore  di  A M, 


-  105  — 

2**.  Sia  ora  nn  punto  A  esterno  al  cerchio.  Con- 
dotto  -40,  e  prolungato  questo  segmento  fino  in  J5y 

abbiamo  in  jI^  11  segmento 
cbe  passa  per  il  centre ;  A  C 
invece  6  il  segmento  un  cui 
prolongamento  passa  per  il 
centro.  Si  deve  provare  che 
AB^  massimo  ^AAC  minimo 
fra  tntti  i  aegmenti,  che  uniscono  il  punto  A  con  punti 
del  cerchio. 

Sia  M  un  punto  qualunque  del  cerchio,  diverso 
da  (7  e  da  B.  Si  tiri  -4  3/  e  il  raggio  0  M. 

Ed  ora,  poichS  ^  OB^OM^  aggiungendo  di  co- 
mune  A  O,  si  trova  che  AB  e  uguale  alia  somma  del 
due  segmenti  AOj  OM.  Ma  [144]  questa  somma  h 
xnaggiore  Ai  AM\  quindi  e  anche  AB">  AM. 

Osserviamo  di  nuovo  il  triangolo  AOM.  Poich6 
ciascun  lato  di  un  triangolo  &  minore  della  somma  de- 
gli  altri  due,  il  lato  .4  0  e  minore  della  somma  di  ^  ilf 
ed  OM.  Ma  e  OC^  OM]  quindi  il  rimanente  AC  ^ 
minore  del  rimanente  A  M. 

tt*9.  Omm,  Quando  il  punto  A  appartenga  al  cer- 
chio, in  questo  caso  il  segmento  che  passa  per  il  centro 
e  un  diametro;  I'altro  segmento  e  nullo.  II  teorema  sus- 
siste  adunque  anche  in  questo  caso,  perche  [221]  un 
diametro  S  maggiore  di  qualsiasi  corda  che  non  passa 
per  il  centro. 

998«  Teor.  Se  la  distama  dei  centri  di  due  cer- 
chi  i  maggiore  della  somma  dei  raggi,  ciascun  cerchio 
e  iuHo  fuori  dell'altro. 

Illai.  Siano  ^  e  jB  i  centri  di  due  cerchi  di  raggi 
ff  e  /J,  e  sia : 

AB  >  a-f /J, 
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e  per  conseguenza : 

AB  —  a>(i. 
Quindi,  facendo  AA'  =  a,  si  ha  ifl'B  >  §.  Pertanto 
[87,  93]   il  punto  A'  ap- 
partiene  al  cerchio  (^)  ed 
i  fuori  del  cerchio  ( B). 

Ma  fra  le  distanze  del 
punti  del  cerchio  (A)  dal       — ,  -,    ^       - 

punto  B,  qnella  del  panto 
A'  6  minore  d'ogni  altra, 

perch^  [226]  6  la  distanza  un  cui  prolnngamento 
passa  per  il  centre  del  cerchio.  Cosi,  poich&  la  minore 
distanza  e  maggiore  di  /),  tutti  i  punti  del  cerchio 
(A)  hanno  da  B  distanza  maggiore  di  /),  epper6  [93] 
sono  tutti  fuori  del  cerchio  (J5). 

Nello  stesso  modo  si  prova  che  il  cerchio  (B)  & 
tutto  faori  del  cerchio  (A). 

999»  Teor.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  cer^ 
chi  i  uguale  alia  somma  dei  raggi,  i  due  cerchi  hanno 
un  solo  punto  in  comune,  e  questo  i  situcUo  sul  seg- 
mento  che  unisce  i  centri.  E  ogni  altro  punto  di  cia- 
scuno  dei  cerchi  i  fuori  dell' altro  cerchio. 

Dim.  Siano  ^  e  J3  i  centri  di  due  cerchi  di  raggi 
a  e  /),  e  sia : 

AB  =  a  +  (i 
e  per  conseguenza: 

AB  —  a  =  fi. 
Quindi,  facendo  AC  ^  a^ 
si  ha  CB  =  /3.  Pertanto 
il  punto  C  appartiene  ad 
ambidue  i  cerchi. 

Ma  fra  le  distanze  dei  punti  del  cerchio  (il)  dal 
punto  j5,  quella  del  punto  C  S  minore  d'ogni  altra, 
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perche  [226]  e  la  distanza  nn  cui  prolnngamento  passa 
per  11  centro  del  cerchio.  E  poiohi  qnesta  distanza  i 
nguale  a  /),  tutti  gli  altri  prmti  del  cerohio  (A)  hanno 
da  B  distanza  maggiore  di  fi,  epper6  [93]  sono  tutti 
fuori  del  cerchio  (B). 

NeUo  stesso  modo  si  prova  che,  eccettuato  il  punto 
C,  ogni  pnnto  del  cerchio  (B)  6  fuori  del  cerchio  (A). 
990.  Teor.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  cer- 
chi  i  minor e  della  somma  dei  raggi  e  maggiore  della 
loro  differ enza J  i  due  cerchi  hanno  due  punti  comuni,  i 
quali  sono  posti  fuori  della  retta  dei  centri  e  sono  sim- 
metrici  rispetto  a  questa  retta.  Dai  due  punti  comuni 
ciascun  cerchio  i  diviso  in  due  archi,  i  quali  sono, 
nno  interna  e  Valtro  esterno  alValtro  cerchio. 

Him.  Siano  A^  Bi  centri  di  due  cerchi,  di  raggi 
a  e  /}.  Supponiamo,  per  il  caso  che  i  raggi  siano  disu- 
gnali;  che  sia  a  il  raggio  maggiore.  E  sia : 

AB  <a  +  fi,  (1) 

AB  >  a  —  fi.  (2) 

Cominciamo  ad  osservare  che  ciascuno  dei  seg- 

menti  A  B,  a  e  fi  h  minore  della  somma  degli  altri 

due.  Per  conto  di  -4  jB  que- 
sta relazione  &  accennata 
esplicitamente  nelF  en>in- 
ciato  del  teorema.  Per  conto 
B  di  j8,  essendo  /S  ^  «,  6  in 

ogni  caso : 
-B  p  <  a  -{-  AB. 

Infine,  aggiungendo  il  seg- 
mento  /5  ai  due  segmenti  significati  dai  membri  della 
disuguaglianza  (2),  otteniamo     a  <AB  -{'  p. 

Sappiamo  poi  [101, 102]  che,  se  sono  dati  tre  seg- 
menti, ciascuno  dei  quali  sia  minore  della  somma  de- 
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gli  altri  dne,  e,  facendo  centro  nelle  estremitd,  d'uno 
qnalsivoglia  di  essi,  si  descrivono  due  cerchi  con  raggi 
rispettivamente  nguali  agli  altri  due  segmenti,  i  cer- 
oid hanno  un  pnnto  almeno  in  comune,  e  qaesto  fuori 
della  retta  dei  centri.  Tanto  possiamo  dunque  dire  dei 
due  cerchi  in  questione ;  e  sia  C  il  punto  comune. 

Ed  ora  si  cali  da  (7  la  C2>  perpendicolare  ad  -4  J?, 
6  si  faccia  BE  ^  CD,  Poichfe  la  retta  AB  ^  Tasse 
del  segmento  CE,  i  punti  A  e  B  sono  equidistant! 
da  Ced  £  [163],  epper6  ancHe  il  punto  E  6  comune 
ai  due  cerchi.  I  cerchi  non  hanno  poi  altri  punti 
comuni;  giacch^  se  ne  avessero  un  terzo,  avreb- 
bero  medesimo  centro  [190],  e  allora  la  distanza 
dei  centri  non  potrebb'essere  maggiore  della  diffe- 
renza  dei  raggi  (neanche  nel  caso  in  cui  i  raggi  fos- 
sero  eguali). 

Chiamiamo  ora  M,  N  i  punti  [94]  in  cui  la  retta 
AB  in  contra  il  cerchio  (A).  Le  distanze  BM^BN 
sono,  una  maggiore  [226],  e  I'altra  minore  Ai  BC\ 
epper6,  essendo  BC  ^  fi,  possiamo  dire  [98]  che  dei 
due  punti  Af,  N,  uno  6  interne  e  Taltro  6  esterno  al 
cerchio  (B).  Per  conseguenza  un  punto,  che  percorra 
il  cerchio  (-4 ),  nel  percorrere  uno  dei  due  archi,  in  cui 
il  cerchio  6  diviso  dai  punti  M,  N,  deve  incontrare  il 
cerchio  (B)  per  uscire,  e  nel  percorrere  Taltro  arco 
deve  incontrarlo  nuovamente  per  rientrare.  E  perche 
i  due  cerchi  non  hanno  altri  punti  comuni  che  i  duo 
C  e  E,  uno  di  questi  dev'essere  il  punto  d'uscita  e 
Taltro  quello  d'entrata;  e  per  conseguenza  dei  due 
archi,  in  cui  il  cerchio  (A)  e  diviso  dai  punti  C,  Ey 
uno  e  tutto  intemo  e  I'altro  tutto  esterno  al  cer- 
chio B, 

Nello  stesso  modo  si  prova  che  dei  due  archi,  in. 
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cui  il  cerchio  (B)  i  diviso  dai  punti  (7,  E,  uno  6 
tutto  intemo  e  Taltro  tutto  esterno  al  cerchio  (A). 

9Si»  Teor.  Se  la  distanza  del  centri  di  due  cer- 
chi  i  uguale  alia  differema  dei  raggi,  i  cerchi  kanno 
un  punto  comune,  il  quale  cade  su  quel prolungamento 
del  segmento  dei  centri  che  i  delta  banda  del  centra 
del  cerchio  minore  ;  ogni  altro  punto  del  cerchio'  ma^- 
giore  i  fuori  del  cerchio  minore  ;  e  ogni  altro  punto  di 
questo  cerchio  i  intemo  alValtro. 

Olni.  Cominciamo  ad  osservare  che  i  raggi  dei 
due  cerchi  non  possono  essere  uguali,  dacche  in  tal 
caso  la  distanza  dei  centri  sarebbe  nnlla,  e  qnindi  i 
due  cerchi  coinciderebbero.  Chiamiamo  A  il  centre 
del  cerchio  maggiore  ed  a  il  sue  raggio ;  chiamiamo 

B  il  centro  dell' altro  cer- 
chio, e  /3  11  raggio.  Llpotesi 
&  significata  dall'eguaglian- 
za:  AB  ^  a  —  j3,  o  in  altro 
modo  dalla  seguente : 
AB+fi=tt. 
Sal  prolungamento  di 
A  j5,  partendo  da  £,  si  pren- 
da  un  segmento  BC  ^  fi. 
Cosi,  essendo  AC ^  AB  -{-  fi,  e  AC^  a.  Perci6  il 
punto  C  spetta  ad  entrambi  i  cerchi. 

Ma  fra  le  distanze  dei  punti  del  cerchio  (A)  dal 
punto  jB,  quella  del  punto  C  e  minore  d'ogni  altra, 
perche  [226]  e  la  distanza  un  cui  prolungamento  passa 
per  il  centro  del  cerchio.  £  poiche  questa  distanza  del 
punto  (7  da  j8  6  uguale  a  /3,  tutti  gli  altri  punti  del 
cerchio  (A )  hanno  da  B  distanza  maggiore  di  §j  ep- 
pero  [93J  sono  tutti  fuori  del  cerchio  (B). 

Kesta  provare  che  ogni  punto  del  cercliio  minore, 


-  no  - 

fatia  eccezione  per  il  punto  (7,  cade  nell'intemo  del 
cercbio  maggiore.  A  tal  fine  si  osservi  ohe  fra  le  di- 
stanze  dei  punti  del  cerobio  (B)  dal  ponto  A ,  qnella 
del  punto  C  e  maggiore  di  ogni  altra,  perchd  [226]  & 
la  distanza  che  passa  per  il  centro  del  cerchio.  Cosi^ 
poichd  questa  distanza  del  panto  C  de^Ah  ngualead  a, 
tatti  gli  altri  punti  del  cerchio  (B)  hanno  da  A  di- 
stanza minore  di  a,  epper6  [93]  sono  tutti  neirintemo 
del  cerchio  (A)  (*). 

999m  Teor.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  cer^ 
chi  i  minore  delta  differema  dei  raggi  il  cerchio  mag'- 
giore  i  tutto  fuori  del  minore,  e  questo  i  tutfo  nelVin-- 
terno  del  primo. 

Him.  Cominciamo  ad  osservare  che  i  raggi  dei 
due  cerchi  non  possono  essere  uguali,  dacchi  in  tal 
caso  la  distanza  dei  centri  dei  due  cerchi  (neanche 
se  i  centri  coincidessero)  non  potrebb'  essere  minore 
della  differenza  dei  raggi.  Chiamiamo  A  il  centro  del 
cerchio  maggiore  ed  a  il  suo  raggio ;  chiamiamo  B  il 
centro  dell'altro  cercbio  e  /)  il  raggio.  L'ipotesi  i  signifi- 
oata  dalla  disuguaglianza : 
AB  <  a  —  fij  0  in  altro 
modo  dalla  seguente: 
AB  +  fi  <  a. 

Sul  prolungamento 
di  ^  £  si  prenda  un  seg- 
mento  BB'^p.  Cosi,  es- 
sendo  AB'  =  AB -^  p^ 
ed  -4-B  +  /*  <  «j  ©  anche 

(*)  Sembrerebbe  che  bastasse  provare  cbe  ogni  punto  del 
cercbio  minore  h  interne  al  maggiore,  per  poter  conchindere 
r  altra  parte  del  teorema.  Ma  non  abbiamo  lapropoeasione:  sa 
una  figora  6  tutta  interna  ad  un' altra,  questa  ^  tutta  fnori 
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AB*  <^  a.  Pertanto  il  punto  B^  appartiene  al  cer- 
chio  (B),  e  cade  nell'interno  del  cerchio  (A).  Se  poi 
si  fa  ^  il'  ^  iX;  il  punto  A'  yiene  a  cadere  sul  prolan- 
gamento  di  BB'^fij  eppero  fnori  del  cerchio  (B). 

Ora  si  osservi  che  fra  le  distanze  dei  pnnti  del 
cerchio  (^)dal  panto  Bj  qaella  del  panto  A'  e  mi- 
nore  d'ogni  altra,  perch6  [226]  &  la  distanza  an  cni 
prolongamento  passa  peril  centre  del  cerchio.  Cosi, 
poiche  la  minore  distanza  6  maggiore  di  /),  tutti  i 
ponti  del  cerchio  (A)  hanno  da  B  distanza  maggiore 
di  fij  epper6  [93]  sono  tutti  faori  del  cerchio  B). 

Besta  a  provare  che  ogni  panto  del  cerchio  mi- 
nore &  interne  al  cerchio  maggiore.  Perci6  osserve- 
remo  che  fra  le  distanze  dei  pnnti  del  cerchio  (B) 
dal  panto  A^  qaella  del  panto  B^  d  maggiore  d'ogni 
altra,  perch&  [226]  &  la  distanza  che  passa  per  il  cen- 
tre del  cerchio.  Cosi,  poiche  la  maggiore  distanza  e 
minore  di  a,  tntti  i  panti  del  cerchio  (B)  hanno  da  A 
distanza  minore  di  a,  epper6  [93]  sono  tatti  nell' in- 
terne del  cerchio  (A). 

9MMm  Te«r»  Se  due  cerchi  hanno  in  comune  un 
punto,  che  non  sia  8ulla  retta  dei  centri,  Mora  la  di- 
stanza  dei  centri  i  minore  della  somma  ed  i  maggiore 
deUa  differenza  dei  raggi. 

Him*  Infatti,  unendo  il  panto  comane  coi  centri 
dei  cerchi,  si  ottiene  an  triangolo,  an  cai  late  6  la  di- 
stanza dei  centri  e  gli  altri  dae  sono  dae  raggi  dei 
cerohi.  [144,  145]. 

U  C*r«  t*^.  8e  due  cerchi  hanno  un  punto  co^ 


dAlIa  prima.  Infatti,  ad  es.,  se  dividiamo  un  angolo  in  tre  parti^ 
ogni  panto  dell' angolo  intermedio  h  dentro  dell*  angolo  date,  e 
qaeato  non  &  tntto  faori  delP  altro. 
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mune  eke  non  sia  sulla  retta  dei  centri,  essi  hanno  un 
altro  punto  comune,  [233,  230]. 

tS^.  Cor*  9\  Se  due  cerchi  hanno  un  solo  punto 
comune,  questo  appartiene  alia  retta  dei  centri.  [234]. 

9SG*  Teor*  Se  due  cerchi  hanno  un  solo  punto 
comune,  la  distanza  dei  centri  i  uguale  alia  somma  o 
alia  differenza  dei  raggij  secondo  che  ciascun  cerchio  i 
csterno  all'altro,  oppure  uno  i  interno  alV altro,  [235, 

229,  231]. 

989.  Teor«  Se  due  cerchi  non  hanno  nessun 
punto  comune,  la  distanza  dei  centri  ^  maggiore  delta 
somma  dei  raggi  o  minore  delta  differenza  dei  raggij 
secondo  che  ciascun  cerchio  i  tutto  fuori  dell' altro, 
oppure  uno  dei  cerchi  i  interno  alValtro.  [228,  229, 

230,  231,  232]. 

«88.  Due  cerchi,  se  hanno  nn  solo  punto  comune, 
si  dicono  tangenti  in  quel  punto  (si  toccano  in  quel 
punto),  il  quale  si  dice  punto  di  contatto, 

1  due  cerchi  si  dicono  tangenti  esternamente,  se 
oiascuno  6  esterno  all' altro ;  e  si  dicono  tangenti  in* 
ternamente,  se  uno  dei  due  S  interno  all'altro. 

Di  due  cerchi,  che  abbiano  due  punti  comuni, 
si  dice  che  si  segano  in  quel  due  punti. 

88fl.  Teor«  Se  due  cerchi  si  toccano,  essi  hanno 
medesima  tangente  nel  punto  di  contoUo, 

Hlm^  Infatti,  poich^  il  punto  di'contatto  si  trova 
suUa  retta  dei  centri  [235],  la  perpendicolare  a  que- 
43ta  retta  in  quel  punto  e  tangente  [207]  ad  ambidue  i 
i  cerchi  (*). 

(*)  A  tal  punto  si  potrebbe  passare  alia  lettura  dei  tr© 
primi  capitoli  della  Stereometria, 
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Esercizi. 

fOI.  Due  corde  di  nno  stesso  cerchio,  se  non  sono  ambedue  due 

diametri,  non  possono  dimezzarsi  scambieyolmente.  ( Indi* 

rettamente.  [186, 114]). 
102.  Gondarre  per  on  panto,  dato  nell'  intemo  di  an  cerchio, 

una  corda  in  modo  che  essa  sia  dimezzata  dal  panto 

dato.  [186]. 
t03.  Se  una  retta  taglia  due  cerchi  concentrici,  i  segmenti  di 

essa,  compresa  tra  i  cerchi,  sono  eguali  tra  loro.  [187]. 
104.  Se  due  corde  uguali  si  tagliano,  le  parti  dell'  una  sono  ri« 

spettivamente  uguali  alle  parti  dell'altra. 
t05.  Se  due  cerclii  eguali  si  tagliano,  essi  si  tagliano  in  parti 

rispettivamente  uguali.  [196]. 

106.  Due  cerchi  non  possono  tagliarsi  scambieyolmente  per 
metjt. 

107.  Due  corde,  condotte  per  le  estremit&  di  un  diametro  e  f or- 
manti  con  questo  angoli  alterni  eguali,  sono  eguali.  I  loro 
punti  di  mezzo  e  il  centro  sono  in  linea  retta. 

108.  Tirare  per  un  punto,  dato  nell' intemo  di  un  cerchio,  la 
piii  piccola  corda  possibile. 

109.  Costruire  un  triangolo,  dati  dae  lati  e  1'  altezza  relativa  al 
terzo  lato. 

110.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  un  angolo  adiacente, 
e  V  una  o  V  altra  delle  mediane  uscenti  dai  vertici  degli 
altri  due  angoli. 

111.  Condurre  in  un  cerchio  una  corda,  cosi  che  (prolungata 
se  il  punto  ^  esterno )  passi  per  un  punto  dato,  ed  abbia  le 
estremit^  equidistanti  da  un  altro  punto  dato. 

112.  Con  centro  dato  descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  un  cer- 
chio dato. 

113.  Biconoscere,  col  solo  compasso,  se  la  distanza  tra  due 
punti  dati  duguale  alia  somma  di  due  dati  segmenti.  [229]. 

114.  Con  centri  dati  descrivere  due  cerchi,  che  si  tocchino  ester- 
namente,  e  i  cui  raggi  abbiano  data  differenza. 

its.  Con  centri  dati  descrivere  due  cerchi,  che  si  tocchino  in* 
ternamente,  e  i  cui  raggi  formino  una  somma  data, 

116.  Son  dati  un  cerchio  e  una  retta.  Condurre  una  tangente 

al  cerchio,  la  quale  non  abbia  con  la  retta  data  nessun 

panto  in  comune.  [29]. 

s 
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117.  Dato  un  triangolo  equilatero  e  un  punto  dove  che  sia,  de* 
scrivere  un  cerchio,  che  disti  egaalmente  dai  vertici  del 
triangolo  e  dal  panto  dato. 

118.  Se  due  cerchi  eguali  si  tagliano,  e  si  conduce  una  retta 
perpendicolare  alia  corda  comune,  i  segmenti  della  retta 
compresi  tra  i  cerclii  sono  eguali  tra  loro. 

119.  Se  un  cercUo  6  tutto  interno  ad  un  altro,  e  una  retta  li 
taglia  tutti  e  due  in  modo  che  le  parti  di  essa,  comprese 
tra  i  cerchi,  siano  eguali,  essa  retta  6  perpendicolare  alia 
retta  dei  centri. 

120.  Se  un  cerchio  6  iflcritto  in  un  angolo,  tutti  i  triangoli  ta- 
gliati  via  dalPangolo  dato  con  tangenti  al  cerchio,  con- 
dotte  in  modo  che  il  cerchio  rimanga  fuori  di  ciascun 
triangolo,  hanno  perimetri  ug^alL  [214].  —  £,  se  si  con- 
giungeil  centre  con  le  estremitii  di  una  di  queste  tangenti, 
Tangolo  che  si  ottiene  6  costante  (ugaale  alia  met&  del- 
r  angolo  compreso  dai  raggi,  che  vanno  ai  punti  di  con- 
tatto  dei  lati  delP angolo  dato). 

121.  Se  un  poligono,  di  numero  pari  di  lati,  6  circoscritto  (*)  ad 
un  cerchio,  la  somma  dei  lati  di  posto  pari  ^  uguale  alia 
somma  dei  lati  di  posto  dispari. 

122.  Se  una  spezzata  circoscritta  ad  un  cerchio  ha  i  lati  eguali, 
gli  angoli  di  posto  pari  sono  eguali  tra  loro ;  e  cosi  i  ri- 
manenti. 

123.  Descrivere  un  quadrangolo  regolare,  che  abbla  i  vertici 
sui  due  archi  interni  di  due  cerchi  eguali  che  si  tagliano. 

124.  In  cerchi  disuguali,  corde  uguali  hanno  dai  centri  rispet- 
tivi  distanze  disuguali ;  e  se  due  corde  hanno  dai  centri 
distanze  uguali,  esse  sono  disuguali.  [187]. 

125.  Per  segnare  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  ad  un  cer- 
chio, passanti  per  un  punto  dato  fuori  del  cerchio,  basta : 
descrivere  il  cerchio  concentrico  al  dato  e  che  passa  per  il 
punto  dato ;  quindi  tirare  la  tangente  al  cerchio  dato  nel 
punto  in  cui  esso  h  incontrato  dal  segmento  che  unisce  il 
centre  col  punto  estemo ;  e  infine  unire  i  punti,  ne'  quali 
codesta  tangente  incontra  [97]  il  maggiore  dei  due  cerchi, 
col  loro  centre. 


(*}  Un  cerchio  8i  dice  iteritto  in  un  poligono,  se  tocca  tutti  i  lati  del 
poligont).  Per  converso  il  poligono  si  dice  eirco$critto  al  cerchio. 
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126.  Due  corde,  perpendicolari  a  uno  stesso  diametro,  compren* 
dono  archi  eguali ;  e,  reciprocamente,  se  dne  corde,  che 
non  si  tagliano,  comprendono  archi  egaali,  il  diametro 
perpendicolare  ad  una  ^  perpendicolare  anche  all'  altra. 

127.  Dae  corde,  perpendicolari  a  ana  terza  ed  eqoidistanti  dai 
termini  di  qaesta,  sono  egaali. 

128.  Circoscrivere  a  an  cerchio  ana  spezzata  eqailatera,  i  cai 
lati  siano  egaali  a  an  segmento  dato« 

129.  Ciascano  di  dne  cerchi  ^  esterno  all'altro.  Qaale  ^  la  piii 
grande,  e  qaale  la  piii  piccola  delle  distanze  tra  an  panto 
di  ano  dei  cerchi  e  an  panto  dell'  altro  ?  [172]. 

130.  Un  cerchio  ^  tntto  neU'interno  di  an  altro,  senz'aver  con 
qnesto  il  centro  in  comane.  Qaale  ^  la  piii  grande,  e  qaale 
la  pia  piccola  delle  distanze  tra  un  panto  di  ano  dei  cerchi 
e  an  panto  dell*  altro  ? 

131.  II  minore  di  dae  cerchi  ^  tatto  neU'interno  dell' altro,  e  i 
due  cerchi  non  sono  concentrici.  Fra  le  corde  del  mag- 
giore,  tangenti  al  minore,  qaale  ^  la  piii  grande,  e  qaale 
la  minima?  [226]. 

132.  Tra  i  segmenti,  ohe  si  possono  condarre  a  an  cerchio  da 
un  panto  che  non  ^  il  centro,  due,  che  facciano  angoli 
eguali  col  minimo,  sono  egaali  tra  loro ;  e  se  fanno  angoli 
disaguali,  quello,  che  fa  angolo  maggiore,  ^  minore.  [150]. 

133.  Condarre  la  tangente  a  on  cerchio  in  an  suo  panto  dato, 
senza  usare  del  centro.  (  8i  prendono  sul  cerchio,  partendo 
dal  punto,  dne  archi  eguali ... )« 

134.  Tirare  una  retta,  che  tocchi  due  cerchi  egaali  ed  esterni 
I'uno  all'altro.  [121,211]. 

135.  Costmire  un  triangolo,  dati  ha  ,  m  a  ,  e  &. 

136.  Se  due  cerchi  egaali  hannoi  centri  sopraun  terzo  cerchio, 
e  questo  ne  taglia  uno,  esse  taglia  anche  1'  altro.  E  i  due 
primi  cerchi  sono  divisi  dal  terzo  in  parti  rispettivamente 
uguali. 

137.  Se  due  poligoni  d'  egual  numero  di  lati  sono  circoscritti  a 
due  cerchi  eguali,  e  sono  rispettivamente  uguali  le  di- 
stanze dei  yertici  dai  centri,  i  poligoni  sono  eguali. 

136.  Se  due  cerchi  eguali  si  tagliano,  ogni  segmento  terminato 
ai  dne  archi  intemi,  oppure  ai  due  esterni,  e  condotto  per 
il  punto  dove  la  corda  comune  ^  tagliata  dalla  retta  dei 
centri,  S  diviso  per  met&  da  questo  punto. 
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139.  Trovare  an  panto ^  che  sia  equidistante  da  due  punti  dati 
Aj  B,  e  che  abbia  data  distanza  da  an  terzo  puato  C, 

(Attesa  V  infinita  varietd  di  questioni  geometrichef  che 
possono  essere  proposte,  I  impossibile  indicare  un  m«- 
todo  generate  per  risolvere  tutti  i  problemi  di  Oeome- 
tria.  Esistonoperb  dei  metodi,  che  si  possono  appHcare 
a  intere  classi  di  questioni;  ilpiii  generated  quello  in 
cui  si  fa  uso  dei  luoghi  [86]  geometrici.  Di  quesio  me- 
todo  daremo  qui  un  breve  cenno. 

La  risoluzione  della  maggior  parte  dei  problemi  geo- 
metrici si  riduce  in  fine  alia  determinazione  di  unpunto. 
E  la  difficoltd  dipende  ordinariamente  da  cib  che  cotal 
punto  deve  sodisfare  nel  tempo  stesso  a  piit  eondizioni. 
In  tal  easo  si  considerano  queste  condizioni  separata^ 
mente  Vuna  dalV  altra;  ciascuna  sarh  sodisfatta  da  in- 
numerevoli  punti,  da  tutti  i  punti  di  una  certa  figura^in^ 
somma  da  un  luogo  geometrico.  8e  questi  luoghi  saranno 
rette  o  cerchi,  e  si  saprh  trovarli,  nel  punto  comune  si 
avrd,  il punto  richiesto.  Che  se  i  luoghi  descritti  avessero 
piil  punti  comuni,  o  nessuno,  si  conchiuderebbe  rispefti- 
vamente  che  ilproblema  ammette  altrettante  soluzioni,  o 
che  non  ne  ammette  nessuna. 

Ad  es.,  nel  problema  precedente  si  vede  chiaro  che  il 
punto  domandato  deve  sodisfare  a  due  condizioni  di- 
stinte;  a  quella  di  essere  equidistante  dai  due  punti  A  e 
B,  6  a  quella  di  avere  dal  punto  C  una  distanza  data. 
Alia  prima  sodisfanno  tutti  e  unicamente  [163]  t  punti 
delV  asse  del  segmento  A  B ;  alia  seconda  condizione  so- 
disfanno  tutti  e  soltanto  i  punti  del  cerchio,  che  ha 
centro  in  C  e  raggio  eguale  alia  distanza  data,  Pertanto 
il  punto  cercato  deve  trovarsi  ad  un  tempo  e  sulla  retta 
e  sul  cerchio  accenncUi. 

Se  si  tratta  di  un  caso  particolare,  la  retta  e  il  cerchio 
si  descrivono,  e,  secondo  che  hanno  nessuno,  uno,  o  due 
punti  in  comune,  nessun  punto,  uno,  o  due  sono  i  punti 
domandati.  Ma  quando  si  tratta  di  accennare  soltanto  H 
come  si  risolva  ilproblema,  allora  si  pub  anche  trala- 
sciar  di  fare  una  figura;  allora  la  considerazione  delle 
particolaritd,  che  possono  presentarsi,  costituisce  tin 
complemento  necessario  della  trattazione  del  problema. 
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complemento  che  si  dice  discussione  del  problema;  laddo^ 
ve  le  considerazioni  preliminari,  dalle  quali  risulta  ilda 
farsi,  costituiscono  eib  che  8i  dice  I'analisi  del  problema. 
Da  quanta  precede  riesce  manifesta  V  importanza  di 
eonoscere  molti  luoghi  geametrici,  che  siano  perb  rette,  o 
eerehi.  Ora  ne  accenneremo  parecchi,  e  poi  ci  propor- 
remo  problemi,  nei  quali  si  possa  fame  applieazione). 

140.  Quale  figara  h  il  luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  rag- 
gio,  che  passano  per  un  panto  dato  ? 

1 4 1.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  che  passano  per  due  punti  dati. 

142.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi,  che  toccano  una  retta  in  un 
panto  dato. 

143.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi,  i  quali  toccano  due  rette  che 
si  tagliano. 

144.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi,  che  toccano,  esternamente  o 
intemamente,  un  cerchio  dato  in  un  punto  dato. 

145.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  toccano. 
(intemamente  od  esternamente)  un  cerchio  dato. 

146.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi,  che  toccano  due  dati  cerchi 
concentrici. 

147.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  hanno  con 
un  dato  cerchio  in  comune  una  corda  eguale  a  un  dato 
segmento. 

148.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  dimez- 
zano  un  cerchio  dato. 

149.  Luogo  dei  punti  di  mezzo  delle  corde  di  un  cerchio,  che 
sono  eguali  a  un  dato  segmento. 

150.  Luogo  dei  punti  da  cui  si  possono  condurre  a  un  cerchio 
dato  tangenti  eguali  a  un  dato  segmento. 

15 1.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  tagliano 
un  cerchio  dato  sotto  angolo  dato  ( tali,  cio^,  che  le  rispet- 
tive  tangenti  nel  punto  d'incontro  comprendono  un  an- 
golo dato). 

152.  Descrivere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  passi  per  un 
punto  dato,  ed  abbia  il  centre  sopra  una  retta  data,  o  so- 
pra  an  cerchio  dato.  [I40J. 

153.  Descrivere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  passi  per  due 
punti  dati.  [140]. 

154.  Descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  due  punti  dati,  ed 
abbia  il  centre  sopra  un  cerchio  dato.  [141]. 
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155.  Descrivere  un  cerchio  di  dato  raggio,  che  tocchi  ana  retta 
data  in  un  panto  dato.  [142, 140]. 

156.  Descrivere  an  cerchio,  che  tocchi  dae  date  rette  le  quali 
si  tagliano,  e  che  abhia  il  centro  sopra  an  cerchio 
dato.  [143]. 

157.  Da  an  punto  sono  tirate  le  tangenti  ad  an  cerchio.  Si  de- 
acriva  on  altro  cerchio,  che  tocchi  le  due  tangenti  e  il 
cerchio  dato.  [143]. 

158.  Con  raggio  dato  descrivere  an  cerchio,  che  tocchi  an  cer- 
chio dato  in  un  punto  dato.  [144, 140]. 

159.  Descrivere  un  cerchio,  che  abbia  raggio  dato,  passi  per  an 
punto  dato,  ed  abbia  datadistanza  daun  punto  dato.  [226]. 

160.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  I'ipotenusa  di  un  trian- 
golo  rettangolo,  e  un  cateto  in  un  punto  dato.  [142, 143]. 

16 1.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  un  cer- 
chio dato,  ed  abbia  il  centro  sopra  una  retta  data.  [145]. 

162.  Descrivere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  abbia  il  cen- 
tro sopra  un  cerchio  dato,  e  che  tocchi  un  altro  cerchio 
dato.  [145]. 

163.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  dati  cerchi  concen* 
trici,  e  passi  per  un  punto  situate  tra  i  due  cerchi.  [146]. 

164.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  un 
panto  dato  e  tocchi  un  dato  cerchio.  [140, 145]. 

165.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  dae 
cerchi  dati.  [145]. 

166.  Descrivere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  passi  per  un 
punto  dato,  e  dimezzi  un  cerchio  dato.  [140, 148]. 

167.  Iscrivere  e  circoscrivere  un  cerchio  a  un  triangolo  equi- 
latere.  [143]. 

168.  Iscrivere  un  cerchio  in  un  triangolo  qualunque.  [143]. 

169.  Iscrivere  un  cerchio  in  un  quadrangolo,  nel  quale  sono 
eguali  tra  lore  due  lati  consecutivi,  ed  eguali  tra  loro  an- 
che  gli  altri  due  lati.  [143]. 

170.  Tirare  una  corda,  che  sia  perpendicolare  a  un  diametro 
dato,  ed  eguale  a  un  dato  segmento.  [149]. 

17 1.  Trovare  sopra  un  cerchio  un  punto,  che  abbia  da  un  dia- 
metro dato  data  distanza.  [170]. 

172.  In  un  cerchio  tirare  una  corda,  che  sia  eguale  a  un  seg- 
mento dato,  e  che  sia  dimezzata  da  un*altra  corda 
gnata  nel  cerchio.  [149]. 
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173.  Da  iin  punto  dato  tirare  a  un  cerchio  dato  una  secante  ia 
modo  clie  la  parte  di  qaesta,  che  d  compresa  nel  cer- 
chio, sia  egnale  a  un  dato  segmento.  [149]. 

174.  Da  an  panto  dato  condorre  a  on  cerchio  dato  ana  secante 
in  goisa  che  Pangolo  al  centre,  che  insiste  snirarco  ta< 
gliato  via  dalla  secante,  sia  egnale  a  nn  angolo  dato.  [149]. 

175.  Descrivere  mezzo  cerchio,  che  abbia  le  estremitii  sopra  nn 
lato  di  nn  triangolo  adiacente  ad  angoli  acnti,  e  che  toe* 
chi  gU  altri  due  lati  del  triangolo.  [143]. 

176.  Tirare  una  retta,  che  abbia  data  distanza  da  un  punto 
dato,  e  sia  eqnidistante  da  due  punti  dati. 

177.  Con  raggio  dato  descrivere  nn  cerchio,  che  abbia  il  centro 
sn  cerchio  dato  (  o  sn  retta  data ),  e  che  tagli  un  altro  cer- 
chio dato  in  modo  che  la  corda  comune  sia  egnale  a  nn 
dato  segmento.  [147]. 

178.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio,  che  tagli  due  dati 
cerchi  in  modo  che  le  corde  comuni  siano  eguali  rispetti- 
vamente  a  due  dati  segment!.  [147]. 

179.  Descrivere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  passi  per  un 
dato  pimto,  ed  abbia  con  un  dato  cerchio  in  comune  una 
corda  egnale  a  un  segmento  dato.  [140, 147]. 

180.  Sopra  un  cerchio  (od  una  retta)  trovare  nn  punto  cosi, 
che  le  tangenti  da  esse  condotte  a  un  dato  cerchio  siano 
eguali  a  un  dato  segmento.  [150]. 

181.  Descrivere  tre  cerchi  eguali  in  modo  che  ciascuno  tocchi 
gli  altri  due  e  due  lati  diun  triangolo  equilatero  dato.  [143]. 

182.  Dato  un  cerchio  e  una  retta,  tirare  una  secante  in  modo 
che  le  parti  di  qnesta  comprese,  una  nel  cerchio,  I'al- 
tra  fra  il  cerchio  e  la  retta,  siano  eguali  a  due  dati  seg- 
ments [149, 150]. 

183.  Costmire  un  triangolo,  date  V  altezza  e  la  mediana  rela- 
tive a  nn  lato,  e  dato  il  raggio  del  cerchio  circoscritto. 
( Si  oostmirik  dapprima  il  triangolo  di  cui  1'  altezza  e  la 
mediana  sono  due  lati.  Poi  si  determiner^  il  centro  del 
cerchio  circoscritto.  [140, 168] ).  * 

184.  Costmire  un  triangolo,  dato  un  lato,  la  sonmia  degli  altri 
due,  e  V  altezza  relativa  a  nno  di  questi  lati. 

185.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio  cosi  che  le  tan- 
genti, condotte  ad  esse  da  due  punti  dati,  siano  eguali 
rispettivamente  a  due  dati  eegmenti. 
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186.  In  nn  cerchio  tirare  una  corda  in  modo  cbe  la  differenza 
tra  i  dne  archi,  in  cui  easa  divide  il  ceroliiOy  sia  eguale  a 
un  dato  arco  dello  stesso  cerohio. 

187.  £  dato  nn  cerohio,  nna  tangente,  e  nn  pnnto  sn  qnesta.  Si 
descriya  nn  cerchio,  che  tocchi  estemamente  il  dato,  ab- 
bia  il  centre  sulla  tangente,  e  passi  per  il  pnnto  dato.  ( Si 
porti  snlla  tangente,  partendo  dal  pnnto,  nn  segmento 
egnale  al  raggio  del  cerobio ). 

188.  Per  nn  pnnto  dato  fuori  di  un  cerobio  condurre  a  qnesto 
nna  secante  in  modo  cbe  il  segmento  compreso  nel  cercbio 
e  qnello  compreso  tra  il  cercbio  e  il  pnnto  dato  siano 
egnali.  (La  qnestione  si  ridnce  a  costraire  nn  triangolo  di 
cui  sono  noti  dne  lati  e  la  mediana  relativa  al  terzo  lato). 

189.  Gostmire  tre  cercbi  di  dati  centri,  cbe  si  toccbino  a  dne 
a  dne.  [168]. 

190.  Un  cercbio  e  nna  retta  non  banno  nessnn  pnnto  comnne. 
Qnale  ^  la  pid  grande  e  qnale  la  pift  piccola  tra  le  distanze 
dei  pnnti  del  cercbio  dalla  retta?  [226, 160]. 

19 1.  Sono  dati  dne  pnnti  Ae  B  sopra  nn  cercbio,  e  nn  terzo 
pnnto  C  esternamente.  Si  vnol  tirare  per  A  e  B  dne 
corde  A  A'  e  BB'  in  modo  cbe  gli  arcbi  da  esse  compresi 
siano  egnali,  e  cbe  la  retta  A'B'  passi  per  C.  (  Si  tagli  la 
retta  A'B'  col  cercbio  concentrico  col  dato  e  cbe  passa 
per  C...  [126]). 

192.  Dato  nn  pnnto  A  e  dne  cercbi  di  centri  B,  C,  tirare  per  A 
nn  segmento  cbe  abbia  le  estremit^  sni  dne  cercbi,  e  cbe 
sia  diyiso  per  met&  dal  pnnto  A,  (I  segmenti,  cbe  sona 
dimezzati  dal  pnnto  A  e  cbe  banno  nna  e8tremit4  sopra 
nno  dei  cercbi,  sn  cbe  linea  banno  Paltra  estremit&P). 

193.  Per  nn  pnnto  dato  tirare  nn  segmento,  cbe  abbia  una 
estremit&  sopra  un  cercbio  dato  e  I'altra  sn  retta  data, 
in  modo  poi  cbe  sia  dimezzato  dal  pnnto  dato.  (Si  cali  dal 
pnnto  la  perpendicolare  snUa  retta;  la  si  dimezzi...). 

194.  Gostmire  nn  triangolo,  dati  a^hbytna' 

195.  Gostmire  nn  qnadrangolo  ABCD,  dati  AC^  CD^  DB^ 
A{C)D  e  C(A)B. 

196.  Dato  nn  triangolo  rettangolo,  descrivere  nn  cercbio  cbe 
toccbi  I'ipotennsa,  cbe  passi  per  il  vertice  dell' angola 
retto,  e  cbe  abbia  il  centre  sopra  un  cat-eto.  (Si  dimezzi 
Tangolo  opposto  al  cateto,  cbe  si  considera). 
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197.  Iscrivere  in  un  cerchio  an  qaadrangolo,  di  cni  si  cono* 

scono  due  lati  opposti  e  la  distanza  dei  ponti  di  mezzo  di 

codesti  lati. 
M,  Due  cerclii  lianno  per  diametri  dae  raggi  formanti  an 

diametro  di  nn  terzo  cerchio.  Si  descriva  un  cerchio,  che 

tocchi  tntti  e  tre  i  cerchi  dati. 

199.  Si  determini,  nsando  del  solo  compasso,  i  pnnti  in  cni  la 
retta,  determinata  da  due  pnnti  dati,  taglia  nn  dato  cer- 
chio. ( Si  costmisca  il  pnnto  simmetrico  al  centre  rispet- 
to  alia  retta  data.  Poi,  facendo  centro  nel  nuovo  pnnto  e 
Gon  raggio  eg^ale  a  qnello  del  cerchio  dato,  si  descriva 
an  cerchio...  6i  discnteranno  i  vari  casi). 

200.  Le  altezze  di  nn  triangolo  acutangolo  passano  per  nno 
stesso  pnnto. 


CAPITOLO  V 

RETTE    PARALLELE 


Rette  parallele. 

t40.  Due  rette  d'uno  stesso  piano,  se  vengono 
tagliate  in  due  punti  distinti  da  una  terza  retta  (clie 
diremo  trasversale  delle  due  prime),  formano  con 
questa  otto  angoli,  relativamente  ai  quali  si  sono 
adottate  le  seguenti  denominazioni. 

Qli  angoli  a,  6,  p,  q  si  di- 
cono  esterni ;  gli  altri  quattro  si 
diconotnf€rwi(ri8petto  alle  ABj 
CD). 

Due  angoli,  come  i  due  a  ed 
m ,  uno  estemo,  I'altro  intemo, 
posti  da  una  stessa  banda  della 
trasversale   e   non  adiacenti,   si   dicono  corrispon-' 
denti. 

Due  angoli,  come  i  due  c  ed  n,  ambidue  intemi, 
non  adiacenti,  e  situati  da  bande  opposte  della  tras- 
versale, si  dicono  alterni. 

Due  angoli,  come  i  due  c  ed  tn,  ambidue  intern! 
e  situati  da  una  stessa  banda  della  trasversale,  si  di- 
cono coniugatu 

it4i.  Teor.  Se  due  rette  fanno  con  una  terza  an- 
goli  alterni  eguali,  esse  non  hanno  nessun  punto  cO" 
tnune  (non  s'incontrano  mai). 

Dim.  Le  rette  AB^C D  formino  con  hi,  EF  nei 
punti  H,  K  i  due  angoli  alterni  KHA^  HKD  ,che 
siano  eguali.  Dico  che  le  rette  AB^  CD  non  s'in- 
contrano. 
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Infatti,  se  i  raggi  HA^KC  s'incontrassero,  chia- 
mando  if  il  panto  d'iucontro,  ci  sarebbe  nn  triangolo 

MHK^  nel  quale  Fangolo  ester- 
no  HKD  sarebbe  ngaale  al« 
Tintemo  opposto  irZf-4;  e  ci5 
non  pn6  essere.  [182]. 

Se  s'incontrassero  i  raggi 
HB,  KD,  chiamando  A'il  punto 
d'incontro,  ci  sarebbe  un  trian* 
golo  NHKj  nel  quale  Tangolo  esterno  KHA  sarebbe 
ttguale  all'intemo  opposto  HKD;  e  cio  ^  impossibile. 
(Non  si  pu6  pensare  che  sMncontrino  i  raggi  HA^ 
KDj  perchS  essi  giacciono  da  bande  opposte  [48,  2^] 
della  jEJ^.  E  per  la  stessa  ragione  non  possono  incon- 
trarsi  i  raggi  HBy  KC). 

Le  due  rette  ABj  CD  non  hanno  adunque  nes- 
sun  punto  comune  (*). 

949*  Def.  Due  rette,  che  giacciono  in  uno  stesso 

piano  (**)  e  che  non  s'incontrano,  si  dicono  parallele. 

•48.  Cor.  M9m  Se  due  rette  fanno  con  una  ierza 

due  angoli  corrispondenti  eguali,  esse  sono  parallele. 

Infatti,  se  sono  eguali  gli  angoli  corrispondenti 

EHB^  HKD,  poicW  anohe  K{H)  A  6  uguale  ad 

(*}  Piti  semplicemente  (cio^  fondandosi  su  minor  numero 
di  premesse)  si  pa6  dimostrare  il  precedente  teorema,  mo- 
strando  (mediante  sovrapposizione)  reguaglianza  delle  dae 
figure  che  sono  da  bande  opposte  della  trasversale.  Donde 
segue  che  le  rette  AB,  CD,  se  si  incontrassero  da  una  ban- 
da  deUa  trasversale,  dovrebbero  incontrarsi  anche  dalPaltra, 
e  qnesto  doppio  incontro  non  pa6  aver  luogo.  [25, 8^]. 

(**)  Nella  Planimetria  la  condizione  che  le  dne  rette  giac- 
ciano  in  uno  stesso  piano  h  sempre  sottintesa;  epper6,  do- 
vendo  provare  che  due  date  rette  sono  parallele,  baster^  pro- 
▼are  che  non  s'incontrano. 
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E(H)  B  [129],  i  due  angoU  altemi  KHA,  HKD  sono 
egaali,  6pper6  [241]  le  rette  AB^  CD  sono  parallele. 

•44.  Cor.  9^.  Se  due  rette 
fanno  con  una  terza  due  angoli 
^eoniugaii  supplementari,    esse 
sono  parallele. 

Infatti,  se  i  due  angoli  con- 
ingati  BHK^  HKD  sono  snp- 
plementari,  poich^  anche  gli 
angoli  adiacenti  KHAy  BHK  sono  supplementari 
[126],  ed  angoli  supplementari  di  uno  stesso  sono 
eguali  tra  loro  [81],  i  due  angoli  altemi  KHAj  HKD 
sono  eguali,  epper6  [241]  le  rette  AB,  CD  sono  pa- 
rallele. 

•4A.  Cor.  8^.  Due  rette  perpendicolari  ad  una 
terza,  sono  parallels. 

Questa  proposizione  e  un  caso  particolare  di  cia- 
scuna  di  quelle  dei  §§  241,  243,  244. 

•4«.  Teor*  Per  un  punto  situato  fuori  di  una 
retta,  si  pud  condurre  una  parallela  alia  retta. 

Dim.  Sia  un  punto  A  e  una  retta  B  C  non  pas- 
sante  per  A.  Si  vuol  provare  che  per  A  si  pu6  con* 
durre  una  retta  parallela  alia  BC. 

Preso  sulla  BC  xm  punto  D  ad  arbitrio,  si  tiri 
la  retta  i4i),  e  si  costruisca  [152]  in  ^4  e  sulla  AD 
Tangolo EADegasAe  alFangolo  BDA.  La  retta  AEy 
cosi  ottenuta,  e  la  retta  BC 
sono  parallele  [241],  appunto  j^\  ^ 

perchd  fanno  con  la  retta  A  D 
gli  angoli  altemi  EAD,  BDA 
eguali  tra  loro.  Conchiudiamo       "5  \'d 

che  veramente  per  ecc. 

•«•  Abbiamo  veduto  [246]  che,  dato  un  punto  ed 
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una  retta  che  non  passi  per  esse,  si  pu6  sempre  con- 
diirre  per  il  pnnto  una  retta  che  siaparallela  [51, 
242]  alia  data.  Ora  viene  spontanea  la  domanda: 
La  retta,  che  si  trova  con  I'indicata  costruzione,  gode 
essa  sola  la  propriety  di  passare  per  il  punto  dato  e 
di  non  incontrare  la  retta  data  f  (*). 

II  che  equivale  a  chiedere :  Se  ogni  altra  retta, 
che  passi  per  A  e  non  coincida  con  la  AE,  incon- 
iri  necessariamente  la  3  0. 

Osservando  la  figura,  ci  si  trova  indotti  ad  am- 
mettere,  senza  difficolt^,  che  in  fatto  ogni  retta,  che 
passa  per  A  e  non  coincide  con  la  A  Ej  incontra  ne- 
cessariamente la  retta  B  C  (**).  Accettiamo  dnnqne 

(*)  Questa  domanda  ^  tanto  piii  giastificata,  in  qnanto 
cbe  nella  costrnzione  indicata  nel  §  246  c*  ^  delParbitrario.  Si 
pa6  sospettare  che,  cambiando  la  posizione  del  pnnto  D ,  ri- 
solti  in  fine  nna  retta  distinta  dalla  A  E, 

(**)  Si  Bono  fatti  parecchi  tentatiyi  (nn  centinaio  a  di- 
tittnra)  per  dimostrare  codesta  proposizione ;  ma  tutti  con 
risnltamenti  infelici.  Non  mancano  i  casi,  in  cui  ci6  sia  do- 
vnto  a  paralogismo;  pin  spesso,  tacitame;ite  od  espressamen- 
te,  la  pretesa  dimostrazione  si  fonda  su  nnovo  postulate.  In  tal 
case  essa  non  si  pn6  accettare,  perchd,  al  punto  in  cui  siamo, 
dimostrare  che  per  un  punto  dato  in  un  piano  passa  una  retta 
soltantOy  che  non  incontri  un' altra  retta  data,  sitnata  nel 
piano  stesso,  yuol  dire  dedurre  questa  verity  per  forza  di  lo- 
giea  dai  postulati  o  dai  teoremi  gi&  stabiliti. 

L'esito  infelice  dei  numerosi  conati,  tendente  a  dimo- 
strare la  proposizione  geometrica  in  discorso,  fece  infine  pen- 
Bare  cbe,  o  essa  non  sia  vera,  o  che  sia  indipendente  da'  po- 
stolati  precedenti.  Fu  dimostrato  che  haluogo  appunto  questa 
indipendenza;  epper6  si  h  abbandonato  Pidea  di  tro?are  una 
dimostrazione,  che  si  sa  ormai  impossibile. 

Tra  i  postulati,  dai  quali  si  pu6  dedurre  logicamente  la 
proposizione  in  discorso,  uno  semplicissimo  ^  questo :  Esists 
tin  quadrangolo,  che  ha  tutti  gli  angoli  retti  (un  quadrate). 
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per  indubitato  il  seguente  fatto  geometrioo,  le  cui 
consegaenze,  qaando  si  possono  accertare  sperimen-* 
talmente,  si  trovano  in  costante  acoordo  con  la  realta* 

949*  Postalato  della  |i»rallel». 

Data  una  retta  e  un  punto  fuori  di  essa,  per  il 
punto  non  si  pud  condurre  che  una  sola  retta,  che  sia 
parallela  [242]  alia  data  (*). 

Questo  fatto  geometrico  si  pa6  accertare  sperimentalmente, 
laddove  qnello  espresso  dal  postulate,  che  siamo  per  ammet* 
tere,  non  si  pu6  accertare  in  nessuna  maniera. 

(*)  Cio6,  per  il  punto  non  si  pu6  condurre  che  una  retta 
sola,  la  quale  non  incontri  la  retta  data,  pur  giacendo  [511 
can  essa  in  un  medesimo  piano. 

Questo  postulate  6  pid  sempUce  di  quelle  equivalente 
d'EucLiDB,  perchft  indipendente  dal  concetto  di  misura.  Code- 
sto  postulate  non  gode  per6  dello  stesso  grade  di  evidenza 
degli  altri,  perch6  esse  ha  luoge  compiutamente  fuori  del 
campo  della  nostra  esperienza. 

Deftalslone  yeacrale  dl  paralleli^  Consideriamo  ana 
retta  -4 -S  e  un  punto  C,  che  non  giaccia  sulla  retta;  tiriamo 
per  questo  punto  la  retta  CD  perpendicolare  alia  retta  data, 
e  poi  la  retta  EF  perpendicolare  alia  CD.  Sappiamo  [245} 
che  le  due  rette  AB^EFnon  s' incontrano. 

Imaginiamo  era  che  la 
retta  CD  rueti  interne  al 
punto  C,  e  sia  nel  sense  in 
cui  girano  le  lancette  degli 
orologi.  In  questa  ipetesi  il 
punto,  nel  quale  la  retta  mo- 
bile incontra  \&  AB,  va  al- 
lontanandosi  sul  raggio  DA; 
viene  poi  il  memento,  in  cui  questo  punto  d'interseeione  -jpih. 
non  esiste,  perch^  la  retta  mobile  non  incontra  piti  la  rette 
AB.  Come  sparisca  il  punto,  non  si  pu6  comprendere  (*); 

(•)  Giacchd  fino  a  tanto  che  la  retta  mobile  taglia  la  i  B ,  al  punto  d'  in- 
tereezione  resta  da  percorrere  tutto  un  raggio,  rispetto  al  quale  6  un  nulla  il 
segmeoto  gt&  percorso. 
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•!••  €#r*  ±\  Due  rette,  parallde  ad  una  terza, 
9ono  parcUlele  tra  loro. 

Infatti,  sele  due  prime  re tte  s'incontrassero,  per  il 
panto  d'incontro  passerebbero  due  re  tte  distinte,  pa* 

ma  al  piii  tardi  la  retta  mobile  finisce  di  tagliare  la  AB, 
quando  essa  ha  raggianta  la  posizione  della  EFy  quando  cio^ 
il  raggio,  che  esce  da  C  e  passa  per  D,  ha  descritto  nn  an- 
golo  retto. 

Volendo  per  ora  lasciare  impregiudicata  la  questione, 
imaginiamo  che  aia  HK  la  prima  posizione  nella  quale  la  retta 
mobile  non  incontra  pi^  la  retta  AB.liSk  retta  HK,  che  non 
incontra  Ia  AB,  par  giacendo  con  qnesta  in  an  medesimo  pia- 
no, e  che,  girata  in  on  seneo  conveniente  intomo  al  punto  C^ 
d'nn  angolo  comnnque  piccolo,  viene  a  tagliare  ltkAB,Bi  dice 
paraUela  alia  AB  candotta  per  il  punto  C, 

Costroiscasi  ora  I'angolo  MCD  egnale  all'angolo  DCH, 
Attesa  I'egoaglianza  manifesta  delle  due  parti,  nelle  quali  la 
figora  &  tagliata  dalla  retta  CD,  si  comprende  che  la  retta  M N 
non  incontra  l&  AB,  par  giacendo  con  questa  in  an  medesimo 
piano;  ma  che  yerrebbe  a  tagliare  la,  AB,  purch^  fosse  fatta 
girare  intomo  al  punto  C,  in  an  sense  conveniente,  sia  pure 
d'un  angolo  piccolissimo.  Fertanto  anche  la  retta  MNbi  deve 
dire  parallela  alia  AB  condotta  per  il  punto  C. 

Daci6che  precede  si  conchiude  che,  se  Tangolo  DCH 
{angolo  di  parallelisfno)  6  minore  di  un  retto,  in  tal  case  per 
il  panto  date  si  possono  condurre  due  parallele  alia  retta  data* 
Yi  sono  poi  innumerevoli  rette  (quelle  passanti  per  C  e  situate 
negli  angoli  HCN  e  KCM)  le  quali,  pur  giacendo  con  la,  AB 
in  on  medesimo  piano,  passano  per  il  punto  C  e  non  incon- 
trano  la  retta  AB  (*)• 

lifa  se  Tangolo  di  parallelismo  h  retto,  le  due  parallele  HK 
ed  NM  vengono  [128]  a  coincidere  in  una  stessa  retta  EF\ 

{*)  Secondo  la  nostra  [349]  definizione  di  parallela,  anche  qaeste  relte 
sarebbero  parallele  alia  i  B.  Ma  nella  Geometria  astratta  codesta  denomina* 
zione  si  riserba  alle  dae  BK,  MN,  le  quali,  oltre  della  proprieU  di  non  in- 
contrare  la  AM,  hanno  questa  di  diveotar  secanti  della  A  B,  non  appena  siano 
tette  girare,  la  un  senso  oonvenieote,  intorno  un  loro  punto,  di  un  angola 
per  quanto  piccolo. 
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rallele  tutte  e  dae  alia  terza  retta;  e  ci6  contraria- 
xnente  al  postulate  della  parallela. 

tAO.  €ap«  M\  Se  due  rette  8ono  parallele,  e  una 
terza  retta  ne  incontra  una,  essa  incontra  anche  I'altra. 

Infatti,  se  una  retta  EF^ 
che  incontra  la  AB^  non  in- 
con  trasse  la  CZ),  che  6  paral-  .  „.  ^ 
lela  alia  AB,  per  il  punto  di 
incontro  H  passerebbero  due 

rette  AB  ed  EF,  tutte  e  due        

parallele  alia  CD;  e  cio  non  C  D 

puo  essere.  [248]. 

ttkU  Teor.  Se  due  parallele  sono  tagliate  da  una 
terza  retta,  gli  angoli  alterni  sono  eguali  tra  loro. 

Dim*  Le  rette  parallele  A  B,  CD  siano  taglia- 
te  [250]  dalla  EF  nei  punti  H,  K.  Dico  che  gli  angoli 
alterni,  ad  es.  i  due  C{K)H^  B{H)K sono  eguali. 

Se  questi  due  angoli  non 
sono  eguali,  uno  dei  due  sara 
maggiore;sia5(ir)JE'>  C(K)H] 
si  tagli  dal  maggiore  Tangolo 
N{H)K,  che  sia  eguale  al  mi- 
nore  C(JS:)H.  La  retta  MN^ 
quindi  distinta  dalla  A  B.  v^ 

Ora  le  rette  MN^  CDj  perche  fanno  con  la  £^-P 

epper6  in  qnesto  caso  per  il  panto  C  non  passa  che  una  sola 
retta  pardUela  alia  AB]  ^  ogni  altra  retta  condotta  per  G 
taglia  Itk  AB  necessariamente. 

Lasciando  indeterminato  I'angolo  di  parallelismo  e  se- 
gnitando  nelle  dednzioni,  si  ottiene  una  Geometria  cosl  detta 
astratia^  della  quale  la  Geometria  eaclidea,  che  noi  svilappe- 
remo  nel  seguito,  non  k  che  an  caso  particolare ;  qnel  caao  oio^ 
in  cui  Pangolo  di  parallelismo  h  retto. 
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gli  angoli  altemi  C  (if  )  if ,  N{H)K  egaeMj  souo  pa- 
rallele.  Cosi  per  il  panto  H  vediamo  passare  due 
retie  AB,  MNj  parallele  ambedue  alia  CD.  Ci6  non 
pii6  [248]  essere ;  epper6  resta  provato  che  gli  angoli 
CKH,  B  HK  sono  eguali. 

it99.  €•■»•  t°«  Se  due  parallele  sono  tagliate  da 
una  terza  reita,  gli  angoli  corrispondenti  sono  eguali. 

Infatti,  poiche  gli  angoli 

altemi  BHK,  CKH  sono  e- 

^  ^ .  p        guali  [251],  e  Tangolo  A  HE  6 

nguale  all'angolo  BHK  [1 29], 

anche  gli  angoli  AHE^CKH 
D       sono  eguali. 

•«8«  Cor.  •''•  Se  due  pa- 
rallele  sono  tagliate  da  una 
terza  retta^  gli  angoli  coniugati  sono  supplementari, 
Infatti,  poichfi  gli  angoli  K{H)A,  H{K)D  sono 
eguali,  perche  altemi  fatti  da  due  parallele  con  una 
terza  retta,  e  B{H)K  6  supplementare  [126]  di 
K{H)A,  anche  [81]  B{H)K  e  H{K)D  sono  sup- 
plementari. 

•ft4«  Cor.  3®.  Se  due  rette  sono  parallele,  ed  una 
Urza  retta  i  perpendicolare  ad  una,  essa  i  perpendi- 
colare  anche  alValtra, 

Questa  proposizione  si  pu&  considerare  come  con- 
segnenza  di  ciascuna  delle  tre  precedenti.  [250]. 

9ft6.  Teor.  Se  due  rette  fanno  con  una  terza  an- 
goli  coniugati,  che  non  siano  supplementari,  esse  s'  inr 
amtrano  e  per  Vappunto  da  quella  banda  delta  terza 
retta,  dove  sono  gli  angoli  coniugati  la  cui  somma  i 
minore  di  due  retti. 

Dim.  Sappiamo  che,  se  una  retta  taglia  due  rette 
che  siano  parallele,  gli  angoli  coniugati  che  ne  risul- 
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tano  sono  supplementari  [253].  Per  coosegnenza,  se 
dae  rette  fanno  con  una  terza  angoli  coningati  che 
non  siano  supplementari,  esse  non  possono  essere 
parallele ;  ma  si  devono  incontrare.  E  Tincontro  non 
pu6  accadere  dalla  banda  dove  sono  gli  angoli  con- 
ingati che  danno  una  somma  maggiore  di  due  retti, 
perchS  in  ogni  ,triangolo  la  somma  di  due  angoli  e 
minore  di  due  retti.  [133]. 

•Ml*  Teoi>«  Se  due  rette  sono  rispettivamente  per* 
pendicolari  a  due  altre  che  si  segano,  si  segano  an^ 
cV  esse. 

Dim*  Siano  due  rette  AB^  CD  che  s'incontrano 
in  JS,  e  due  altre  rette  jPJT,  HL  rispettivamente  per- 
pendicolari  alle  prime.  Dico  che  le  rette  FKj  HL  si 
devono  incontrare. 

Infatti,  se  non  s'incontras- 
sero,  se  fossero  parallele,  allora 
la  retta  C2>,  perch^  perpen- 
dicolare  alia  HL^  sarebbe  [254] 
perpendicolare  anche  alia  FK] 
e  allora  per  uno  stesso  punto  E 
passerebbero  due   rette   CD, 

AB  perpendicolari  ambedue  ad  unastessa  retta  FK^ 
il  che  non  pu6  essere  [114,  136].  Gosi  resta  provato 
che  le  rette  FK^  HL  s'  incontrano. 

Somma  degli  angoli  di  un  poligono. 

•«1f.  Teor.  In  ogni  triangolo  un  angolo  esterno 
i  uguale  alia  somma  del  due  angoli  intemi  opposti. 

Dim.  Sia  il  triangolo  -4  J?  C,  e  si  prolunghi  un 
lato,  ad  es.  il  lato  J5(7,  in  D.  Dico  che  I'angolo  ester- 
no  ACD  i  uguale  alia  somma  dei  due  angoli  intemi 
oppostiu4J?(7,  CiljB. 


J 


—  131  — 

S&ppiamo  gia  [132]  che  on  angolo  estemo  ^  mag- 
giore  di  ciascuno  del  dae  intemi  opposti.  Per  conse- 

gnenza  dall'angolo  AC  Dei  pno 

/B  tagliar  via  una  parte  E{C)Dj 

I  che  sia  eguale  ad  A  (B)  C]  ed 

il  raggio  CE  cade  necessaria- 

mente  nell'angolo  AC D. 

Ora,  perche  le  rette  BAj 
CE  formano  con  la  J32>  gli  angoli  corrispondenti 
ABC  J  ECD  egoali,  esse  sono  [243]  parallele.  Sono 
qnindi  eguali  gli  angoli  ACE^  CAB,  come  altemi 
fatti  dalle  parallele  ABj  CE  con  la  AC.  Per  con-* 
seguenza  la  somma  dei  due  angoli  ACE,  ECD,  cio& 
a  dire  tutto  I'angolo  ACD,  h  uguale  alia  somma  dei 
due  angoli  CAB,  ABC. 

949.  Teor»  La  somma  degli  angoli  d'un  trian- 
goto  i  uguale  a  due  retti. 

Dim.  Sia  un  triangolo  qualunque  ABC\  dico 
che  la  somma  de'  suoi  tre  angoli  e  uguale  a  due 
retti. 

Si  prolunghi  uno  dei  lati,  ad  es.  il  lato  BCin  D. 
Sappiamo  che  la  somma  dei  due  angoli  CAB,  ABC 

e  uguale  all'angolo  estemo  op- 
posto  A  CD.  Cosi,  aggiungendo 
di  comune  Tangolo  BCA,  tro- 
viamo  che  la  somma  dei  tre 

/ \  angoli  del  triangolo  e  uguale 

alia  somma  dei  due  angoli  a- 
diacenti  B  CA,  ACD.  Ma  quest'  ultima  somma  e  [126] 
ngaale  a  due  retti;  tale  e  per  conseguenza  anche 
la  somma  degli  angoli  del  triangolo. 

9JKB.  €or.  t%  8e  la  somma  di  due  angoli  di  un 
triangolo  i  uguale  alia  somma  di  due  angoli  di  un 
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altro  triangolo,  anche  gli  angoli  rimanenti  sono  eguali 
tra  loro.  E  reciprocamente,  se  ecc. 

Infatti,  poichft  la  somma  degli  angoli  di  un  trian- 
golo 6  uguale  alia  somma  degli  angoli  dell'altro,  sot- 
traendo  d'  ambe  le  parti  quelle  somme,  o  quegli  an- 
goli che  sono  eguali  per  ipotesi,  si  ottengono  resti 

eguali. 

«eO.  Cor.  «**.  /  due  angoli  acuti  di  un  triangolo 

rettangolo  sono  complementari. 

••i.  Cor.  B\  In  ogni  triangolo  equilatero,  da- 
scun  angolo  i  la  terza  parte  di  due  retti,  epperb  anche 
due  terzi  di  un  retto, 

tet.  Teor.  La  somma  degli  angoli  di  un  poli- 
gono  (convesso)  i  uguale  a  tante  volte  due  retti,  quanti 
sono  i  lati  del  poligono,  meno  quattro  angoli  retti. 

Dim.  Si  unisca  un  punto,  preso  ad  arbitrio  nel- 
rinterno  del  poligono,  con  tutti  i  vertici.  Cosl  si  ot- 
tengono tanti  triangoli,  quanti  sono  i  lati  del  poli- 
gono. Manifestamente  la  somma  degli  angoli  del  po- 
ligono 6  uguale  alia  somma  di  tutti  gli  angoli  dei 
triangoli,  diminuita  della  somma  degli  angoli  che  sono 
intorno   al  punto  interne.  Ma 
la  somma  degli  angoli  d'un  tri- 
angolo d  sempre  uguale  a  due 
retti  [258],  e  la  somma  degli 
angoli  che  sono  intorno  ad  un 
punto  6  uguale  a  quattro  retti 
[127].  Quindi  la  somma  degli 

angoli  del  poligono  e  uguale  a  tante  volte  due  ret- 
ti, quanti  sono  i  lati  del  poligono,  meno  quattro 
retti. 

••8.  Teor*  In  ogni  poligono  (convesso)  la  som^ 
ma  degli  angoli  esterni,  che  si  ottengono  prolungando 
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in  ciascun  vertice  uno  del  lati  che  concorrono  in  essOj 
i  ugucUe  a  quattro  retti. 

Dim.  Infatti,  poiche  ciascnno  degli  angoli  ester- 
ni,  preso  con  rinterno  adiacente,  da  una  somma  egaale 
a  due  retti  [126],  la  somma  di  tutti  gU  angoli  interni 
ed  esterni  h  uguale  a  tante  volte  due  retti,  quanti  sono 
i  vertici  del  poligono,  cioe  quanti  sono  i  lati.  Per  con- 

seguenza  essa  &  uguale  alia 
somma  di  tutti  gli  angoli  dei 
triangoli  che  si  ottengono  u- 
nendo  coi  vertici  del  poligono 
un  punto  preso  nell'intemo 
del  poligono  [258].  E  poichfe 
le  due  somme  hanno  in  co- 
mune  gli  angoli  del  poligono, 
sottraendo  da  ambedue  questi  angoli,  troviamo  che 
la  somma  degli  augoli  esterni  6  uguale  alia  somma 
degli  angoli  che  sono  intomo  al  punto  intemo.  Essa 
e  qnindi  [127]  eguale  a  quattro  retti. 

Esereizi. 

201.  Se  i  lati  di  due  angoli  hanno  rispettivamente  medesime 
direzionij  o  direzioni  opposte  (*),  gli  angoli  sono  egnali. 
Sono  invece  supplementari,  se  due  lati  hanno  medesima 
direzione  e  gli  altri  due  hanno  direzioni  opposte. 

202.  Se  due  angoli  hanno  i  lati  rispettivamente  perpendicolari, 
essi  sono  eguali  o  supplementari. 

203.  Se  due  lati  di  un  triangolo  si  prolungano  di  \k  dal  pnnto 
comnne,  e  ciascnno  di  un  segmento  eguale  air  altro  lato, 
e  poi  si  uniscono  i  termini  dei  segmenti  con  quelli  del 
terzo  lato,  si  ottengono  due  rette  parallele. 

(*)  Due  raggi  si  dicono  avere  medesima  direzione  o  direzioni  opposte, 
se  appartengODO  a  rette  parallele,  e  giacciono  dalla  stessa  bands  o  da  bande 
opposte  della  retta,  cbe  passa  per  i  punti  ond^escono  i  raggi. 
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204.  Se  due  parallele  sono  tagliate  da  una  traaversale  nei  punti 
Ae  Bj  e  una  quarta  retta  taglia  la  trasversale  e  le  pa- 
rallele nei  punti  C,  D,  E,  in  modo  che  sia  AC^  AD^^ 
AnGheBC  =  BE. 

205.  IJniti  due  punti  A,  B,  presi  su  dae  rette  parallele,  e  se- 
gnato  ad  arbitrio  an  punto  C  sol  segmento  A  Bj  da  una 
stessa  banda  della  retta  AB  si  prendano  solle  due  pa- 
rallele i  segmenti  AM^ACeBN=,BC]  e  si  unisca  C 
con  M  e  con  N,  Si  dimostri  che  V  angolo  MCN  h  retto. 

206.  Le  tangenti  condotte  ad  un  cerchio  in  due  pdnti,  che  non 
siano  diametralmente  opposti,  s*  incontrano.  [256]. 

207.  Se  si  condacono  le  tangenti  ad  un  cerchio  nelle  estremitii 
di  un  diametro,  e  poi  una  terza  tangente  qualsivoglia,  e  si 
uniscono  i  punti  dove  questa  incontra  le  due  prime  col 
centro,  ivi  si  ottiene  un  angolo  retto. 

208.  Dimostrare  il  teorema  relative  alia  somma  degli  angoli 
di  un  poligono,  conducendo,  da  un  punto  qualunque,  del 
raggi  rispettiyamente  paralleli  ai  lati  del  poligono.  [201]. 

200.  Se  ciascuno  di  due  poligoni  di  n  lati  h  equiangolo,  gli  an- 
goli dei  due  poligoni  sono  eguali.  [262]. 

2 1 0.  Un  angolo  di  un  triangolo  h  ottuso,  retto  od  acuto,  se- 
condo  che  la  mediana  tirata  al  lato  opposto  6  minore, 
uguale,  0  maggiore  della  inet&  di  questo  lato.  E  recipro- 
camente. 

211.  Se  un  angolo  di  un  triangolo  isoscele  h  uguale  a  due  terzi 
di  retto,  il  triangolo  k  equilatero. 

212.  L'altezza,  calata  sulP  ipotenusa  di  un  triangolo  rettan- 
golo,  divide  il  triangolo  in  due,  equiangoli  tra  loro  e 
col  totale. 

213.  La  parallela  alia  base  di  un  triangolo  isoscele,  tirata  per 
il  vertice  del  triangolo,  dimezza  T  angolo  estemo  adia- 
cente  aU*  angolo  al  vertice.  £,  reciprocamente,  labisettrice 
di  questo  angolo  h  parallela  alia  base.  —  E  se  la  bisettrice 
di  un  angolo  estemo  di  un  triangolo  h  parallela  al  lato 
opposto,  il  triangolo  e  isoscele. 

214.  Se  due  triangoli  hanno  i  lati  rispettivamente  paralleli, 
hanno  gli  angoli  ordinatamente  uguali.  ( Due  angoli  con- 
tenuti  da  lati  paralleli  sono  [201]  eguali  o  supplementari. 
Ma  non  si  pu6  ammettere  che  ad  un  tempo  due  angoli  di 
lino  dei  triangoli  siano  rispettivamente  supplementari  di 
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dae  aDgoli  dell'aUro,  giacch^...  sommando...  [258]).  Al- 
trettanto  si  pa6  dire,  se  i  dae  triangoli  hanno  i  lati  rispet- 
tivamente  perpendicolari. 

215.  Raddoppiare,  col  mezzo  del  solo  compasso,  il  segmento 
compreso  tra  dae  pnnti  dati.  (  Si  costmiscano  tre  triangoli 
equilateri.  [261,1^). 

216.  Se  per  tre  pnnti  DjE^  F,  presi  ad  arbitrio  sni  lati  di  an 
triangolo  ABCjBi  condncono  tre  rette in  modo  cbe  fac- 
ciano  coi  lati  del  triangolo  angoli  egaali,  queste  tre  rette, 
incontrandosi,  formano  an  triangolo,  i  cni  angoli  sono  or- 
dinatamente  ngaali  a  qaelli  del  triangolo  dato. 

217.  Se  in  an  triangolo  rettangolo  nn  angolo  acato  ^  doppio 
dell'  altro,  1'  ipotennsa  h  doppia  del  cateto  minore.  (  Si  tagU 
r  angolo  retto  in  parti  rispet . . .  ecc.). 

218.  L' angolo,  che  la  perpendicolare  calata  da  una  estremit^ 
deUa  base  di  an  triangolo  isoscele  sal  lato  opposto  fa  con 
la  base,  ^  metli  delP  angolo  al  vertice.  ( Si  tiri  dal  vertice 
la  perpendicolare  alia  base). 

219.  L' angolo,  cbe  la  bisettrice  di  on  angolo  esterno  di  an 
triangolo  forma  col  lato  opposto,  h  agnale  alia  semidiffe- 
renza  dei  due  angoli  del  triangolo  cbe  non  sono  adiacenti 
aU'angolo  dimezzato.  (Per  il  vertice  di  uno  di  questi  an- 
goli si  tiri  la  parallela  alia  bisettrice). 

220.  Se  da  un  punto  di  un  lato  di  un  angolo  acuto,  e  dentro 
1'  angolo,  si  tirano  due  rette  rispettivamente  perpendico- 
lari ai  lati,  e  si  dimezza  T  angolo  delle  perpendicolari,  la 
bisettrice  taglia  i  lati  dell' angolo  dato  in  punti  egaal- 
mente  distanti  dal  vertice. 

22 1.  La  differenza  di  due  angoli  di  un  triangolo  ^  doppia  del- 
r  angolo  compreso  dall'altezza  e  dalla  bisettrice  uscenti 
dal  vertice  del  terzo  angolo. 

222.  La  difPerenza  tra  gli  angoli  acuti  di  un  triangolo  rettan- 
golo h  uguale  all' angolo  compreso  dall'altezza  e  dalla  me- 
diana  uscenti  dal  vertice  dell'  angolo  retto. 

223.  Sia  ABCxm  triangolo  rettangolo  in  C.  Sull' ipotennsa  A B 
si faccia  AD^ACeBE  =  BCfeBi  tirino  CEe  CD,  Di- 
mostrare  cbe  1'  angolo  D  CE  h  met&  di  un  retto.  [187, 268]. 

224.  Se  sul  lato  maggiore  di  un  triangolo  si  prendono,  par- 
tendo  dalle  estremit^,  due  segmenti  eguali  rispettiva- 
mente ai  lati  adiacenti,  e  si  uniscono  le  estremit^  di 
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qaesti  segmenti  col  vertice  opposto,  ivi  si  ottiene  nn  an- 
golo  che  6  ngnale  alia  semisomma  di  qnei  due  angoli  del 
triangolo,  che  sono  adiacenti  al  lato  maggiore. 

225.  Tirare  la  perpendicolare  a  nn  segmento  in  ana  estremiti, 
senza  prolnngare  il  segmento.  (Si  costmisce  an  triangolo 
eqailat-ero,  e  si  prolanga  ano  dei  lati  di  an  segmento 
egaale  al  lato  stesso . . . ). 

226.  Se  sopra  ana  retta  si  prendono  dne  segmenti  egaali  A  B, 
BC,  e  costraito  sa  BC  an  triangolo  eqailatero  BCD,&. 
costrnisce  bvlADuti  altro  triangolo  eqailatero  ADE,  si 
ottiene  an  angolo  EA  C,  che  h  retto. 

227.  Se  si  condncono  le  bisettrici  degli  angoli  estemi  di  an 
triangolo,  risaltano  intorno  al  dato  tre  triangoli,  che  sono 
equiangoli  tra  loro  e  col  triangolo  composto  daiqaattro.  E 
ciascan  angolo  del  triangolo  dato  k  sapplem^ntare  del  dop- 
pio  delPangolo,  che  gli  h  opposto  nel  triangolo  circoscritto. 

228.  n  segmento,  che  anisce  il  vertice  dell*  angolo  retto  di  an 
triangolo  rettangolo  col  panto  di  mezzo  dell*  ipotenasa,  h 
agaale  alia  metk  dell' ipotenasa.  (Se  Cd  il  vertice  dell'an- 
golo  retto  e  D  il  panto  di  mezzo  delP  ipotenasa,  si  tiri  CDj 
e  sal  prolangamento  si  faccia  DE=CD,  Infine  si  tiri  EA. 
Si  proverA  essere  CE^AB). 

229.  Che  cosa  ^  il  laogo  dei  panti  di  mezzo  dei  segmenti, 
che  sono  egaali  a  an  segmento  dato,  ed  hanno  le  estre- 
nitk  sai  lati  di  an  angolo  retto? 

230.  Laogo  dei  panti  tali  che  le  tangenti  tirate  da  essi  a  an 
cerchio  dato  comprendano  angolo  dato. 

23 1.  Trovare  sopra  ana  retta  data  o  sopra  an  dato  cerchio  an 
panto  tale  che  le  tangenti,  condotte  da  esso  ad  an  cerchio 
dato,  comprendano  an  angolo  dato. 

232.  Trovare  sopra  ana  retta  data  an  panto,  che  sia  eqoidi- 
stante  da  dae  panti  dati.  (Caso  d' impossibility). 

233.  Descrivere  an  cerchio,  che  passi  per  an  panto  dato  e 
tocchi  ana  retta  data  in  an  panto  dato. 

234.  Descrivere  an  cerchio,  che  tocchi  dae  rette  date,  e  ana  di 
queste  in  an  panto  dato. 

235.  Descrivere  an  cerchio,  che  tocchi  ana  retta  data  e  tocchi 
xm  cerchio  dato  in  an  panto  dato. 

236.  Descrivere  an  cerchio,  che  tocchi  dae  raggi  di  an  cerchio 
dato  e  V  arco  compreso  dai  raggi  stessi. 
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237.  Date  dae  rette  parallele,  descrivere  un  cercbio,  cbe  ne 
tocchi  una  in  punto  dato,  e  che  tagli  dall'  altra  una  parte 
Bgaale  a  on  dato  segmento. 

238.  Descrivere  un  cercliio,  che  passi  per  dne  punti  dati  e  che 
tagli  on  cerchio  dato  in  modo  che  la  corda  comane  sia 
parallela  a  una  retta  data. 

239.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  tre  dati  cerchi  eguali. 
(  Si  supponga  risoluto  il  problema,  e  che  il  raggio  del  cer- 
chio domandato  aumenti  (o  diminuisca)  di  quanto  h  il 
raggio  dei  cerchi  dati.  Per  quali  punti  va  allora  a  passare 
il  cerchio?). 

240.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  un  cerchio  dato  e  che 
tocchi  una  retta  data  in  un  punto  assegnato.  (Per  questo 
punto  si  tiri  la  perpendicolare  alia  retta  data,  e  sopra 
questa  perpendicolare,  partendo  dal  piede,  da  una  banda  e 
dall'  altra  della  retta  data  si  portino  due  segmenti  eguali 
al  raggio  del  cerchio  dato.  I  punti  cosi  ottenuti  si  uni- 
ranno  col  centre,  e  poi  si  tireranno  per  i  punti  di  mez- 
zo... ecc). 

24 1.  Trovare  un  punto,  che  sia  vertice  comune  di  due  triangoli 
isosceli  aventi  per  basi  due  segmenti  dati  ( Case  d'  im- 
possibility). 

242.  Trovare  un  punto  tale  che,  unendolo  con  le  estremit&  di 
due  dati  segmenti  eguali,  risultino  due  triangoli  eguali. 

243.  Per  un  punto,  dato  fuori  di  una  retta,  tirare  una  retta 
che  faccia  con  la  data  un  angolo  dato.  [252]. 

244.  Tirare  una  retta,  che  sia  tangente  a  un  cerchio  dato,  e 
formi  con  una  retta  data  angolo  dato. 

245.  Circoscrivere  ad  un  cerchio  dato  un  triangolo,  i  cui  lati 
siano  paralleli  a  quelli  di  un  triangolo  dato. 

246.  In  un  cerchio  dato  tirare  una  corda  eguale  a  un  dato 
segmento  e  parallela  a  una  retta  dat-a. 

247.  Per  un  punto  dato  condurre  uua  retta  in  modo  che  faccia 
con  due  rette  angoli  eguali. 

248.  In  un  dato  triangolo  ^  BC condurre  parallelamente ad  un 
lato,  ad  es.  al  lato  B  C,  una  corda  MN  in  modo  che  sia 
MN=  MB'\'  NC.  ( Si  dimezzino  gli  angoli  in  ^  ed  in  C), 

249.  Tirare,  per  un  punto  dato  tra  i  lati  di  un  angolo,  una 
retta  in  modo  che  il  segmento  di  essa,  compreso  tra  i  lati 
dell*  angolo,  sia  dimezzato  dal  punto  dato.  (Siunisceil 
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vertice  col  panto,  e,  prolangato  il  seg^ento  di  altret- 
tanto,  si  tira  la  parallela  ad  uno  dei  lati ). 

250.  Tirare  la  bisettrice  dell'angolo  di  dae  rette  che  s'incon- 
trano  fuori  del  foglio  del  disegno. 

25 1.  Per  on  panto  dato  condarre  una  retta  cosi  che  tagli  due 
rette,  che  s'  incontrano  fuori  del  foglio  del  disegno,  in  due 
punti  egualmente  distanti  da  quelle  di  concorso. 

252.  Se  una  spezzata  A  BCD,  descritta  tra  i  lati  di  an  angolo 
semiretto,  ha  i  vertici  B  e  C  bxu.  lati  dell*  angolo,  e  i  lati 
ABy  BC  fanno  in  B  angoli  eguali  col  lato  dell'  angolo,  e 
i  lati  BC,CD  formano  in  C  angoli  eguali  con  I'altro  lato 
dell'angolo  dato,  le  rette  AB^  CD  sono  perpendicolarl 
tra  loro. 

253.  Dividere  un  angolo  retto  in  tre  parti  eguali.  f261]. 

254.  Sia  ABC  nn  triangolo  equilatero.  Dimezzati gli angoli  B 
e  0,  e  prolungate  le  bisettrici  fine  ad  incontrarsi  in  O,  si 
dimezzino  BO  e  CO  con  due  perpendicolarl.  Queste  ta- 
gliano  il  lato  jBC  in  tre  parti  egualL 

255.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  data  1'  ipotenusa  e  la 
somma  dei  cateti. 

(In  generate,  quando  ai  vuol  dimostrare  un  teorema  o 
risolvere  un  prohlema,  si  comincia  col  disegnare  una  /!- 
gura,  che  po8sa  esser  riguardata  come  quella  di  cut  d 
questione.  Considerando  codetta  figura,  pensando  alle 
sue  proprietH,  si  scoprono  le  ragioni  che  costituiscono  la 
dimostrazione  del  teorema,  o  si  scoprono  le  relazioni 
tra  le  parti  date  e  quelle  che  si  devono  costruire,  in 
base  alle  quali  relazioni  risulta  poi  cib  che  si  deve  fare 
per  risolvere  U  problema, 

Spesso  fa  mestieri  descrivere  rette  o  circoli  ausiliari^ 
e  non  i  sempre  facile  scorgere  quali  siano  le  linee  au#t- 
liarie,  che  toma  opportuno  di  considerare,  Quando  perd 
neir  enunciato  delta  proposizione  sia  fatto  cenno  di  sotn- 
me,  di  differ  enze  ..,di  lati,di  angoli . . ,  in  tat  caso  bisogna 
fare  cTie queste  somme, queste  differenze ..,si preseniino 
nella  figura;  e  non  a  parte,  ma  collegate,per  conto  della 
posizione,  con  gli  altri  etementi.  Atlora  si  scorgono  parti 
della  figura,  delle  quali  ^  noto  quanto  basta,  pereh^  si 
possano  costruire;  successivamente  si  costruiscono  ie 
altri  parti,  flno  a  che  la  figura  sia  compiuta. 
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Ad  es,,  nel  precedente  prohlema,  diaegnato  un  trian^ 
goto  rettangolo  ABO  {sia  rettangolo in  C),e  supposto 
cht  sia  desso  il  triangolo  domandato,  si  prolunga  il  ca- 
teto  BC,  di  Id  dal  vertice  deWangolo  retto,  di  un  seg- 
mento  CD  =  G  A,  dimodochl  B D  rappresenta  la  $omma 
data.  Condotto  AD,  si  vede  che,  poichl  A  (D)  B  d  semi- 
retto,  il  triangolo  ADC  si  pub  costtniire.  Bene  ricavapai 
il  triangolo  richiesto). 

256.  Gostmire  nn  triangolo  rettangolo,  dato  nn  angolo  acato 
e  la  somma  del  lati  cbe  lo  comprendono. 

257.  Gostmire  nn  triangolo  rettangolo,  dato  nn  angolo  acato 
e  la  proiezione  del  cateto  adiacente  sniripotenusa. 

258.  Gostmire  nn  triangolo  rettangolo,  dato  an  lato  e  la  di£fe- 
renza  dei  dne  angoli  acati.  ( Di  qaesti  angoli  si  conosce 
anche  la  somma). 

259.  Gostmire  an  triangolo  rettangolo,  nel  qaale  ano  degli  an- 
goli acnti  sia  doppio  dell*  altro,  e  la  bisettrice  dell'  angolo 
retto  sia  egaale  ad  an  segmento  dato. 

260.  Gostmire  an  triangolo  rettangolo,  data  la  differenza  dei 
cateti  e  1'  angolo  opposto  al  minore. 

26 1.  Gostmire  an  triangolo  rettangolo,  data  la  differenza  dei 
cateti  e  V  angolo  opposto  al  maggiore. 

262.  Gostmire  an  triangolo  rettangolo,  dato  an  angolo  acato 
6  la  differenza  tra  i  lati  cbe  lo  comprendono. 

263.  Gostmire  an  triangolo  rettangolo,  dato  an  angolo  acato 
e  la  somma  del  cateto  adiacente  e  dell'  altezza  relatiya  al- 
Pipotennsa. 

264.  Gostmire  an  triangolo  rettangolo,  dato  il  minore  dei  dae 
angoli  acati,  e  la  differenza  dei  segment!  in  cai  I'  ipotenasa 
6  tagliata  dalla  corrispondente  altezza. 

265.  Gostmire  an  triangolo  rettangolo  ed  isoscele,  data  la  som- 
ma deir  ipotenasa  e  di  an  cateto. 

266.  Gostmire  an  triangolo  isoscele,  dato  Tangolo  al  vertice  e 
la  somma  delP  altezza  e  del  lato. 

267.  Gostmire  an  triangolo  isoscele,  dato  B  e  la  somma  b-^-L 

268.  Gostmire  an  triangolo  isoscele,  data  la  base  e  la  diffe-  I 
renza  tra  il  lato  e  T  altezza. 

269.  Gostmire  an  triangolo  isoscele,  datoil  perimetro  e  T  al- 
tezza. 

270.  Gostmire  an  triangolo,  dato  il  perimetro  e  dae  angoli. 
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27 1.  Costrtdre  un  triangolo,  dato  nn  lato,  il  minore  degli  an- 
goli  adiacenti,  e  la  differenza  tra  gli  altri  due  lati. 

272.  Gostmire  an  triangolo,  dato  an  lato,  il  maggiore  degli  an- 
goli  adiacenti,  e  la  dififerenza  tra  gli  altri  due  lati. 

273.  Costruire  un  triangolo,  i  cni  lati  passino  per  tre  punti  dati, 
un  cui  lato  sia  parallelo  a  una  retta  data,  e  che  abbia  dne 
angoli  dati. 

274.  Costruire  un  triangolo,  dati  A,  B  eb  c'-,  oppure  dati  Aj  B 
ed  m  c  •  ( Si  costruisca  dapprima  ad  arbitrio  un  triangola 
che  abbia  due  angoli  eguali  ai  dati). 

275.  Costruire  un  triangolo,  dati  due  angoli  e  la  somma  o  1& 
dififerenza  dei  lati  opposti. 

276.  Costruire  un  triangolo,  data  un^altezza,  la  difiTerenza  dei 
segmenti  in  cui  essa  taglia  il  lato  su  cui  h  calata,  e  11 
maggiore  degli  angoli  adiacenti  a  questo  lato. 

277.  Costruire  un  triangolo,  conoscendo  h  a^fn,  a^  B, 

278.  Costruire  un  triangolo,  conoscendo  a,  /i  b  ed  Ac «  [211]- 

279.  Costruire  un  triangolo,  date  A  ^  ed  m  a »  e  in  modo  che  sia 
a  =  2&. 

280.  Costruire  un  triangolo,  dato  A^  &  ed  a  —  c.  ( Si  supponga 
prolungato  il  lato  BA  dalla  banda  del  pun  to  il,  e  fatto 
BD^BC,  II  triangolo  A  CD  si  pu6  costruire). 

28 1.  Costruire  un  triangolo,  dato  Oyb-}-  c  ed  A. 

282.  Costruire  un  triangolo,  dato  il,  &  a  e  il  perimetro. 

283.  Costruire  un  triangolo,  dato  a,  &  —  c  e  B  —  0.  (Se  si  con- 
duceB  />  in  modo  che  sia  AD  ^  A  By  epp6r6  DC^b  —  c, 
si  vede  facilmente  che  D  (B)  (7^  uguale  a  Vt  (-^  —  C).  II 
triangolo  B DC  bi  pu6  dunque costruire). 

284.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  cerchi  dati,  e  uno 
di  questi  in  un  punto  dato.  ( Condotta  la  retta,  cha  passa 
per  questo  punto  e  per  il  centre  del  cerchio  cui  esso  ap- 
partiene,  su  questa  retta,  da  una  parte  e  dall'  altra  del 
punto  mentovato,  si  prende  un  segmento  eguale  al  raggio 
dell' altro  cerchio.  Ecc). 

285.  Se  da  un  punto  0  sono  condotte  a  una  retta,  non  passante 
per  0,  la  perpendicolare  OA  e  delle  oblique  OB,  OCy 
0  D,  ecc,  e  gli  angoli  A  OB,  BOC,  COD.,,  sono  egaa- 
li,  81  ha  AB  <  BC  <  CD,  ecc. 

286.  Se  da  un  punto  si  conducono  le  tangenti  ad  un  cerchio,  e 
da  uno  dei  punti  di  contatto  si  tira  la  perpendicolare  snl* 
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V  altra  tangente,  il  segmento  di  questa  perpendicolare,  clie 
&  compreso  tra  il  pnnto  di  contatto  e  la  retta  che  passa 
per  il  ceotro  e  per  il  punto  di  concorso  delle  tangenti,  6 
Qgnale  al  raggio  del  cerchio. 

287.  Dae  triangoli  isosceli  sono  eguali,  se  I'angolo  al  vertice  e 
la  somma  o  la  differenza  tra  il  lato  e  la  relativa  altezza 
Bono  rispettiyamente  ngaali. 

288.  Dae  triangoli  isosceli  sono  egaali,  se  V  angolo  al  vertice  e 
la  somma  o  la  di£ferenza  della  base  e  dell'  altezza  sono  or- 
diiiatamente  ugnali. 

289.  Dae  triangoli  isosceli  sono  eguali,  se  hanno  altezza  e  pe- 
rimetro  ordinatamente  aguali. 

290.  Se  in  due  triangoli  isosceli  Pangolo  al  vertice  e  la  somma 
del  lato  e  della  base  sono  ordinatamente  ugnali,  i  trian- 
goli sono  eguali. 

291.  ]&  dato  un  cercbio,  una  retta,  e  su  questa  un  punto  il.  Tro- 
vare  sulla  retta  un  punto,  cbe  disti  egualmente  dal  cer- 
chio e  da  A.  (Si  prende  sulla  retta,  partendo  da  A,  un  seg- 
mento eguale  al  raggio  del  cercbio  dato). 

292.  Sopra  un  lato  di  un  angolo  tro'vare  an  punto,  cbe  disti 
egualmente  da  un  punto  dato  sul  lato  stesso,  e  dall'  altro 
lato  deir  angolo.  (  Si  call  dal  punto  la  perp . . . ). 

293.  Iscrivere  in  un  triangolo  equilatero  un  triangolo  equila- 
tero,  i  cui  lati  siano  rispettivamente  perpendicolari  a 
quelli  del  triangolo  dato. 

294.  Se  in  un  triangolo  equilatero  h  iscritto  un  triangolo  equi- 
latero, i  vertici  di  questo  tagliano  i  lati  del  primo  in  parti 
ordinatamente  uguali. 

295.  Se  due  cerchi  sono  concentrici,  e  il  raggio  del  maggiore  h 
doppio  di  quelle  deli'  altro  cercbio,  le  tangenti,  condotte  a 
questo  cercbio  da  un  punto  del  cercbio  maggiore,  e  il  seg- 
mento, cbe  unisce  i  punti  di  contatto,  formano  un  trian- 
golo equilatero. 

296.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  cbe  il 
triangolo  cbe  essa  taglia  via  daU' angolo  dato,  abbia  un 
perimetro  dato.  (Si  prende,  partendo  dal  vertice  A^  un 
segmento  A  B  eguale  alia  met4  del  perimetro  dato.  Poi  si 
descrive  il  cercbio  cbe  tocca  i  lati  delP  angolo,  e  precisa- 
mente  il  lato  ADiuB.  Infine.  .  [211,  214J). 

297.  DiuDLOstrare  cbe,  se  la  somma  di  due  lati  opposti  di  un 
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qnadrangolo  h  ugn&le  alia  somma  degli  altri  dae,  uii  cer- 
chio,  che  tocchi  tre  lati,  tocca  anche  il  quarto.  (Indiretta- 
mente.  Posto  che  il  cerchio,  che  tocca,  ad  es.,  i  lati  A  B 
BCjCD,  non  tocchi  il  lato  AD^  si  tiri  per  A,  o  per  D,  la 
tangente  al  cerchio.  [134, 172] ). 
29iB.  Descrivere  nn  cerchio,  nel  quale  due  corde  uguali  a  due 
dati  segmenti  siano  sottese  da  archi,  uno  dei  quali  sia 
doppio  deir  altro. 

299.  Se  una  retta  taglia  i  lati  di  un  angolo  ABC  nei punti  A  e 
C,  e  si  prendono  sulla  stessa  e  in  uno  stesso  verso  i  seg- 
menti Aa^ABeCc  =  CB^  e  si  tirano  Ba  e  Be,  Tan- 
golo  aBc  ^  la  met4  di  A  (B)  C. 

300.  ^  ^  un  punto  qualunque  di  un  diametro  di  un  cerchio,  e  B 
6  V  estremitit  del  raggio  perpendicolare  al  diametro  consi- 
derate. Condotta  B  A,  che  incontri  il  cerchio  in  C,  si  tiri 
per  C  la  tangente  al  cerchio,  e  sia  2>  il  punto  dove  essik 
incontra  il  prolungamento  del  diametro.  Si  dimostri  che 
^DA^DC. 


CAPITOLO  VI 

R  O  M  B  I 


Propriety  dei  rombi. 

XTn  quadrangolo  ha  quattro  vertici,  quattro 
lati,  dne  diagonal!. 

Dae  verticiy  o  dae  lati,  non  consecutivi,  si  di- 
cono  opposti. 

tmik.  Defo  Un  quadrangolo^  in  cut  i  lati  opposti 
Mono  paralleli,  si  dice  rombo  o  parallelogrammo  (*)• 

Per  ottenere  un  quadrangolo,  che  meriti  il  nome 
di  rombo,  basta  tirare  due  rette  parallele  e  poi  due 
altre  rette  che  siano  parallele  tra  loro  e  non  alle  pri- 
me due.  Le  quattro  rette  s'incontrano  [250]  in  quat- 
tro punti,  che  sono  i  vertici  di  un  rombo. 

ten.  Tc«r»  In  ogni  rombo  gli  angoli  opposti  sono 
egtuUi. 

Dim.  Sia  il  rombo  ABCD]  dico  che  due  an- 
goli opposti,  quali  sono,  ad  es., 

^  *  S(4)Z)e  JD((7)5,  sonoeguaU. 


Infatti  i  due  angoli  BAD^ 
ADC  sono supplementari  [253], 
come  coniugati  formati  dalle  pa- 
rallele AB,  DC  con  la  retta 
AD.  11  gli  angoli  DC B^  ADC  sono  supplementari, 
come  coniugati  formati  dalle  parallele  AD^  BC  con 
la  retta  DC.  I  due  angoli  BAD^  DCB  sono  dunque 
supplementari  dello  stesso  angolo^DC,  epperi  [81] 
sono  eguali. 

(•)  IJsiamo  la  voce  rombo  in  Inogo  di  parallelogrammOy 
per  antipatia  a  qaesta  parola  soyercbiamente  langa. 
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9€9.  Cor.  Se  tin  angolo  di  un  rombo  i  retto,  an- 
che  gli  altri  angoli  sono  retti. 

Intanto  6  retto  Tangolo  opposto,  per  11  teorexaa 
precedente.  E  gli  altri  pure  sono  retti,  perch6  supple- 
mentari  [253]  dell'  angolo  retto  dato. 

tS8.  Teor*  In  ogni  rombo  i  lati  opposti  sono 
eguali. 

Dim*  Siail  rombo  A  BCD]  dico  essere  AB^  DC^ 
e  AD  =  BC. 

Condotta  una  delle  diago- 
nal!, ad  es.  la  BD,  considero  i 
triangoli  ABD.CDB.  Questi 
hanno  il  lato  B  D  comnne ;  gli 
angoli  DBA,  BDC  eguali, 
perche  altemi  [251],  fatti  dalle 

parallele  AB,  DC  con  la  retta  BD]  e  gli  angoli 
ADBjCBD  sono  parimente  uguali,  perche  altemi, 
fatti  dalle  parallele  AD,  BC  con  la  retta  BD. 
Quindi[154]   h  AB  =  DC,  e  AD  =  BC. 

••••  Teor.  Se  due  rombi  hanno  due  lati  consecu- 
tivi  e  Vangolo  compreso  rispettivamente  uguali,  essi 
sono  eguali. 

Him*  Nei  due  rombi  -45(72),  a  b 

EFHK,si9,:AD  =  EK,DC=KH, 
e  A{D)C  EE  E{K)H.  Dico  che  i 
rombi  sono  eguali. 

Infatti,  poich^  [253]  gli  angoli 
in  .4  ed  in  E  sono  rispettivamente  ^  p 

supplementari  dei  due  in  Z>  e  in  K, 
e  questi  sono  eguali  per  ipotesi, 
anche  gli  angoli  in  u4  e  in  JB  sono 
eguali  tra  loro.  Ora,  perchi  in  un 
rombo  i  lati  opposti  sono  eguali  [268],  e  gli  angoli 
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opposti  sono  eguali  [266],  &  manifesto  che  i  due 
jrombi  dati  hanno  tutti  i  lati  e  tntti  gli  angoli  ordi- 
natamente  ugaali,  epper6  essi  sono  eguali  [178]. 

t90.  Te«r.  Se  i  lati  opposti  di  un  quadrangolo 
sono  egualiy  il  quadrangolo  i  un  rombo. 

IMm.  Nel quadrangolo  ABCD  sie^  AB  =  DC, 
e  AD^  BC.  Dico  che  i lati  ABj  DC  sono  paralle- 
li,  e  cosi  i  due  AD  e  BC. 

Condotta  una  diagonale,  ad  es.  la  j8jD,  considero 
i  triangoli  ABD^  CDB.  Questi,  avendo  DB  in  co- 
mune,  AB-^iDC per  ipotesi,  ^AD^BC^  pure  per 

ipotesi,  hanno  anche  [151]  gli  an- 
goli rispettivamente  uguaU.  Cosi, 
essendo  D{B)A  =  B{D)£!,  il 
lato  ABh  [241]  parallelo  a  2>  C ;  e 
perch*  i  A(D)B  =  C{B)D,  il 
lato  i4  D  &  parallelo  a  JB  C 

Ml.  Omm.  Se  sui  lati  di  un  angolo,  partendo  dal 
vertice,  si  prendono  due  segment!  eguali,  e  per  i  ter- 
mini di  questi  si  tirano  due  rette  rispettivamente  pa- 
rallele  ai  lati  dell'angolo,  si  ottiene  [250]  un  rombo, 
nel  quale  tutti  i  lati  sono  [268]  eguali  tra  loro.  E  se 
Fangolo  preso  e  retto,  anche  gli  angoli  del  rombo 
sono  [267]  eguali  tra  loro. 

999.  Un  quadrangolo  equilatero  (&  [270]  un 
rombo)  si  dice  losanga. 

TTn  rombo  con  tutti  [267]  gli  angoli  retti  si  dice 
semplicemente  rettangolo, 

T7n  quadrangolo  equilatero  ed  equiangolo  [271] 
(regolare)  si  dice  guadrato. 

Un  quadrate  *  ad  un  tempo  losanga  e  rettangolo. 

Se  due  quadrati  hanno  un  lato  eguale  ad  un  lato, 
essi  sono  [269]  eguali. 

10 
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MMm  Per  costroire  nn  qnadrato,  che  abbia  per 
lato  an  dato  segmento,  basta  inalzare  la  perpendico-^ 
lare  al  segmento  in  nna  estremiti,  prendere  su  questa 
perpendicolare,  partendo  dal  vertice  dell'angolo  ret- 
to,  un  segmento  egaale  al  dato,  ed  infine  per  le  estre- 
mit&  del  dae  segment!  egnali,  tirare  due  rette  rispet- 
tivamente  parallele  ai  segment!  stessi. 

9114k.  Tear*  Se  due  laii  opposti  di  un  quadrangolo 
sono  egudli  e  paralleli,  il  quadrangolo  i  un  rombo. 

lliai.  Nel  qnadruigolo  A  BC  D  iIaH  ABy  DC 
s!ano  egoal!  e  paralleli.  Dico  che  AD  &  parallelo 
a  BC. 

Condotta  una  diagonale,  ad  es.  la  BDy  si  consi- 
derino  !  due  triangol!  ABDjCDB.  In  quest!,  BD  e 
comone,  po! abbiamo  AB^DC 
per  dato,  e  D(B)A  =  B(D)C, 
perchS  altem!  [251],  fatt!  daUe 
parallele  AB^  DC  con  la  retta 
BD.  Qnind!  h  [149]  anche: 
A{D)B  =  C(B)Dy 
eppero  [241]  11  lato  AD  h  parallelo  9^  BC. 

•Ifft*  Te«Pft  Le  diagonali  di  un  rombo  si  dimez-- 
zano  ecambievolmente. 

Dint.  Siail  rombo  il£Ci>.  Condotte  le  diago- 
nali, e  detto  E  il  loro  panto  d'  intersezione,  considero 
i  dae  triangol!  ABE^  CDE.  In  qaesti  triangol!  i  lati 
A  By  DC  sono  egaali,  perchi  [268] 
lati  opposti  d*an  rombo;  po!  & 
A{E)B=  C{E)Dy  ed  infine 
E{B)A  =  E(D)CyTpeTch^[26l] 
angoli  altemi,  fatt!  dalle  paral- 
lele A  By  DC  con  la  retta  BD. 
I  dae  triangol!  hanno  adanqae  on  lato  e  dae  angoli 
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similmente  disposti  rispettivamente  uguali;  quindi 
[164]  e  anclie  AE  =  EC  eBE  =  ED. 

Distanza  di  due  rette  parallele. 

m9«  Te«r.  Se  due  rette  sono  parallele,  ipunti  di 
eiascuna  digtano  egualmente  dalVaUra  retta, 

iMat*  Siano  due  rette  parallele  AB^  CD.  Dico 
ohe  le  perpendicolari,  calate  dai  pnnti  delFuna  retta 
soll'altra,  sono  egaali  tra  loro. 

Presi  snlla  AB  due  punti  H,  K  ad  arbitrio,  si 
tirino  da  essi  le  HM^  KN  perpendicolarmente  alia 
CD.  Poiche  due  perpendicolari  a  una  stessa  retta 

sono  [245]  parallele,  HM 

^      B  ^ ^      &  parallela  a  KN.  Cosi, 

essendo  parallel!  per  ipo- 
tesi  ancbe  i  lati  HKyMNj 

y      il  quadrangolo  HKNM  A 

tui  rombo,  epper6  e  [268] 
HM  =  KN. 

Similmente,  se  Jf  ed  ^  sono  due  pnnti  presi  ad 
arbitrio  snlla  CD,  ed  MH^  NK  sono  le  perpendico- 
lari calate  dai  dne  pnnti  snlFaltra  retta,  si  prova  cbe 
i  MH  ^  NK.  Besta  adnnqne  dimostrato  che,  8e  ecc. 
•f  9«  •«••  Sappiamo  che,  se  dne  rette  sono  paral- 
lele, e  nna  terza  retta  ^  perpendicolare  ad  nna,  essa 
h  [254]  perpendicolare  ancbe  all'altra.  Pertanto,  se 

AB  e  CD  sono  dne  rette  paral- 
^        ^        B        i^ie^  edHK  6  la  perpendicolare 

calata  dai  pnnto  H  snlla  CD;  la 
J^iTsi  pn6  ancbe  rignardare  come 


-^ jj 5-       la  perpendicolare  calata  dai  pnn- 

to  K  snlla  AB.  Epper6  il  seg- 
xnento  HK  rappresenta  nel  tempo  stesso  [276]  la 
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distanza  del  punti  della  AB  dalla  relta  (72>,  e  la 
distanza  del  punti  della  CD  dalla  retta  AB. 

MWm  II  segmento  di  una  retta  perpendicolare  a 
due  parallele,  compreso  tra  le  parallele,  si  dice  distama 
delle  parallele. 

999«  La  parte  di  piano  limitata  da  due  parallele 
ed  attraversata  da  ogni  segmento  che  ha  le  estremita 
sulle  parallele  si  dice  striscia.  Le  due  parallele  si  di- 
cono  i  lati  della  striscia.  La  distanza  tra  i  lati  d'una 
striscia  [278]  si  dice  altezza  (o  larghezza)  della  striscia. 

990.  Teor.  //  luogo  dei  punti  equidistanti  da 
due  rette  parallele  i  una  terza  retta  parallela  alle 
date  e  da  esse  equidistante. 

Dim.  Siano  ABj  CD  due  rette  parallele.  Con- 
dotto  il  segmento  EF  perpendicolare  ad  entram- 
be  [254],  lo  divide  per  meta,  e  per  il  punto  di  mezzo 
H  tiro  HK  paraUela  alle  rette  date  [249].  Si  deve 

provare  che  HK  6  il  luogo        ^ | b^ 

dei  punti  equidistanti  dalle  ^       ~^ 

AB,  CD]  che,  oio6,  ogni       J         — ^ 

punto  della  HK  dista  egual-  I 

men te  da  queste  rette,  e  che         c  f  d 

ogni  punto,  che  non  appartenga  alia  HK,  ha  dalle 
AB,  CD  distanze  disuguali. 

Sia  K  un  punto  qualunque  della  H  K.  La  distanza 
di  questo  punto  della  ABk^  uguale  [276]  ed  £jff,  e  la 
sua  distanza  dalla  CD  h  aguale  ad  HF,  Ma  per  costru- 
zione  e  HE  ^  HF.  Quindi  anche  le  distanze  del 
punto  K  dalle  rette  date  sono  eguali. 

Si  consideri  ora  un  punto  M,  che  non  sia  sulla 
jH^;  e  si  tiri  per  M  la  parallela  SkdAB.  Questa  incon- 
tra  [250]  il  segmento  EF  {od  il  prolungamento  dello 
stesso)  altrove  [248]  che  nel  punto  H;  dicasi  JV  il 
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punto  d'incontro.  Dappoichi  le  distanze  del  punto  M 
dalle  A  B,  CD  sono  [276]  eguali  rispetiivamente  ai 
segmenti  EN^  NF^  e  qnesti  sono  [122]  disngnali,  il 
punto  M  dista  disngnalmente  dalle  rette  parallele  da- 
te. Cosl  si  &  provato  che  ecc. 

•91*  Te«r»  //  luogo  dei  punii,  che  hanno  da  una 
reita  daia  disiame  uguali  a  un  data  segmento,  i  for- 
mato  da  due  rette  parallele  alia  data,  che  stanno  da 
hande  opposte  di  essa,  e  che  hanno  dalla  stessa  di" 
stanze  uguali  al  dato  segmento. 

JDIni.  Sia  A  B  ana  retta  data.  Condotta  una  per- 

pendicolare  a  codesta  retta, 

p ^ partendo  dal  piede  e  sulla 

A        jC B  perpendicolare    stessa,    si 

»J H  prendano  due  segmenti  (72), 

^ g CEj   nguali   alia  distanza 

che  i  punti  del  luogo  de- 
vono  avere  dalla  A  B.  Tnfine  per  D  e  per  E  si  tirino 
le  DF^  EH  parallele  alia  A  B. 

Intanto  qualunque  punto  preso  su  una  delle  pa- 
raUele,  ad  es.  il  punto  K^  ha  veramente  [276]  dalla 
iljB  la  distanza  yoluta.  Sia  M  un  punto  qualunque 
che  non  appartenga  alle  DF^  EH^  e  si  tiri  per  M  la 
parallela  ad  ^  JB.  Questa  parallela  incontra  [250J  la 
JDE  in  un  punto  Nj  che  non  pu6  [248]  coinoidere 
n&  con  Dj  n&  con  E.  Cosi,  perche  la  distanza  di  M 
dalla  AB  ^  [276]  uguale  a  CNj  essa  i  maggiore  o 
minore  di  CD. 

Segmenti  di  trasvereaii  di  un  fascio  di  parallele. 

•Sit«  Se  le  rette  d'un  fascio  di  parallele  sono 
da  due  trasversali  [250],  si  dicono  segmenti 
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comspondenti  due  segmenti  di  queste  se  terminati  a 
due  stesse  parallele, 

tBZ*  Tear.  Se  due  segmenti  di  una  trasversale 
di  un  fascia  di  parallele  sono  eguali,  i  segmenti  corri- 
spondenti  di  qualsivoglia  altra  trasversale  del  fascia 
stessa  Sana  ancK  essi  eguali  tra  lora. 

mm.  Sia  un  fascio  di  parallele,  e  due  trasver^ 
sail  che  le  inconirino  [250],  una  nei  punti  il,  j5,  C,  2>... 
6  r altra  rispettivamente  in  E^  F,  H,  K.*..  "E  sia 
AB  =  CD.  Dico  essere  EF=  HE. 

A  tal  fine  si  tirino  le 
rette  AM^  CN  parallela- 
mente  ad  jEJJT,  e  quindi[249] 
fra  loro. 

Gonfrontando  i  trian- 
goli  ABMj  CD  N,  troviamo 
che  hanno  AB^  CD  per 
ipotesi;  eguali  gli  angoli 
ABM  J  CD  Nj  perchS  corrispondenti  [252],  fatti  dalle 
parallele  BF,  DE  con  la  trasversale  ^1 2> ;  ed  eguali 
gli  angoli  in  A  ed  in  C,  perchi  corrispondenti,  fatti 
dalle  parallele  AM^  CN  con  la  trasversale  AD.  Per 
conseguenza  [154]  i  AM^  CN. 

E  perche  i  quadrangoli  AF^  CE  sono  rombi, 
egU  h  [268]  AM  =  EF  eCN=  HE.  Per  conse- 
guenza  e  infine  EF^  HE,  come  d.  d. 

•84*  Omm.  G-iova  notare  che,  quando  due  tras- 
versali  s'  incontrino,  il  punto  di  concorso  tien  veoe 
di  una  delle  parallele  del  fascio.  Cosi,  ad  es.  (detto 
0  il  punto  di  incontro  delle  trasversaii  AD,  ^^)f 
se  fosse  OA^BD^si  conchiuderebbe  essere  OE^  FK. 
(Yolendo  dimostrare  a  parte  questo  caso,  basterebbe 
condurre  per  B  la  parallela  ad  EE,  fino  ad  incon^ 
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trare,  sapponiamo  nel  ptmto  T,  la  Z>  JT,  e  poi  consi- 
derare  i  triangoli  OAE^BDT). 

Wf^ik.  Te«r.  8e  per  il  punto  di  mezzo  di  un  lata 
di  un  triangolo  si  conduce  la  parallela  a  un  secondo 
lata,  questa  dimezza  il  terzo  laio. 

Him.  Sia  Z>  il  pimto  medio  del  lato  AB  del 
triangolo  ABC,  e  DE  sia  parallela  a  5(7.  Dico  es- 
8eTeAE  =  EC. 

Infatti,  ove  per  A  si  con- 
duca  la  parallela  a  J9  C,  si  rico- 
nosce  che  AB  ed  AC sono  due 
trasversali  di  on  fascio  di  paral- 
lele ;  epper6,  essendo : 
AD  =  DB, 

sono  pare  nguali  i  segmenti  AE,  EC,  che  sono  i 
corrispondenti  dell'altra  trasversale. 

•8e«  Teor.  Se  una  retta  dimezza  due  segmenti 
compresi  tra  due  parallele,  essa  i  parallela  a  que- 
ste  retie. 

Dim.  Siano^£,  CD 
due  rette  parallele,  ed  A  C, 
BD  due  segmenti  qualun- 
que  terminati  sulle  rette 
stesse,  ed  £,  JF*  i  loro  punti 
di  mezzo.  Dico  che  la  retta 
EF  i  paraUela  alle  AB,  CD. 

Si  tin  per  F  la  HK  parallela  ad  ^  C  e  siano  H  e 
£  i  punti  in  cui  essa  incontra  [250]  le  rette  AB,  CD. 
Confrontando  i  triangoli  BFH,  DFK,  si  vede 
cLe  hanno  BF  ^  FD  per  ipotesi ; 

B{F)H=  D{F)K\  ed  F{H)B  =  F{K)D, 
qnesti  perchS  altemi,  fatti  dalle  parallele  AB,  CD 
con  la  trasversale  HK.VetGib  [154]  i  ancbe  HF^FK 
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Ora,  poiche  i  due  segmenti  AC^  HK^  come  lati 
opposti  del  rombo  AHKC^  sono  eguali  [268],  ed  am- 
bidue  sono  divisi  per  meta,  h  anche  AE  ^  HF,  E 
perch&,  oltre  che  ugaali,  quest!  segmenti  sono  anche 
parallel!,  !1  qxxekdrskngolo  AHFE  ^  [2'^^]  ^^^  rombo, 
epper6  le  rette  ABj  EF  sono  parallele. 

989«  Te«r«  H  segmentOj  che  unisce  i  punii  di 
mezzo  di  due  lati  di  un  triangolo,  i  parallelo  <d  terzo 
lato  ed  i  uguale  alia  meth  di  codesto  laio. 

■Mm.  S!ano  Z)  ed  £  !  punti  d!  mezzo  dei  lati 
ABjAC del  triangolo  ABC.  Dico  che  il  segmento 
DE  e  parallelo  a  ^(7,  ed  eguale  alia  meta  di  BC. 

Se  per  A  si  tira  la  paral- 
lela  B,  BCj  si  riconosce  che  D 
ed  E  sono  i  punti  di  mezzo  di 
due  segmenti  compresi  tra  due 
parallele.  Pertanto  [286]  JDE  ^ 
parallelo  a,  BC. 

Per  dimo^trare  che  2>jB  e  uguale  alia  meti  di 
jB(7,  si  conduca  jE7J^  parallela  ad^jB.  Questa  retta 
EFy  poich^  dimezza  il  lato  AC,  dimezza  [285]  an- 
che il  lato  BC  in  F.  D'altra  parte  il.quadrangolo  i)F 
e  un  rombo ;  quindi  [268]  eDE  =  BF. 

998.  Prolil.  Dividere  un  segmet^o  data  in  n 
parti  eguali. 

WLlmmh  Sia  ^  JS  il  seg- 
mento dato,  e  supponiamo 
si  debba  dividerlo  in  5  parti 
eguali. 

A  tale  intento,  condot- 
to  per  A  un  raggio  AC  BLi 
arbitrio,  si  prendano  su  questo,  partendo  da  il  e  oon- 
secutivamente,  5  segmenti -AD,  DE HK^  eguali 
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tra  loro,  del  resto  arbitral!.  Poi,  nnito  Kcon  Bj  per  i 
punti  Dy  Ej  Fy  H  81  condacano  delle  parallele  a,  BK. 
Da  queste  il  segmento  dato  viene  diviso  [^50]  in  5 
parti  egnali. 

Him.  Noi  vediamo  infatti  tm  fascio  di  parallele 
e  due  trasyersali  AB^  AC.  Dacche  i  segmenti  AD^ 
DE...  dell' una  sono  eguali,  sono  [283]  egaali  tra 
loro  anche  i  corrispondenti  segmenti  dell'altra.  E 
questi  segmenti  sono  le  parti  domandate  del  seg- 
mento AB. 

Puirti  notevoli  di  un  triangoio. 

9S9.  Temr.  Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  trianr 
golo  s'incorUrano  in  una  stesso  punto^  che  i  equidi- 
gtante  dai  lati  (centro  del  cerchio  iscritto). 

Him.  Sia  nn  triangoio  ABC.  Si  dimezzino  due 
angoli,  ad  es.  i  due  ABC,  BCAj  e  sia  D  il  punto  d'in- 
contro  delle  due  bisettrici.  Si  deve  provare  che  la  bi- 
settrice  dell'angolo  CAB  passa  per  Z>,  e  cbe  il  punto 
D  e  equidistante  dai  tre  lati  del  triangoio. 

A  tal  fine  si  unisca  D  con  ^,  e  si  calino  da  D  le 
perpendicolari  sui  lati.  Poichd  il  punto  D  appartiene 
alia  bisettrice  delPangolo  ABC^h  [164]  DE  =  DF. 
3E  perchA  il  punto  D  appartiene  alia  bisettrice  del- 
l'angolo BCAy  ^  DH  ^  DF.  Per  conseguenza  6 

anche  DE^DH^e  quindi  il  punto 
D  e  equidistante  dai  lati  del  trian- 
goio dato. 

Ora,  confrontando  i  triangoli 
rettangoli  ADE^  AD Hyirov\B,mo 
che  hanno  Fipotenusa  comune,  ed 
e^aali  i  cateU  DE  e  DH.  "Se  segue  [155]  essere 
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D{A) E  =  H(A)D, ossia che  AD  ^ la bisettrice  [110] 
dell'angoloC-4jB. 

Infihe,  se  con  centro  D  e  con  raggio  DE  si  de- 
derive  un  cerchio,  questo  passa  per  i  punti  Ej  F  ed 
H;  e  in  questi  punti  esse  tocca  [207]  i  lati  del  trian- 
golo,  giacch^  ciascono  del  lati  i  perpendicolare  ad 
un  raggio  nella  estremiti  del  raggio  stesso.  Perci6 
codesto  cerchio  si  dice  iscritto  nel  triangolo. 

••••  Tear.  Qli  assi  dei  lati  di  un  triangolo  pas- 
sano  per  uno  stesso  punto,  che  i  equidistante  dai  ver^ 
tici  del  triangolo  (centro  del  cerchio  circoscritto). 

Him.  Sia  un  triangolo  ABC,  e  Z>,  E,  F  siano  i 
punti  di  mezzo  dei  lati.  Si  vuol  dimostrare  che  le 
rette  tirate  per  questi  punti,  e  rispettivamente  per- 
pendicolari  ai  lati,  passano  per  uno  stesso  punto,  che 
i  equidistante  dai  vertici  A^  B^C. 

Si  tirino  intanto  due  delle 
perpendicolari,  ad  es.  quelle  per- 
pendicolari  ailati  j5(7,  CA,  Que- 
ate  rette  s'  incontrano  [256] ; 
sia  H  il  punto  d' intersezione ; 
si  tirino  i  segmenti  HA^  HB^ 
HC,  HF. 

Ora,  perch^  il  punto  H  appartiene  all'asse  del 
segmento  5C,  6  [163|  HB  =  HC.E  peroh&  il  punto 
H  appartiene  all'asse  del  segmento  CA,  6  HA  ^  HC. 
Per  conseguenza  6  anche  HB  ^  HA,  e  quindi  il 
punto  H  i  equidistante  dai  vertici  A,  B^C. 

Ora,  confrontando  i  triangoU  HFB^  HFA,  tro- 
viamo  che  hanno  HF  comune,  HB  ^  HA  per  di- 
mostrazione,  ed  AF^  FB  per  ipotesi;  quindi  [151  ^ 
anche  gli  angoli  HFBj  AFH  sono  eguali,  ossia 
FH  6  perpendicolare    alia  AB.  La  retta  FH    & 
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dunque  I'asse  del  lato  AB;  epper6  resta  provato 
ohe  ece. 

Infine,  se  con  centro  He  raggio  HA  si  descrive 
nn  cerchiOy  questo  passa  per  i  punti  A^  B^  C.  Percio 
codesto  cerchio  si  dice  circoseritto  al  triangolo  ABC. 
••!•  Te«r*  Le  perpendicolari,  caiate  dai  vertici 
di  un  triangolo  sui  lati  opposti,  passatw  per  uno  stesso 
punto  (punto  delle  altezze). 

Dim.  Sia  nn  triangolo  ABC  qualunque,  e  per  i 
vertici  si  tirino  tre  rette  rispettivamente  perpendico- 
lari ai  lati  opposti.  Si  vuol  provare  che  queste  tre 
rette  passano  per  un  medesimo  punto. 

A  tal  fine  per  i  vertici  del  triangolo  si  tirino  tre 
rette  rispettivamente  parallele  ai  lati ;  queste  rette, 
incontrandosi  [250]  a  due  a  due,  formano  un  nuovo 
triangolo  HLK.E  facile  riconoscere  che  i  vertici  del 
triangolo  dato  sono  rispettivamente  i  punti  di  mezzo 
dei  lati  del  nuovo  triangolo.  Infatti,  il  quadrangolo 

LACB  iun  rombo,  epperi  [268] 

L X X    i  LA^  BC.  Cosi,  poich6  anche 

il  quadrangolo  A  KCB  i  un  romr 
hOj^AK^BC.  Per conseguen- 
ZA  i  LA  ^  AK.  Nello  stesso 
modo  si  prova  che  B  ^  il  punto 
medio  del  lato  LH,  e  C  il  punto 
medio  di  HK. 
Sappiamo  [254]  poi  che,  se  due  rette  sono  paral- 
lele, e  una  terza  retta  6  perpendicolare  ad  una  di 
■esse,  essa  e  perpendicolare  anche  all'altra.  Cosi  la 
^  Z)j  perchi  perpendicolare  a  BC,  i  perpendicolare 
jl11&  L K.  Per  la  stessa  ragione  la  retta  BE  k  per- 
pendicolare alia  £  J7,  e  la  (7jP  alia  HK. 

Avendo  provato  in  tal  modo  che  le  tre  altezze  del 


\ 
\ 
\ 
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triangolo  dato  sono  gli  assi  dei  lati  di  mio  stesso  tri- 
angolo,  abbiamo  anche  provato  [290]  che  esse  s'in- 
contrano  In  uu  medesimo  punto. 

999.  Teor*  Le  tre  mediane  di  un  triangolo  pas'- 
sano  per  uno  stesso  punto  (centro  di  gravita  del  trian- 
golo) ;  e  da  codesto  punto  ciascuna  mediana  i  divisa 
in  due  parti  in  modo  che  quella  parte,  che  ha  un  ter^ 
mine  nel  vertice  del  triangolo,  i  doppia  delValtra. 

ttlm*  Sia  il  triangolo  ABC,  e  D  ei  E  siano  i 
pnnti  di  mezzo  dei  lati  AB,  AC.  Condotte  le  due  me- 
diane BE,  CD,  chiamiamo  F  U.  loro  punto  d'incon* 
tro.  Dimostreremo  intanto  che  B  F  &  doppio  di  FE, 
e  CF  doppio  di  FD. 

A  tale  intento  si  tiri  DE,  e,  dimezzati  i  segmenti 
BF,  CF  nei  punti  H,  K,  si  tiri  HK. 

Ora,  dappoich^  il  segmento  DE  nel  triangolo 
ABC  utiisce  i  punti  di  mezzo  dei  lati  AB,  AC, 
esso  [287]  6  parallelo  al  terzo  lato  BC,  ed  eguale  alia 
meta  di  codesto  lato.  Per  la  ragione  stessa  il  segmento 
HK  nel  triangolo  FBC  6  parallelo  b,  BC,  ed  eguale 

alia  meta  H  BC.  1  due  segmenti 

tt  DE,  HK,  essendo  uguali  ambidue 

/  \  alia  meta  di  J3  C  ed  ambidue  paral- 

J       \  leli  9k  BC,  sono  eguali  e  paral- 

A\i/i\^  leli  [249]  tra  loro.  Pertanto  il  qua- 

r^^L^  irsiiigolo  D  E  K H  h  [274]  un  rombo, 

^ — ^      epperi  [275]    6  HF  =   FE,    e 

KF  ^  FD.  Ne  segue  essere  BF 
doppio  di  FE,  e  CF  doppio  di  FD. 

Cosi  si  e  dimostrato  che  due  mediane  qualsivo- 
gliano  si  segano  appunto  come  esprime  il  teorema; 
ma  resta  da  provare  che  tutte  e  tre  le  mediane  pas^ 
sano  per  lo  stesso  punto.  Supponiamo  perci6  di  tirard 
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la  terssa  mediana.  Questa  ed  una  delle  altre  due,  pren« 
diamo  la  BE^  si  segano  in  un  pnnto,  che  diremo  0,  in 
modo  che  BO  e  doppio  diOE.  Questo  panto  0  non 
6  donque  altro  che  il  panto  F. 

0 

Esercizi. 

30 1.  Se  gli  angoli  opposti  di  an  qaadrangolo  sono  eguali,  11 
quadrangolo  ^  an  rombo. 

302*  In  ogni  rombo  obliqnangolo  la  diagonale  opposta  agU  an- 
goli ottnsi  &  maggiore  delP  altra. 

303.  Se  due  rombi  obliqaangoli  hanno  i  lati  rispettivamente 
nguali,  e  la  diagonale  maggiore  dell'  ano  ^  maggiore  della 
diagonale  maggiore  del  secondo,  1' altra  diagonale  del 
primo  rombo  h  minore  delP  altra  diagonale  del  secondo. 

304.  Le  tangenti  ad  an  cerchio,  tirate  per  le  estremit^  di  dae 
diametri,  formano  una  losanga. 

305.  Se  in  un  rombo  si  tirano  due  corde  per  il  punto  d'  incontro 
deUe  diagonal!,  e  si  uniscono  le  estremit4  di  queste  due 
corde,  si  ottiene  an  rombo. 

306.  Se,  si  uniscono  due  punti,  presi  sopra  una  diagonale  di  ua 
rombo  ad  eguale  distanza  dai  termini  della  diagonale 
stessa,  con  le  estremit&  dell' altra  diagonale,  si  ottiene  an 
rombo. 

307.  Se  sui  lati  di  un  rombo  si  prendono,  partendo  dai  yertici, 
del  segmenti  eguali,  si  ottengono  punti,  obe  sono  yertici 
di  un  rombo.  Le  diagonal!  dei  due  rombi  passano  per  uno 
stesso  punto. 

308.  I  pnnti  di  mezzo  dei  lati  di  un  quadrangolo  sono  i  yertici 
di  un  rombo.  Se  anche  il  primo  quadrangolo  ^  un  rombo, 
le  diagonal!  dei  due  rombi  passano  per  un  medesimo 
punto. 

309«  I  ponti  di  mezzo  dei  lati  di  un  rettangolo  sono  i  yertici  di 
una  losanga.  E  reciprocamente,  i  punti  di  mezzo  dei  lati  di 
una  losanga  sono  i  yertici  di  an  rettangolo. 
310.  Se  sui  cateti  di  un  triangolo  rettangolo  si  costruiscono, 
estemamente  al  triangolo,  due  quadrat!,  e  si  tirano  in 
quest!  le  diagonal!  che  terminano  al  yertice  dell'angolo 
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retto,  queste  diagonal!  8ono  per  diritto.  Le  altre  due  sono 
parallele  alia  bisettrice  dell'angolo  retto  del  triangolo 
dato. 

3 1 1.  Col  mezzo  del  solo  compasso  dividere  per  inet&  nn  data 
segmento.  (Si  costraisca  il  triangolo  isoscele,  che  ha  per 
base  il  dato  segmento,  e  i  lati  egaali  doppi  [2I5J  di  code- 
sto  segmento.  Si  dimezzino  [113]  i  due  lati  egaali,  e  si  co- 
stmisca  il  ptmto  che  ^  simmetrico  al  vertice  rispetto  alia 
retta  che  passa  per  il  punto  di  mezzo  dei  lati). 

3 1 2.  Dati  tre  punti  A,  By  C,  trovare  col  solo  compasso  il  piede 
della  perpendicolare  calata  da  A  solla  retta  B  C.  (Si 
costmiri  prima  il  pnnto  simmetrico  ad  A  rispetto  alia 
B  C.  [311]). 

313.  Se  per  ana  estremitii  e  per  il  pnnto  di  mezzo  di  un  seg- 
mento, da  ana  stessa  banda  di  qnesto,  si  tirano  dne  seg- 
ment! parallel!  e  tali  che  il  primo  sia  doppi o  del  secondo, 
le  estremitii  di  quest!  segment!  e  1'  altra  estremitii  del  seg- 
mento dato  sono  in  linea  retta. 

314.  Se  dalle  estrem!t&  e  dal  panto  di  mezzo  di  on  segmento  si 
tirano  tre  segment!  parallel!  e  terminati  a  ana  retta  qual- 
sivoglia,  il  segmento  intermedio  h  ugoale  alia  semisomma 
degli  altri  due. 

315.  In  an  trapezio  (*)  i  pant!  di  mezzo  dei  lati  non  parallel!,  e 
!  punti  di  mezzo  delle  diagonal!  sono  in  linea  retta. 

3 1 6.  II  segmento,  che  anisce  i  punti  di  mezzo  dei  lati  non  paral- 
lel! di  un  trapezio,  h  uguale  alia  semisomma,  e  quello, 
che  anisce  !  punti  di  mezzo  delle  diagonal!,  h  uguale  alia 
semidiffereaza  dei  lati  parallel!. 

317.  La  somma  di  due  corde  di  un  triangolo  isosoele,  tirate  da 
un  punto  della  base  parallelamente  a!  lati,  6  uguale  a  un. 
lato  del  triangolo. 

318.  La  somma  di  tre  corde  di  un  triangolo  equilatero,  con- 
dotte  parallelamente  a!  lati  e  per  uno  stesso  punto  preso 
nell'interno  del  triangolo,  i  uguale  al  doppio  del  lato. 

3 1 9.  Le  bisettric!  degli  angoli  di  un  rombo,  incontrandosi,  for- 
mano  un  quadrate,  una  cui  diagonale  6  parallela  a  due  lati 
del  rombo  dato  ed  eguale  alia  differenza  di  due  lati  con« 
secutivi  del  rombo  stesso. 

{*)  Si  dice  irapeMio  un  quadrangolo  in  cui  due  lati  opposti  sono  ptralleli. 
Se  gli  tltri  due  Itti  sono  eguali,  il  trapezio  si  dice  taoictle. 
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320. 1  piedi  delle  perpendicolari,  calate  sopra  ana  secante  di 
ua  cerchio  dalle  estremitii  diun  diametro,  hanno  dai  punti, 
nei  qnali  la  secante  inoontra  il  cerchio,  distanze  rispetti- 
yamente  ngnali. 

32 1.  Se  si  prendono  dae  pnnti  stii  prolongamenti  delle  diago- 
nali  di  nna  losanga,  e  per  ciascuno  si  tirano  due  rette  che 
passino  per  i  termini  dell'altra  diagonale,  si  ottiene  on 
qnadrangolo,  nel  quale  la  somma  di  due  angoli  opposti  ^ 
Qguale  a  due  retti. 

322.  II  diametro  del  cerchio  iacritto  in  un  tiiangolo  r^ttangolo  4 
Qguale  alia  differenza  tra  la  somma  dei  cateti  e  I'ipotenusa. 

323.  ABCD  6  un  rombo.  Condotta  per  A  una  retta  ad  arbitrio, 
si  mostri  che  la  distanza  di  Cda  questa  retta  h  uguale  alia 
iomma  o  alia  differenza  delle  distanze  di  ^  e  i>  dalla  retta 
medesima. 

324.  Se  due  cerchi  si  tagliano,  e  per  i  punti  d'  intersezione  si 
conducono  due  rette  parallele,  i  segmenti  di  queste  com- 
presi  tra  i  cerchi  sono  egualL  [187]. 

325.  I  punti  di  mezzo  dei  lati  di  un  triangolo  e  uno  dei  piedi 
delle  altezze  sono  i  yertici  di  un  trapezio  isoscele. 

326.  II  cerchio,  che  passa  per  i  punti  di  mezzo  dei  lati  di  uu 
triangolo,  passa  anche  per  i  piedi  delle  altezze.  [325]. 

327.  Se  si  unisce  un  punto  qualsivoglia  coi  yertici  di  un  rombo, 
ei  punti  di  mezzo  di  questi  segmenti  si  uniscono  col  pxmto 
d'incontro  delle  diagonali,  la  somma  dei  primi  quattro 
segmenti  h  doppia  di  quella  degli  altri  quattro. 

328*  Se  due  yertici  opposti  di  un  rombo  si  uniscono  coi  punti 

di  mezBO  di  due  lati  opposti,  la  diagonale  degli  altri  due 

yertici  resta  diyisa  in  tre  parti  eguali. 
329.  Se  un  lato  di  un  rombo  k  diyiso  in  m  parti  eguali,  e  si 

imisce  il  punto  di  diyisione,  che  k  prossimo  ad  un  yertice^ 

col  yertice  successiyo,  il  segmento  della  diagonale,  com- 

preso  tra  ilprimo  yertice  e  la  retta  tirata,  ^  la  (fn  +  1 ).  eat* 

ma  parte  dell'intera  diagenale. 
3M.  Se  due  trapezi  hanno  i  lati  rispettiyamente  uguali,  essi 

sono  egnalL  (Per  ima  estremit&  di  una  delle  basi  si  tiri  la. 

paraUela  a  uno  dei  lati  concorrenti  Ecc. ). 
331.  Se  da  punti  di  un  cerchio  si  conducono  dei  segmenti 

eguali  e  paralleli,  le  estremiUk  di  questi  segmenti  si  tro- 

Tano  sopra  un  cerchio  eguale  al  dato. 
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332.  La  somma  geometrica  di  pid  segmenti  k  indipendente  dal- 
I'ordixie  in  cui  si  susseguono  gli  addendL  (Per  trovare  la 
somma  geometrica  di  piii  segmenti  dati,  bisogna  tirare 
tanti  segmenti  consecntivi,  rispettivamente  oguali,  paral- 
leli,  ed  egualmente  diretti  cbe  i  segmenti  dati.  H  seg- 
mento,  che  unisce  gli  estremi  della  spezzata  ^  la  somma 
geometrica  p 

333.  In  un  triangolo  eqoilatero  il  raggio  del  cerchio  drco- 
scritto  h  doppio  del  raggio  del  cerchio  iscritto. 

334.  La  somma  delle  perpendicolari|  oalate  sui  lati  di  on  trian- 
golo isoscele  da  on  panto  della  base,  h  costante.  Se  il  panto 
h  preso  sal  prolangamento  della  base,  allora  6  costante  la 
differenza. 

335.  La  somma  delle  distanze  dai  lati  di  an  triangolo  eqnila- 
tero  di  an  panto,  preso  nell'  interno  del  triangolo,  6  co- 
stante. ( &  ogaale  all'  altezza  del  triangolo ). 

336.  Se  dae  triangoli  isosceli  hanno  le  altezze  rispettivamente 
agaali,  essi  sono  eguali. 

337.  Se  la  distanza  dei  lati  paralleli  di  an  trapezio  isoscele  ^ 
agaale  alia  semisomma  dei  lati  paralleli,  il  quadrangolo, 
che  ha  i  vertici  nei  panti  di  mezzo  dei  iati  del  trapezio,  h 
an  qaadrato. 

338.  Se  dae  poligoni  egaali  hanno  dae  lati  oorrispondenti  pa- 
ralleli, le  rette,  che  passano  per  i  vertici  degli  angoli  egaali, 
o  sono  parallele,  o  passano  per  ano  stesso  panto. 

339.  Per  an  panto  dato  condarre  ana  retta,  che  abbia  egaali  di- 
stanze da  dae  altri  panti  datL 

340.  Tirare  una  retta  che  sia  eqoidistante  da  due  panti  dati,  ed 
abbia  data  distanza  da  an  terzo  panto  dato. 

34 1.  Da  an  panto  dato  condarre  ana  retta  in  modo  che  la  som- 
ma o  la  differenza  dei  segmenti,  compresi  tra  qael  panto 
e  ciascona  di  dae  parallele  date,  sia  egaale  a  on  seg- 
mento  dato. 

342.  Per  un  panto  dato  condarre  una  retta  in  modo  che  i  seg- 
menti di  essa,  compresi  in  due  striscie  date,  siano  eguali. 

343.  Condarre  per  an  panto  dato  la  secante  di  an  cerchio  in 
modo  che  la  somma  delle  distanze  dei  panti  d'intersezione 
da  una  retta  data  sia  eguale  a  dato  segmento.  (  Si  deter^ 
mini  il  punto  medio  della  corda.  [316]). 

344.  Per  un  punto  dato  fuori  di  un  cerchio  condarre  una  so^ 
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cante  in  modo  che  la  parte  esterna  sia  egaale  alia  parte 
interna.  ( Si  unisca  il  pnnto  col  centre,  e  ai  dimezzi  qaesto 
segmento.  [258]). 

345.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  date  raggio,  che  toccano 
nna  retta  data. 

346.  Loogo  dei  centri  dei  cercLi  di  date  raggio,  che  da  una 
retta  data  tagliano  via  an  date  segpnento. 

347.  Laogo  dei  punti  di  mezzo  dei  segment!  tirati  da  un  punto 
date  a  una  retta  data,  oppare  a  un  cerchio  dato. 

348.  Luogo  del  punti  di  mezzo  dei  segmenti  compresi  tra  due 
date  rette  parallele. 

349.  Luogo  dei  punti  tali  che  la  somma  o  la  differenza  delle 
loro  distanze  da  due  rette  date  6  uguale  a  un  segmento 
dato.  [334]. 

350.  Luogo  dei  punti  da  cui,  tirando  a  una  retta  data  un  seg* 

mento  sotto  angolo  dato,  si  ottiene  un  segmento  eguale 
a  uno  dato. 

35 1.  Tirare  un  segmento  in  modo  che  abbia  le  estremit ji  sopra 
due  rette  date,  sia  parallelo  a  una  terza  retta  data,  e  sia 
eguale  a  un  dato  segmento. 

352.  Tirare  in  un  angolo  dato  una  corda,  che  sia  egaale  a  un 
segmento  dato,  e  formi  con  uno  dei  lati  angolo  dato. 

353.  Costruire  un  trapezio,  dati  i  lati  parallel!  e  gli  angoli  che 
uno  di  ess!  forma  con  gli  altri  due  lati. 

354.  Trovare  un  punto  che  abbia  da  due  rette,  che  si  tagliano, 
distanze  rispettivamente  uguali  a  due  segmenti  datL 

355.  Descrivere  un  cerchio  di  dato  raggio,  che  tocchi  una  retta 
data  ed  abbia  il  centro  sopra  una  retta  data,  o  sopra  un 
cerchio  dato. 

356.  Descrivere  un  cerchio  di  dato  raggio,  che  tocchi  i  lati  di 
an  angolo  dato. 

357.  Descrivere  un  cerchio  di  dato  raggio,  che  pass!  per  un 
punto  dato,  e  tocchi  una  retta  data. 

358.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  rette  date,  ed  abbia 
il  centro  sopra  una  retta  data. 

359.  Descrivere  un  cerchio,  che  abbia  il  centro  sopra  una  retta 
o  sopra  un  cerchio  dato,  e  che  abbia  date  distanze  da  due 
rette  date. 

360.  Date  due  parallele  e  un  punto  tra  esse,  descrivere  un  cer- 
chio che  pass!  per  il  punto  dato,  tocchi  una  delle  rette 

11 
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date,  6  tagli  dall'alfcra  un  segmento  egoale  a  un  seg- 
mento  dato. 

36 1.  Descrivere  un  cerchio,  ohe  abbia  tin  dato  raggio  e  che  tagli 
da  due  rettedate  dae  segment!  egnali  a  due  segmenti  datL 

362.  Descrivere  con  raggi  dati  due  cerchi  tangenti  tra  loro  e 
tangenti  a  una  stessa  retta  data,  essendo  dato  oltre  a  oi6 
un  punto  per  il  quale  deve  passare  uno  del  cerchi. 

363.  Condurre  una  tangente  comune  a  due  cerchi  dati.  (Con- 
centricicolmaggior  cerchio,  si  descrivano  due  cerchi,  i  cui 
raggi  siano  rispettivamente  la  somma  e  la  differenza  del 
raggi  dei  cerchi  dati.  Poi  [211]..  ). 

364.  Tirare  in  un  cerchio  dato  una  corda  in  modo  che  sia 
eguale  a  un  segmento  dato,  e  che  abbia  data  distanza  da 
un  punto  dato. 

365.  Condurre  una  retta  in  modo  che  i  segmenti  di  essa,  com- 
presi  in  due  dati  cerchi,  siano  eguali  rispettivamente  a 
due  segmenti  dati.  [363]. 

366.  Costruire  un  triangolo  equilatero,  che  abbia  un  vertice  in 
un  vertice  di  un  quadrate  dato,  e  gli  altri  due  vertici  sui 
lati  del  quadrate  stesso. 

367.  Costruire  un  triangolo,  dati  a,h  a^fiia' 

368.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  unlato  e  un'altezza. 

369.  Costruire  un  triangolo,  dati  B,h  a^^hf 

370.  Costruire  un  triangolo.  dato  un  angolo,  un  lato  e  il  raggio 
del  cerchio  iscritto.  [211]. 

37 1.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  la  sua  bisettrice 
ed  un'altezza.  [211]. 

372.  Costruire  un  triangolo,  dati  i  punti  di  mezzo  di  due  Uti  e 
il  piede  di  una  delle  altezze. 

373.  Costruire  un  triangolo,  conoscendo  un  angolo,  Taltezza 
corrispondente,  e  il  raggio  del  cerchio  iscritto.  [363]. 

374.  Costruire  un  triangolo,  dati  A^ht  e  il  perimetro. 

375.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  date  le  altezze.  (Che 
distanza  ha  dal  lato  il  punto  di  mezzo  della  base?). 

376.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  dato  uno  degli  angoli  e  la 
somma  delle  altezze.  (Sulla  bisettrice  dell' angolo  al  ver- 
tice si  prenda  un  segmento  eguale  alia  somma  data.  Si  tiri 
la  perpendicolare  alia  bisettrice,  poi  si  dimezzil' angolo 
alia  base  del  triangolo  risultante.  Ecc. ). 

377.  Costruire  un  triangolo,  dati  c,  m  a  ed  fn6 •  [292]. 
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378.  Gostraire  nn  triangolo,  date  le  tre  mediane.  (Segnate  in 
nn  triangolo  le  mediane,  se  ne  prolnnghi  una  di  nn  sno 
terzo,  di  Ik  dal  lato,  e  si  nnisca  1'  eBtremiti  coi  tennini  del 
lato  stesso.  Si  ottiene  nn  rombo  che  si  pn6  costmire ). 

379.  Dividere  nn  segmento  in  tre  parti  egnali,  e  ci6  con  nna 
eoetmzione  snggerita  dal  teorema  delle  mediane. 

380.  Per  nn  pnnto,  sitnato  tra  i  lati  di  nn  angolo,  tirare  nna 
corda  dell' angolo  in  modo  cbe  il  pnnto  dato  la  divida  in 
dne  parti  cbe  siano  nna  doppia  dell'altra.  [292]. 

381.  Costmire  nn  trapezio,  dati  i  lati  paralleli  e  le  diagonalL 
(Per  nna  delle  estremiti  di  nna  diagonale,  si  tiri  la  paral- 
lelaall'altra...}. 

382.  Per  nno  di  tre  pnnti  dati  condnrre  nna  retta  in  modo  che 
i  segmenti  della  stessa,  compresi  tra  il  pnnto  per  il  qnale 
h  condotta  e  i  piedi  delle  perpendicolari  calate  snlla  retta 
dagU  altri  dne  pnnti,  siano  egnali.  (La  retta  h  perpendi- 
colare  al  segmento  cbe  nnisce  il  pnnto,  per  il  qnale  essa 
deye  passare,  col  pnnto  di  mezzo  del  segmento  degli  altri 
dne  pnnti). 

383.  Tirare  per  il  pnnto  d'intersezione  di  dne  cerehi  nna  retta 
in  gnisa  che  il  segmento  della  stessa.  compreso  tra  f 
cerchi,  sia  dimezzato  dal  pnnto  d'intersezione.  (Si  n- 
mxk  qnesto  pnnto  con  qneUo  di  mezzo  del  segmento  dei 
centri). 

384.  Da  nn  pnnto,  preso  fuori  di  nn  angolo,  condnrre  ad  nno 
dei  lati  nn  segmento  in  modo  che  sia  diyiso  per  metk  dal- 
I'altro  lato.  [275]. 

385.  Tirare  nna  retta  in  modo  che  sia  parallela  a  nna  retta 
data,  e  che  i\  segmento  di  essa  compreso  tra  dne  cerchi 
dati  sia  egnale  a  nn  segmento  dato.  [331]. 

386.  Troyare  sopra  nn  lato  di  nn  triangolo  qnel  pnnto,  le  cui 
distanze  dagli  altri  dne  lati  danno  la  piti  piccola  somma. 

387.  Gostrnire  nn  triangolo,  dati  i  piedi  di  due  altezze,  e  la 
retta  sn  cui  giace  il  lato  relative  alia  terza  altezza.  ( Si 
determini  il  pnnto  della  retta,  che  ^  equidistante  dai  pnnti 
dati.  Codesto  pnnto  k  il  pnnto  di  mezzo  del  lato,  la  cui 
metk  h  ngnale  alia  distanza  del  pnnto  trovato  dai  due 
pnnti  dati.  [210]). 

388.  Se  nna  retta  ^  parallela  alia  linea  dei  centri  di  dne  cerchi 
egnali,  e  taglia  i  cerchi,  il  segmento,  composto  con  dne 
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consecntivi  di  quel  tre  segnati  dai  cerchi  sulla  retta,  ^ 
ugnale  alia  distanza  dei  centri. 

389.  Se  due  cerclii  si  tagliano,  il  maggior  segmento,  clie  si 
possa  tirare  per  il  pnnto  d' intersezione  fino  ai  cerchi,  d 
qnello  che  6  parallelo  alia  linea  dei  centri. 

390.  La  distanza  tra  due  dei  quattro  pnnti  in  cni  la  retta,  che 
passa  perdue  vertici  di  un  triangolo,  ^ toccata  dal  cerchio 
iscritto  e  dagli  ez-iscritti,  6  nguale  a  uno  degli  altri  due 
lati,  o  alia  loro  Bomma,  o  alia  loro  differenza. 

39 1.  Unendo  a  due  a  due  i  vertici  di  due  triangoli,  e  poi  a  due  a 
due  i  punti  di  mezzo  dei  tre  segmenti,  si  ottiene  un  trian- 
golo  il  cui  centre  di  gravity  h  nel  punto  di  mezzo  del  seg- 
mento  che  unisce  i  centri  di  gravity  dei  due  triangoU  dati. 

392.  Da  un  punto  Aj  preso  ad  arbitrio  sopra  un  lato  di  un  an- 
golo  aoutO;  si  cali  la  perpendicolare  A  B  sulP  altro  lato.  Da 
B  si  tiri  la  ^  C  perpendicolare  al  primo  lato ;  quindi  da  C  la 
perpendicolare  sull'  altro  lato,  e  cosl  via  indefinitamente. 
Costruire  la  somma  di  tutte  queste  perpendicolari.  ( Si  co- 
struiscono  separatamente  la  somma  di  quelle  che  sono 
perpendicolari  ad  un  lato,  e  la  somma  delle  altre ). 

393.  In  ogni  quadrangolo  il  punto  d'  incontro  delle  rette,  che 
passano  per  i  punti  di  mezzo  dei  lati  opposti,  k  il  punto  di 
mezzo  del  segmento,  che  unisce  i  punti  di  mezzo  delle 
diagonali. 

394.  In  un  triangolo  a  lato  maggiore  corrisponde  bisettrice 
minore. 

395.  Trovare  sopra  un  cerchio  un  punto  tale  che  la  somma, 
o  la  differenza  delle  sue  distanze  da  due  rette  date  sia 
eguale  ad  un  segmento  dato.  [349]. 

396.  Trovare  sopra  un  dato  cerchio  quel  punto,  per  il  quale  la 
somma  delle  sue  distanze  da  due  rette  date  6  la  piii  pic- 
cola  possibile.  [349]. 

397.  Unire  due  punti,  situati  da  bands  opposte  di  una  striscia 
data,  con  una  spezzata,  che  abbia  i  vertici  sulle  parallele, 
che  abbia  11  lato,  compreso  da  queste,  parallelo  a  retta 
data,  e  che  sia  la  piu  piccola  possibile.  (Per  uno  dei  pHinti 
si  tira  un  segmento  eguale  e  parallelo  al  lato  intermedio 
della  spezzata,  e  si  unisce  1'  estremit&  di  questo  segmento 
con  r  altro  punto  dato ). 

398.  Costruire  un  quadrangolo,  conoscendo  i  lati  e  la  oorda 
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che  nnisce  i  pnnti  di  mezzo  di  dne  lati  opposti.  ( Si  costrai- 
see  dapprima  il  rombo,  di  cui  la  corda  suddetta  e  il  seg- 
mento,  che  onisoe  i  punti  medi  delle  diagonali,  sono  le 
diagonali.  Poi  si  pa6  costraire  il  rombo,  di  cni  V  ultimo  seg- 
mento  e  quello,  che  iinisce  i  punti  di  mezzo  degli  altri  due 
lati  del  quadrangolo  domandato,  sono  le  diagonali.  Ecc. ). 

399.  In  qualunque  triangolo  i  punti  di  mezzo  dei  lati,  i  piedi 
delle  altezze  e  i  punti  di  mezzo  di  quei  segmenti  delle 
altezzOy  che  sono  compresi  tra  il  punto  delle  altezze  e  i 
vertici  del  triangolo,  giacciono  sopra  uno  stesso  cerchio. 
(  Si  OBseryi  che  i  punti  di  mezzo  di  due  lati  e  quelli  dei  seg- 
menti delle  altezze  relative  sono  [287 1  i  vertici  di  un  re1>- 
tangolo.  In  ogni  rettangolo  poi  le  diagonali  sono  eguali). 

400.  Qnalsivoglia segmento,  che,  passando  peril  punto  di  mez* 
zo  della  base  di  un  triangolo  isoscele,  termini  ad  un  lato 
e  sul  prolungamento  dell*  altro,  h  maggiore  della  base  del 
triangolo  dato. 


CAPITOLO  VII 

ANOOLI  NEL  CERCHIO 


U  Def*  Diremo  angolo  cU  cerehio  qualonqae 
angolo  che  sia  compreso  tra  due  corde  d'an  cerehio 
aventi  ana  estremiti  in  comune,  e  cosl  chiameremo 
anche  un  angolo  che  sia  compreso  da  ana  corda  e 
dalla  tangente  tirata  per  una  estremita  della  corda. 
Un  angolo  al  cerehio  camprende  tra  suoi  lati  an  arco 
del  cerehio;  si  dice  che  insiste  sa  questo  arco,  e  si  ac- 
cenna  anche  dicendolo  iscritto  nel  rimanente  arco  del 
cerehio. 

9S4,  Te«r.  Qualunque  angolo  al  cerehio  i  meti^ 
delVangolo  al  centro  che  comprende  lo  stesso  arco. 

Dint.  Sia  0  il  centro  del  cerehio  e  F  on  panto 
di  esse.  Da  Vsi  tirino  il  diametro  VA,  dae  corde  VB^ 
VC  che  siano  da  ana  stessa  banda  del  diametro,  ana 
corda  VD  dall'altra  banda,  e  infine  la  tangente  V  T. 
Cos!  si  ottengono  tatti  i  casi  che  si  devono  contem- 
plare  nella  dimostrazione. 

Ciascuno  degli  angoli  BVA,  BVD,  CVB  e 
formate  da  dae  corde,  e  il  centro  cade  rispettiva- 

mente  sopra  un  lato,  fra  i  lati  _v T 

e  fuori  dell'angolo.  Gli  archi 
compresi  sono  rispettivamente 
gli  archi  BA^  BD^CB. 

Ciascuno  degli  angoli  T  VAj 
T  VD,  TVC  k  formate  da  una 
corda  e  da  una  tangente,  e  il 
centro  cade  rispettivamente  so- 
pra un  lato,  fra  i  lati  e  fuori  dell'angolo.  Gli  archi 
compresi  sono  rispettivamente  gli  archi  VA,  F2>,  F(7. 
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Si  tirino  i  raggi  OB,  OC,  OD.  Proveremo  che 
ciascuno  de'  sei  angoli  mentovati  h  meta  dell'angolo 
al  centro  che  comprende  lo  stesso  arco. 

1*.  Nel  triangolo  VOB,  essendo  OV=OB,  gli 
angoli  OBV,  BVO  sono  eguali;  e  perohd  la  loro 
somma  &  uguale  [257]  all'angolo  estemo  BOA,  uno 
di  essi,  quale  ^  Tangolo  BVO,  ossia  I'angolo  BVA,  i 
inet&  dell'angolo  BOA. 

Nello  stesso  modo  si  proverebbe  cheC{V)A  & 
meti  di  C(0)  A,  e  che  A{V)Dh  meti  di  A  (0)  D. 

V.  Essendo  B{y)  A  meti  di  5(0)  A,^A  (V)  D 
meta  di  A  (0)  D,  anche  B{V)Dh  meti  di  B  (0)  D. 

Z\  Essendo  C{V)A  metA  di  C{0)A,  e  5(7)4, 
parte  del  primo,  metA  di  B{0)A,  parte  del  secon- 
do,  anche  C{V)  B,  che  6  la  parte  rimanente  del  pri- 
me, e  metA  di  (7(0)  5,  che  6  la  rimanente  parte  del 
secondo. 

4^  Poichi  il  raggio  tirato  al  panto  di  contatto  i 
perpendicolare  [209]  alia  tangente,  I'angolo  T  VA  i 
retto.  L'angolo  al  centro,  che  comprende  lo  stesso 
arco,  i  I'angolo  piatto  VOA.il  dunqne  T{V)  A  metA 
di  V{0)A. 

5^  Essendo  r(F)il  metA  di  7(0)4,  e  A(V)D 
metA  di  4(0)i>,  anche  T{V)Di  metA  dell'angolo 
concave  V{0)D. 

6^  Essendo  r(F)4  metA  diV{0)A,  e  C{V)A, 
parte  del  prime,  metA  di  C{0)A,  parte  del  secondo, 
anche  T(V)C,  che  h  la  parte  rimanente  del  prime,  i 
metA  di  V{0)Cj  che  h  la  rimanente  parte  del  secondo. 

••ft.  Cor.  t^  Tutti  gli  angoli  iscritti  in  uno 
stesso  arco  sono  eguodi. 

Infatti  ciascuno  A  metA  dell'angolo  al  centro  che 
comprende  il  rimanente  arco  del  cerchio. 
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\m  Cor.  9°.  Secondo  che  un  arco  ^  minore, 
uguale  o  maggiore  di  mezzo  cerchio,  Vangolo  iscritto 
^  ottuso,  retto  od  acuta. 

Infatti  il  rimanente  arco  h  rispettivamente  mag- 
giore, nguale  o  minore  di  mezzo  cerchio,  eppero  Tan- 
golo  al  centro,  che  comprende  lo  stesso  arco,  6  ri- 
spettivamente concavo,  piatto  o  convesso.  £  la  meta 
d'un  angolo  cosi  fatto  e  un  angolo  rispettivamente 
ottuso,  retto  od  acuto. 

••v.  Cor.  S^.  Secondo  che  un  angolo  iscritto  i 
acuto,  retto  od  ottuso,  Varco  compreso  i  minore,  uguale 
0  maggiore  di  mezzo  cerchio.  [296]. 

909«  Cor.  4®.  In  una  stesso  cerchio^  o  in  cerchi 
eguali,  se  due  angoli  iscritti  sono  eguali,  gli  archi 
compresi  sono  eguali, 

Infatti  gli  angoli  al  centre,  che  comprendono  gli 
stessi  archi,  perche  doppi  [294]  di  angoli  eguali,  sono 
eguali.  E  si  sa  che  angoli  al  centro  eguali  compren- 
dono archi  eguali.  [196]. 

•••.  Cor.  n^  In  uno  stesso  cerchio,  o  in  cerchi 
eguali,  due  angoli  al  cerchio,  che  insistono  su  archi 
eguali  (angoli  iscritti  in  archi  eguali),  sono  eguali. 

Infatti  gli  angoli  al  centro,  che  insistono  sugli 
stessi  archi,  sono  eguali  [200],  e  quindi  sono  eguali 
anche  i  due  angoli  al  cerchio.  [294]. 

aoo.  Cor.  U^.  In  ogni  qua- 
drangolo  iscritto  in  un  cerchio  gli 
angoli  opposti  sono  supplementari. 

Infatti  gli  archi  compresi  da 
due  angoli  opposti  del  quadran- 
golo  formano  V  intero  cerchio. 
Quindi  gli  angoli  al  centro,  che 
comprendono  gli  stessi  archi,  danno  una  somma  e- 
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gnale  a  qnattro  retti  [127],  e  per  conseguenza  [294]  i 
due  angoli  del  qaadrangolo  danno  una  somma  eguale 
a  due  retti. 

SHI*  Tear.  Tutti  i  triangoli,  che  hanno  un  laio 
eomune,  che  eadono  da  una  stessa  banda  del  lato  comune 
ed  hanno  eguale  Vangolo  opposto  a  questo  lato,  hanno 
i  loro  vertici  sopra  uno  stesso  cerchio. 

Blni.  Sia  ABC  un  triasgolo  qnalnnqae.  De- 
scrivo  il  cerchio  che  passa  per  i  suoi  tre  vertici.  Dico 
che  qnalunque  altro  triangolo  costruito  su  AB^  dalla 
stessa  banda  dove  si  trova  ABC,  e  nel quale I'angolo 
opposto  allato  AB  sia  uguale  a  B{C)A,  ha  anche 
il  terzo  vertice  sul  cerchio  ACB, 

Si^  AB D  un  triangolo  cosi  fatto,  e  ammettiamo 
che  il  pnnto  D  non  cada  sul  cerchio. 

Poiche  nei  due  triangoli  A B C^  ABD  g]i  angoli 
in  C  e  D  sono  eguali;  la  somma  degli  altri  due  angoli 
d'un  triangolo  d  uguale  alia  somma  degli  altri  due 
angoli  dell'altro.  Cosi,  essendo  D{A)B<  C{A)  B  (*), 
i  necessariamente  A  (B)  D  >  A  (B)  C.  Ne  segue  che 

il  lato  AD  taglia  necessariamen- 
te il  lato  CB]  chiamiamo  E  il 
punto  d'intersezione.  PoichA  co- 
desto  punto  E  appartiene  alia 
corda  B  C  del  cerchio,  la  retta 
AD^  che  passa  per  £,  incon- 
tra  [97]  il  cerchio  in  due  punti 
sitnati  da  bande  opposte  rispetto  ad  E,  Uno  di  quest! 
pnnti  6  A ;  I'altro  sia  il  punto  F.  Si  tiri  BF. 

Ora  gli  angoli  BCAj  BFA,  perch^  iscritti  nello 
stesso  arco  A  CFB,  sono  [295]  eguali.  Ed  essendo  per 

(*)  8e  codesti  due  angoli  fossero  eguali,  i  triangoli  coin- 
ciderebbero  [154],  e  ci6  contro  Tipotesi  che  essi  siano  distinti. 


—  170  — 

ipotesi  B{C)A^B  (D)  A ,  ne  segue  essere : 

B(F)A  =  B(D)Ai 
ci6  non  pu6  essere,  perch^  uno  e  un  angolo  del 
triangolo  BFD,  e  Taltro  &  an  angolo  estemo  oppo* 
sto  del  triangolo  stesso  [132].  Conchindiamo  che  il 
oerchio,  che  passa  per  i  vertici  di  uno  del  triangoli 
accennati  dal  teorema,  passa  per  i  vertici  di  tntti 
gli  altri. 

90M.  Teov«  8e  gli  angoli  opposti  d'un  quadrati' 
golo  sono  supplementari,  i  vertici  del  quadrangolo 
^iacciono  in  uno  stesso  cerchio  (il  quadrangolo  i 
inscrittibile),  (*). 

Dint.  Nel  quadrangolo  ABCD  gli  angoli  oppo- 
«ti  siano  supplementad. 

Per  tre  vertici,  ad  es.,  per  -4, 
i),  (7,  si  faccia  passare  un  cerchio 
[290].  Dico  che  su  questo  cerchio 
giace  anche  il  vertice  Z). 

Preso  sull'arco  ^  C  un  punto 
JE7  qualunque,  tiro  EA^  EC.  Poi- 
chi  il  quadrangolo  ABCE  e 
iscritto  in  un  cerchio,  I'angolo  in 
E  h  supplementare  dell'angolo  in  B  [300].  Ma  per 
ipotesi  anche  I'angolo  in  D  &  supplementare  dell'an- 
^olo  in  B]  quindi  gli  angoli  in  JS  e  D  sono  eguali.  Per 
<;onseguenza  [301]  il  cerchio  che  passa  per  i  punti 
Af  Ej  (7,  ossiail  [194]  cerchio  che  passa  per  A^  B 
<e  C,  passa  anche  per  D . 

(*)  Analogo  a  quello  del  teorema  precedente  sarebbe 
I'enunciato  che  segue:  8e  due  triangoli  hanno  un  lata  co* 
mune,  cadono  da  bande  opposte  del  lata  comune,  e  gli  an- 
goli opposti  a  questo  lato  sono  supplementari,  i  vertici  dei 
triangoli  giacciono  sopra  uno  stesso  cerchio. 
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8#S.  DeC  Un  arco  si  dice  capace  di  un  certo  aii> 
golo,  se  uno,  e  quindi  [295]  tntti  gli  angoli  isoritti  in 
esso  sono  egnali  a  queirangolo. 

904.  Pr«bl«  Unire  due  punti  con  un  arco  che 
sia  capace  di  un  angolo  dato^ 

Rl0ol.  Siano  ^4,  jB  i  punti  dati,  nei  quali  deve 
terminare  I'arco  da  costmire,  e  chiamiamo  a  Tangolo 
a  cui  devono  essere  uguali  gli  angoli  iscritti  nell'arco. 
Si  coStruisca  in  u4  e  suUa  AB  Tangolo  BAE 
nguale  al  dato  a ;  poi  si  tiri  la  -4  Jf  perpendicolare  ad 
AEj  e  infine  si  tiri  I'asse  del  segmento  AB.Il  panto 

0  in  cui  le  rette  AFj  CD  s'incon- 

trano  [256],  6  equidistante  da,  A  e 

B.  L'arco  ABj  descritto  con  centre 

0  e  raggio  OAj  i  I'arco  domandato. 

DIhi.  Infatti  la  retta  AE^  per- 

chd  perpendicolare  al  raggio  OA 

nell'estremita,  e  tangente  [207]  al 

cerchio;  per  conseguenza  I'angolo 

-B^^  6  uno  degli  iscritti  [293]  nel- 

Tarco  AB.  Quindi  tutti  gli  angoli 

iscritti  neU'arco  AB  sono  eguali  [295]  a  B{A)E, 

epper6  anche  al  dato  angolo  a. 

Costruendo  in  il  e  sulla  AB  nn.  angolo  a  dall'al- 
tra  banda  della  retta  ABj  e  tirando  poi  la  perpendi- 
colare in  A  al  lato  del  nuovo  angolo,  si  trova  sulla 
(72)  un  altro  punto  0'  simmetrico  con  0  rispetto  ad 
ABj  e  che  6  centre  d'un  altro  arco,  che  termina  esso 
pure  in  A  e  By  e  che  &  capace  dell'angolo  a. 

Se  I'angolo  a  6  retto,  i  due  archi  sono  le  metk  del 
cerchio  che  ha  per  diametro  A  B. 

soft.  Teor*  i2  luogo  dei  vertici  degli  angoli,  che 
sono  eguali  a  un  angolo  dato  e  i  cui  IcUi  passano  per 
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due  punti  dati,  i  formato  dai  due  archi  che  hanno  le 
estremita  nei  punti  dati  e  che  sono  capaei  delVangolo 
data. 

BIm.  Infatti  ogni  panto  del  due  archi  gode  di 
quella  propriety  [304],  e  ogni  pnnto  che  goda  di  quella 
proprieta  appartiene  [301]  ad  uno  o  all'altro  dei  due 
archi. 

Esercisf. 

401.  Se  per  uno  dei  punti  d'intersezione  di  due  cercHi  si  tirano 
due  diametri,  le  estremit&  di  questi,  opposte  al  punto  co- 
mune,  e  1'  altro  punto  d'  intersezione  sono  in  linea  retta. 

402.  Se  sopra  due  lati  di  un  triangolo  si  costruiscono  due  cer- 
chi,  e  Gondotte  due  parallele  per  le  estremita  del  terzo 
lato,  si  segnano  i  punti  dove  queste  tornano  ad  incon- 
trare  i  cerchi,  questi  due  punti  sono  in  linea  retta  col 
vertice  del  triangolo  opposto  al  terzo  lato.  [296, 128]. 

403.  Se  sui  quattro  lati  di  un  quadrangolo,  si  costruiscono 
quattro  cerchi,  e  per  due  yertici  opposti  si  tirano  due 
segmenti  parallel!  fino  ai  cerchi,  quelle  estremit&  dei  due 
segmenti,  che  sono  da  una  stessa  banda,  sono  in  linea 
retta  con  un  vertice  del  quadrangolo. 

404.  Se  due  corde  si  segano  ad  angoli  retti,  la  somma  di  due 
archi  non  consecutivi^  uguale  alia  somma  degli  altri  due. 
( Si  tirino  i  diametri  parallel!  alle  corde  ). 

405.  Secondo  che  un  triangolo  k  acutangolo,  rettangolo  od  ot- 
tusangolo,  il  centre  del  cerchio  circoscritto  cade  nelF  in- 
terne del  triangolo,  sopra  un  lato  o  fuori. 

406.  Se  due  punti,  presi  ad  arbitrio  sopra  un  cerchio,  si  uni- 
scono  col  punto  di  contatto  di  una  tangente,  si  ottiene  un 
angolo,  che  h  maggiore  di  qualunque  altro,  che  si  ottiene 
unendo  i  punti  stessi  con  un  altro  punto  della  tangente. 
[296, 182]. 

407.  Se  pe;c  il  punto  di  contatto  di  due  cerchi,  si  tirano  due 
rette,  che  taglino  uno  dei  cerchi  nei  punti  A^  A'  e  1' altro 
nei  punti  B,B\  le  rette  A  A',  BB'  sono  parallele. 

408.  In  un  cerchio  corde  parallele  comprendono  archi  eguaH. 
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409.  Dimostrare  che,  quando  siano  dati  tre  pnnti  di  tin  cerchio, 
si  possono  trovare  qnanti  altri  puDti  si  yogliono,  senza  far 
uso  del  centro.  [801]. 

410.  So  dalle  estremit^  di  ciascuno  di  dae  lati  opposti  di  an 
quadrangolo  iscritto  in  an  cerchio  si  calano  le  perpen- 
dicolari  sul  lato  opposto,  ipiedi  delle  perpendicolari  sono 
sopra  ano  stesso  cerchio.  [802]. 

411.  Se  si  dimezza  an  angolo  iscritto  in  an  cercliio,  e  per  il 
panto,  dove  la  bisettrice  incontra  il  cerchio,  si  condace  la 
cor  da  parallela  a  an  lato  dell' angolo,  qaesta  corda  6 
agaale  all'altro  lato.  [298]. 

412.  Se  ana  di  dae  tangenti,  condotte  a  un  cerchio  da  ano 
stesso  panto,  si  prolanga  di  \k  dal  panto  comnne  di  ana 
parte  iigaale  alia  tangente  stessa,  V  estremit^  del  prolan- 
gamento,  il  punto  di  contatto  dell*altra  tangente,  e  I'estre- 
mitk  del  diametro,  tirato  per  il  panto  di  contatto  della 
prima  tangente,  sono  in  linea  retta. 

413.  In  ogni  tnangolo  V  asse  di  an  lato  incontra  la  bisettrice 
dell'angolo  opposto  e  la  bisettrice  dell' angolo  estemo 
opposto  in  panti,  che  appartengono  al  cerchio  circoscritto 
al  triangolo. 

414.  La  bisettrice  di  an  angolo  di  an  triangolo  fa  angoli  egaali 
con  V  altezza  e  col  raggio  del  cerchio  circoscritto  ascenti 
dallo  stesso  yertice.  (Dov'^  che  la  bisettrice  incontra 
naovamente  il  cerchio  circoscritto  ? ). 

415.  Se  i  lati  di  parecchi  angoli  egaali  passano  per  dae  mede- 
simi  panti,  e  i  loro  vertici  cadono  da  ana  stessa  banda 
della  retta  che  passa  per  i  dae  panti,  le  bisettrici  degli 
angoli  passano  per  ano  stesso  panto.  [801,  299]. 

416.  II  panto,  dove  la  bisettrice  di  an  angolo  di  an  triangolo 
torna  a  tagliare  il  cerchio  circoscritto,  dista  egaalmente 
dai  termini  del  lato  opposto  all' angolo  bfsecato  e  dal 
centro  del  cerchio  iscritto. 

417.  Frolangando  ana  delle  altezze  di  an  triangolo  fino  ad  in- 
con  trare  il  cerchio  circoscritto,  si  ottiene  an  panto,  che  h 
simmetrico  a  qaello  delle  altezze  rispetto  al  lato  sa  cai 
cade  1'  altezza  considerata.  Dedarre  che  le  tre  altezze  pas- 
sano per  an  medesimo  panto. 

418.  Se  an  angolo  ha  il  vertice  nell'intemo  di  an  cerchio,  esso 
h  ugaale  alia  semisomma  degli  angoli  al  centro,  che  insi- 
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stono  sngli  archi  compresi,  uno  dei  lati  delPangolo,  I'al- 
tro  dai  prolimgamenti  dei  lati.  (Per  uno  degli  estremi  di 
una  corda  si  conduca  la  parallela  all*  altra ). 

419.  Se  un  angolo  lia  il  vertice  fnori  di  nn  cerchio,  e  i  suoi 
lati  tagliano  il  cerchio,  esso  ^  ugnale  alia  semidifferenza 
del  due  angoli  al  centre,  cbe  insistono  sugli  archi  com- 
presi  dai  lati  delP  angolo.  (  Per  uno  degli  estremi  delP  aroo 
roinore  si  tiri  la  parallela  all' altra  secante). 

420.  L'  angolo  compreso  tra  una  tangente  e  una  secante,  con- 
dotte  a  un  cerchio  da  uno  stesso  punto,  h  uguale  alia  se- 
midifferenza dei  due  angoli  al  centre  che  insistono  sui 
due  archi  compresi  tra  i  lati  dell' angolo. 

421.  Se  una  corda  di  un  cerchio  si  prolnnga  di  un  segmento 
eguale  al  raggio,  e  per  1'  estremiti  del  prolungamento  e 
per  il  centre  si  tira  unaretta,  uno  dei  due  archi,  compresi 
tra  le  secanti,  h  triple  dell'altro.  ( 8i  tiverk  una  parallela 
alia  secante  che  passa  per  il  centre ). 

422.  Le  altezze  di  un  triangelo  dimezzano  gU  angoli  del  trian- 
golo  che  ha  i  vertici  nei  piedi  delle  altezie.  (Bisogna  con- 
siderare  i  cerchi,  che  hanne  per  diametrl  i  segmenti,  che 
uniscono  il  punto  delle  altezze  cei  vertici  del  trian- 
gelo. [302,  295] ). 

423.  Se  si  prelungano  le  altezze  di  un  triangelo  fine  ad  incon- 
trare  il  cerchio  ciroescritto,  e  si  uniscono  i  punti  d'inter- 
seziene,  si  ettiene  un  triangelo,  i  cui  angoli  sono  dimez- 
zati  dalle  altezze.  [296]. 

424.  Se  per  una  estremit^  di  un  late  di  un  triangelo  si  tira  la 
perpendicolare  al  late,  e  la  si  protrae  fine  ad  incontrare  il 
cerchio  ciroescritto,  cotal  corda  6  uguale  a  quel  segmento 
che  h  compreso  tra  il  punto  delle  altezze  e  il  vertice  eppo- 
sto  al  late  considerate.  (L'estremitJt  della  perpendicolare 
e  r  altra  estremit4  del  late,  su  cui  ^  inalzata^  sono  punti 
diametralmente  epposti.  [301]). 

425.  Luogo  dei  punti  di  mezzo  delle  corde  di  un  oerchio,  che 
passano  (prelungate  se  il  punto  ^  estemo)  per  uno  stesso 
punto.  [301]. 

426.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  iscritti  nei  triangoli,  che 
hanne  un  late  in  comune  ed  eguale  1'  angolo  opposto  al 
late  comune. 

427.  Luogo  dei  punti  di  cencorso  delle  altezze  dei  triangoli 
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aventi  nn  lato  comune  ed  eg^aali  gli  aogoli  opposti  al  lata 
comtine. 

428.  In  an  cerchio,  condotto  un  diametro  A  By  si  tiri  per  A  una 
corda  ^C,  e  snl  prolnngamento  si  faccia  CD^  CB.Qi 
domanda  il  laogo  del  pxmto  D.  (L'angolo  ADB  k  co* 
stante). 

429.  Gome  si  pud,  avendo  nn  cerchio  ed  il  centro,  e  soltanto 
xm  istrumento  per  condnrre  parallele,  dimeszare  un  an- 
golo  dato  nel  piano  del  oerchio  ? 

430.  Gondnrre  la  tangepte  a  an  oerchio  dato  da  an  panto 
esterno  dato,  e  conchiadere  che  non  si  possono  tirare  che 
daesole  tangenti.  (L'analisi  snggerisce  [306]  altra  costra- 
zione  che  qaella  insegnata  nel  §  211 ). 

431.  Tagliare  da  an  dato  cerchio  an  arco,  che  sia  capace  di  un 
angolo  dato.  [294]. 

432.  Con  centro  dato,  descrivere  un  cerchio  il  quale  tagli  una 
retta  data  in  modo  che  uno  dei  due  archi,  in  cui  resta  di- 
viso  dalla  retta,  sia  capace  di  on  angolo  dato.  [119,294]. 

433.  Perunpunto,  dato  nell*  interne  di  un  cerchio,  condurre 
una  corda  in  modo  che  1'  angolo,  che  essa  forma  con  la 
tangente  tirata  per  una  estremitli,  sia  il  pii!i  piccolo  pos- 
sibile.  [294]. 

434.  Trovare  un  punto  tale  che  le  rette,  che  lo  uniscono  ai  ver* 
ticidiun  triangolodato,comprendanoangolieguali.  [905]. 

435.  Per  un  panto,  dato  fuori  di  un  cerchio,  tirare  cotal  se« 
cante,  che  uno  degli  archi,  in  cui  il  cerchio  resta  diviso, 
sia  capace  di  un  angolo  dato.  [299, 173]. 

436.  Oostruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  V  angolo  opposto  e 
la  distanza  del  yertice  di  questo  angolo  da  un  punto  dato. 

437.  Oostruire  un  triangolo,  conoscendo  un  lato,  V  angolo  op- 
posto e  Taltezza  calata  sul  lato  dato.  [805]. 

438.  In  un  cerchio  dato  iscrivere  un  triangolo,  che  abbia  gli 
angoli  rispettivamente  uguali  a  quelli  di  un  triangolo 
dato.  [299,  220]. 

439.  Iscrivere  injun  cerchio  un  triangolo,  i  cui  lati  siano  ris- 
pettivamente paralleli  a  tre  rette  date. 

440.  Oostruire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  V  altezza  relativa 
e  il  raggio  del  cerchio  circoscritto.  [299]. 

441.  Oostruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  T  angolo  opposto  e 
la  somma  degli  altri  due  lati.  [805]. 
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442.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  1'  angolo  opposto  e 
la  differenza  dei  latiche  comprendoDO  qnesto  angolo.  [805]. 

443.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  il  perimetro  e  il 
raggio  del  cerchio  circoscritto.  [299,  220]. 

444.  Costruire  un  triangolo,  di  cui  sono  date  V  altezza,  la  bi- 
settrice  e  la  mediana  uscenti  da  uno  stesso  vertice.  [74]. 
(Posta  I'altezza  perpendicolarmente  ad  una  retta,  si  ti- 
rino  la  mediana  e  labisettrice.  E  perrestremit&  della  me- 
diana la  perpendicolare  alia  retta.  [414]). 

445.  Iscrivere  in  un  cerchio  un  triangolo,  due  lati  del  quale 
siano  parallel!  a  due  rette  date,  ed  il  cui  terzo  lato  pass! 
per  un  punto  dato.  ( Per  un  punto  del  cerchio  si  tirino  due 
parallele  alle  rette.  [173]). 

446.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  I'angolo  opposto  e  il 
raggio  del  cerchio  iscritto.  ( II  centre  di  questo  cerchio 
dev'  essere  sopra  una  parallela  e  sopra  un  arco . . .  [426]). 

447.  Costruire  un  triangolo,  dati  i  piedi  delle  altezze.  [422]. 

448.  Costruire  un  triangolo,  dati  i  piedi  di  due  altezze  e  la 
retta  sulla  quale  sta  il  lato  corrispondente  alia  terza  al- 
tezza.  [422,  63]. 

449.  Costruire  un  quadrangolo,  dati  due  angoli  opposti,  un 
lato  e  le  diagonal!.  [805]. 

450.  Costruire  un  quadrangolo,  dati  due  angoli  opposti,  le  dia- 
gonal! e  I'angolo  delle  diagonal!.  [385]. 

451.  Dati  tre  punti  d'  un  cerchio,  tirare  la  tangente  in  uno  di 
ess!,  senza  determinar  prima  il  centre  del  cerchio.  [294]. 

452.  In  ogn!  triangolo  i  punt!  d!  mezzo  dei  lati,  i  piedi  delle 
altezze,  e  i  punti  med!  dei  segment!  compres!  tra  il  punto 
delle  altezze  e  i  vertici  del  triangolo  stanno  sopra  uno 
stesso  cerchio.  (Cerchio  dei  nove  punti). 

453.  ABC^xm  triangolo  iscritto  in  un  cerchio  di  centre  O^eD 
h  il  punto  di  mezzo  delP  arco  B  C,  Dimostrare  che  V  an* 
golo  ^DO  ^  la  semidifferenza  degl!  angoli  in  B  ed  in  C 

454.  Se  in  un  poligono  di  2  n  lati,  iscritto  in  un  cerchio,  i  prim! 
(n  —  1 )  lati  sono  ordinatamente  parallel!  a  quell!  che  se- 
guono  Vn.esimo,  anche  Vn.esimo  Sparallelo  all*  ultimo. 

455.  Se  per  Pestremitli  A  di  una  corda  AB  si  conduce  la  tan- 
gente al  cerchio,  e  preso  su  questa  un  segmento  A  C^AB, 
si  tira  la  retta  CB^  questa  incontra  il  cerchio  !n  un 
punto  D  tale  che  6  CD=  DA.  [294, 267]. 
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456.  Se  dal  punto  A,  panto  di  mezzo  di  an  arco  B  C,  si  tirano 
nel  cercliio  dae  corde  AD^  AE,  che  taglino  la  corda  B  C 
rispettiyamente  nei  panti  H^  K^  1  quattro  panti  X>,  E, 
H,  JTstanno  sopra  an  medesimo  cercliio.  [296^  802]. 

457.  Se  ad  on  triangolo  eqailatero  h  circoscritto  an  cercliio,  e 
si  aniscono  i  panti  di  mezzo  di  dae  degli  arcbi  nei  qaali 
il  cerchio  h  tagliato  dai  vertici  del  triangolo,  si  ha  ana 
corda  che  h  divisa  in  tre  parti  egaali  dai  lati  del  trian« 
golo  dato. 

458.  Se  si  prolangano  le  hisettrici  di  dae  angoli  di  an  trian^ 
golo  fino  ad  incontrare  il  cerchio  circoscritto,  e  si  ani- 
scono qaesti  panti  del  cerchio,  si  ottiene  I'asse  di  qael 
segmento  della  terza  bisettrice,  che  6  compreso  tra  il 
yertice  del  triangolo  e  il  panto  di  concorso  delle  bisettri- 
cL  [289,  295, 164]. 

459.  Se  dae  cerchi  si  segano  in  JB  ed  in  i9,  e  per  il  panto  B  si 
tirano  delle  rette  che  taglino  one dei  cerchi laAyBfC.... 
e  Taltro  in  A',  B',  C ' ... ,  sono  egaali  gli  angoli  ai  centn 
che  comprendono  gli  archi  8 A  ed  8A'j  8B  ed  8B' ,.., 
AB  ed  A'B' ....  I  triangoU  8AB  ed  8A'B%  8 AC  ed 
8A'C' ....  hanno  gli  angoli  ordinatamente  agaali. 

460.  Siano  ^  e  ^  i  panti  d'intersezione  di  dae  cerchi  egaali, 
che  passano  ciascano  per  il  centre  dell'  altro.  Tirata  per  A 
ana  retta,  che  tagU  i  dae  cerchi  nei  panti  C  e  D,  si  ani- 
scano  qaesti  panti  con  B,  H  triangolo  BCD  &  eqalLatero. 

461.  Qe  ABjBCf  CD  sono  tre  archi  consecatiyi  di  an  cerchio, 
e  i  dae  primi  sono  egaali,  e  calata  da  ^  la  ^  JE7  perpendi- 
colare  salla  corda  AD,  si  prende  salla  corda  an  segmento 
EF^AE,i  segmenti  CD  ed  FD  sono  egaali.  [800]. 

462.  Se  dae  cerchi  egaali  si  tagliano,  e  se,  facendo  centre  in 
ano  dei  panti  d'intersezione,  si  descriye  an  cerchio  che 
tagli  ambidae  i  cerchi  dati,  V  altro  panto  d'  intersezione  di 
qaesti  altimi  e  dae  dei  panti,  doye  essi  sono  tagliati  dal 
terzo,  sono  in  linea  retta. 

463.  Se  si  anisce  an  panto  qaalanqae  del  cerchio  circoscritto 
ad  an  triangolo  eqailatero  coi  yertici  del  triangolo,  si  ot- 
tengono  tre  segmenti,  ano  de'  qaali  &  agaale  alia  somma 
degli  altri  dae.  ( Dal  panto  del  cerchio  si  porti  sid  mag- 
giore  an  segmento  egaale  ad  ano  degli  altri  dae.  Si  ..ot- 
tiene  cosi  an  triangolo  eqailatero;  eco.}. 

IS 
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464.  Se  Af  By  C  sono  tre  pnnti  di  un  oerchio,  e  D  ^  H  pan- 
to medio  dell'arco  AB,  ed  E^H  pnnto  medio  dell'arco 
CAy  e  si  dicono  H,  K  i  ponti  nei  quali  la  corda  DE 
taglia  riBpettivamente  le  corde  AB^  AC,  h  AH=AK. 
[257, 299]. 

465.  Se  snIla  corda  comane  di  due  cercbl  egnali,  che  si  taglia- 
nO;  si  desorive  nn  cerchio,  ogni  segmento,  ohe  abbia  le 
estremitlk  sni  dne  cercbi  e  passi  per  ano  dei  ponti  d'  inter- 
sezione,  6  bisecato  dal  terzo  cerchio. 

466.  Se  dal  centro  di  on  cercbio  si  cala  la  perpendicolare  sopra 
una  secante  data,  e  condotta  per  il  piede  della  perpendi- 
colare nna  corda  ad  arbitrio,  si  tirano  poi  per  le  estremit& 
della  corda  le  tangenti  al  cercbio,  i  segmenti  della  se- 
cante, rispettivamente  compresi  tra  le  tangenti  ed  il  cer- 
cbio, sono  egoali.  (Bisogna  descrivere  i  cercbi,  cbe  banno 
per  diametri  i  segmenti  tirati  dal  centro  a  quei  punti, 
dove  la  secante  ^  incontrata  dalle  tangenti ). 

467.  Se  nn  raggio  di  an  cercbio  ^  diametro  di  on  altro  cercbio, 
e  dal  centro  del  primo  si  tirano  dne  raggi  cbe  taglino  il 
secondo,  la  corda  dell'arco  del  cercbio  minore,  compreso 
tra  i  raggi,  h  ngaale  alia  perpendicolare  calata  dall'estre- 
mit4  di  an  raggio  soil'  altro  raggio.  (Per  ano  degli  estremi 
deir  arco  del  cercbio  minore  si  tiri  il  diametro  di  codesto 
cercbio,  e  si  aniscano  le  altre  estremit&  dell'  arco  e  del 
diametro). 

468.  I  cercbi,  ciascano  dei  qaali  passa  per  dne  vertici  di  an 
triangolo  e  per  il  panto  delle  altezze,  sono  egnali  al  cer- 
cbio circoscritto  al  triangolo.  (Sia  ABCH  triangolo  ed  O 
il  panto  delle  altezze,  e  X>  il  piede  di  qnella  cbe  cade  sal 
lato  A  B,  Si  prolangbi  0  Z>,  in  modo  cbe  sia  X>£  =  OD; 
poi  si  provi  cbe  B{C)AedA{E)B  sono  snpplementari). 

469.  Se  0  ^  il  panto  di  mezzo  di  an  arco  ^1  ^,  e  X>  ^  an  altro  pan- 
to qaalsivoglia  dell'  arco  stesso,  h  A  C-f-  CB  ^AD-^DB, 
( Sal  prolungamento  di  ^  C  si  prenda  CE^  CA  —  CBe 
sal  prolangamento  di  ill>  si  prenda  DF^DB.  Gli  an- 
goli  AEB,  AFB sono  egnali,  epper6  i panti  A,E,FjB 
appartengono  ad  an  cercbio,  di  cni  ^jEr  6  an  diametro). 

470.  Se  dne  cercbi  si  tagliano  ed  ano  passa  per  il  centro  del- 
1' altro,  dne  corde  di  qaesto,  tirate  dai  ponti  d'  intersezione 
e  cbe  si  segbino  sol  piimo  cercbio,  sono  egoali.  ( Si  condo- 
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cano  nel  secondo  cerchio  i  diametri,  che  haDno  le  estre- 
ndtk  nei  punti  d' intersezione.  [295,299]). 
471.  Sesopra  on  lato  J3 C  di  nn  triangolo  eqtulatero  ABCai 
coBtroisce  internamente  al  triangolo  Tarco  che  tocca  i  due 
lati  AByACinBed  in  C,  e  si  conducono  per  B  e  per  C 
due  segmenti,  che  s'  incontrino  Bull'  arco  e  terminino  sni 
lati  ABjAC,  qnesti  due  segmenti  sono  egnali.  [294, 1&4]. 

472.  Se  due  cerchi  si  toccano  internamente^  e  condotta  nel 
maggipre  nna  corda  tangente  al  minore,  bI  nniscono  le 
estremit&  della  corda  e  il  pnnto  di  contatto  col  pnnto  co- 
mnne  ai  dne  cerchi,  si  ottengono  tre  segmenti,  F  ultimo 
dei  qoali  dimezza  I'angolo  degli  altri  due.  [294]. 

473.  Da  C,  punto  di  mezzo  di  un  aroo  A  By  si  cali  la  perpendi- 
colare  CEsnl  diametro  AD^eBi  tiri  la  CD.  Sia  FH  punto 
d' intersezione  della  corda  AB  con  la  retta  Ci>.  Dimo- 

'  strare  che  il  segmento  ^1 J^  ^  dimezzato  dalla  CE,  (Di- 
casi  M  il  punto  d'intersezione.  Anzitutto  si  proverb  es- 
sere  AM^MC). 

474.  Se  sopra  i  lati  di  un  triangolo  qualunque  ABC  si  costrui- 

Bcono,  esteriormente  al  triangolo,  tre  triangoli  equilateri 
ABC,  BCA',  CAB'y  e  si  conducono  i  tre  segmenti  A  A', 
BB',  CC^j  questi  sono  eguali,  e  s'incontrano  in  uno  stesso 
punto  Oj  del  quale  i  lati  del  triangolo  dato  sono  yisti  sotto 
angoli  eguali  (*).  (Si  tirino  dapprima due  sole  delle  rette, 
ad  es.  le  A  A',  BB',  e  ai  provi  che  sono  eguali.  Poi,  ti- 
rato  OC,  si  osseryi  che  i  quattro  punti  0,  C,B'j  A  stanno 
sopra  un  medesimo  cerchio,  e  cosi  i  quattro  OjCjA'^B. 
Osservando  gli angoli  AOC,  COB,  si  conchiude  che  an- 
che  i  quattro  punti  A,  0,  B,  C  sono  sopra  uno  stesso  cer- 
chio; ecc). 

475.  Se  da  un  punto  del  cerchio  circoscritto  ad  un  triangolo  si 
calano  le  perpendicolari  sui  lati,  i  piedi  delle  perpendico- 
lari  sono  in  linea  retta.  (Bisogna  considerare  due  cerchi 
aventi  rispettivamente  per  diametri  due  dei  segmenti,  che 
uniscono  il  punto  preso  sul  cerchio  co'  vertici  del  trian- 
golo ). 

476.  Luogo  del  punto  di  mezzo  del  segmento,  che  unisce  i 

{*)  Si  dice  che  un  segmento  AB  h  veduto  da  on  punto  0  sotto  1' an- 
golo  K,  se  Taogoio  4  OB  d  uguale  ad  «• 
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punti  di  mezzo  dei  due  lati  ^  B,  ^  C  di  un  triaDgolo,  i  cni 
yertici  B  eC sono fissi, e nel qaale V angolo  A  h  costante. 
f287,  331]. 

477.  Se  sopra  on  cerchio  di  centro  O  si  prendono  due  archi 
egaali  AB,CD  non  consecntivi,  e  si  tirano  le  corde  A  C, 
B  D,  che  si  taglino  in  ^,  i  punti  A,  B,  E^  O  sono  sOpra  ono 
stesso  cerchio.  £  se  una  corda  ^J^del  cerchio  dato,  con- 
dotta  per  A^  taglia  in  IT  11  secondo  cerchio,  h  FH=  HB, 

478.  Se  si  tirano  le  perpendicolari  a  ana  corda  nolle  estremit^, 
e  dai  punti,  dove  queste  perpendicolari  incontrano  un  dia- 
metro  qualsivoglia,  si  tirano  [63]  a  un  punto  deUa  corda 
quei  due  segment!,  che  formano  con  la  corda  stessa  angoU 
eguali,  la  somma  di  cosi  fatti  segment!  h  uguale  al  diame- 
tro  del  cerchio  dato.  ( Si  tiri  un  diametro  per  una  delle 
estremit^  della  corda.  [287]). 

479.  I  punti  delle  altezze  dei  quattro  triangoli  determinati  dai 
yertici  di  un  quadrangolo  iscritto  in  un  cerchio  sono  1 
yertici  di  un  quadrangolo  eguale  al  dato.  (I  due  quadran- 
goli  hanno  i  lati,  a  due  a  due,  uguali  e  parallel! ). 

480.  A  B  CD  h  un  quadrangolo  iscritto  in  un  cerchio :  si  pro- 
lunghino  AD,  BC  fino  al  loro  incontro  in  E]  da  un  punto 
qualunque  jPd!  DEin.  conduca  J^lTparallela  a  BE,  fino 
ad  incontrare  CZ>  in  ^,  e  si  conduca  FB,  che  tagli  il  cer« 
chio  in  K,  Dimostrare  che  HK  taglier^  di  nuoyo  il  cer- 
chio in  un  punto  fisso  0.  [296]. 

481.  Sono  dati  tre  punti  A,B,Ce  una  retta  passante  per  A,  Si 
yuol  descriyere  un  cerchio,  che  pass!  per  A  e  per  B,  e  che 
tagli  la  retta  data  in  un  punto  D,  in  modo  che  D  Csia  una 
tangente  del  cerchio.  (  Studiando  la  figura  si  troya  [2d4] 
easeve  C (D)B^D  (A)  B). 

482.  Tirare  una  retta,  che  tagli  due  cerchi  concentric!  in  modo 
che  la  parte,  compresa  nel  cerchio  maggiore,  sia  doppia 
di  quella  compresa  nel  cerchio  minore.  ( Si  prolunghi  un 
raggio  del  cerchio  minore  di  una  parte  uguale  al  raggio 
stesso,  e  si  descriya  un  cerchio  sul  prolungamento  preso 
come  diametro ). 

483.  Per  un  punto  dato  si  yuol  condurre  una  retta  in  modo  che  i 
punti,  in  cui  essa  taglia  due  lati  di  un  triangolo,  e  le  estremi- 
tk  del  terzo  lato siano  sopra  uno  stesso  cerchio.  [800, 243]. 

484.  Per  due  punti,  dati  sopra  un  cerchio,  tirare  due  rette  in 
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XDodo  che  s'incontrino  snl  cerchio,  e  che,  incontrando 
una  retta  data,  fonnino  an  triangolo  isoscele,  la  oni  base 
giaccia  sa  qnesta  retta.  (Del  triangolo  ai  conoscono  gli 
angoli.  La  bisettrice  dell'  angolo  al  vertice  dimezza  [299] 
I'arco  compreso  tra  i  punti  dati). 
486.  Trovare  un  panto  da  coi  dae  dati  segmenti  si  vedano  sotto 
angoli  egnali.  (L' angolo  ^agaale  a  qaello  compreso  dai 
segmenti.  [806]). 

486.  Date  dae  parallele,  on  panto  A  sopra  di  ana,  e  an  panto  0 
comanqne,  condarre  per  0  ana  retta,  cbe  tagli  la  paral- 
lela  che  passa  per  il  in  X,  e  Faltra  in  Y,  e  in  mode  cbe 
sia  AX=Ay.  (Si  determiner^  il  panto  di  mezzo  [905] 
del  segmento  Xy), 

487.  Per  nno  dei  pnnti  d'intersezione  di  dae  cercbi  condarre 
ana  retta  in  mode  cbe  il  segmento  di  essa,  compreso  tra 
i  cercbi,  sia  egaale  ad  an  segmento  date.  (Descritto  nn- 
cercbio  sal  segmento  dei  centri  preso  come  diametro,  si 
adattain  qaesto  come  corda  an  segmento  egaale  alia  met& 
del  dato  e  in  mode  cbe  an  termine  della  corda  sia  in  ano 
dei  centri.  Poi  per  il  panto  d'  intersezione  si  condarr&  la 
parallela  aUa  corda). 

488.  Per  on  panto  dato  condarre  ana  retta  in  modo  cbe  le 
proiezioni  sa  essa  di  dae  altri  panti  dati  abbiano  data  di* 
stanza.  ( Si  descriyer4  il  cercbio,  di  cni  il  segmento  dei 
dae  panti  6  an  diametro ). 

489.  Tirare  per  dae  panti  di  an  cercbio  dato  dae  corde  paralle- 
le,  la  cai  somma  sia  egaale  ad  an  segmento  dato.  [316, 222}. 

490.  Gostraire  on  triangolo  eqailatero,  il  qaale  abbia  i  vertici 
sopra  tre  rette  parallele.  (Si  consideri  il  cercbio  circo- 
scritto  al  triangolo.  [295,  304] ). 

491.  Iscrivere  in  an  triangolo  eqailatero  an  triangolo  eqnQa- 
tero,  i  cai  lati  siano  egnali  a  an  segmento  dato.  ( Si  con- 
sideri il  cercbio  circoscritto  al  triangolo  ricbiesto.  Se  ne 
conosce  il  centre  ed  il  raggio ). 

492.  Sa  tre  rette  concorrenti  in  nno  stesso  panto  determinare 
tre#panti  cosi  cbe  siano  i  vertici  di  an  triangolo  egaale 
a  nno  dato.  ( Si  risolva  il  problema :  trovare  an  panto  da 
coi  dae  lati  del  triangolo  siano  vednti  sotto  angoli  egnali 
rispettivamente  a  qnelli  compresi  dalle  rette  date.  Poi...). 

493.  Gostraire  an  triangolo,  cbe  sia  egaale  a  an  triangolo  dato, 
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e  i  cni  lati  passino  per  tre  pnnti  dati.  ( Uniti  tra  loro  i 
pnnti  dati,  bisogna  costraire  sn  due  dei  segmenti  dae  ar« 
chi  capaci  rispettiyamente  di  due  degli  angoli  del  trian- 
golo  dato.  Poi  bisogna  condorre  per  il  panto  comune  ai 
due  cerchi  [487]  on  segmento,  terminato  sngli  arcbi  stessi, 
ed  egnale  a  quel  lato  del  triangolo  proposto,  cbe  i  adia* 
oente  ai  due  angoli  considerati). 

494.  Circoscrivere  a  un  triangolo  dato  an  triangolo  eqoilatero, 
che  abbia  la  massima  superficie.  [389J. 

495.  Circoscriyere  a  an  quadrato  dato  an  qaadrato  di  lato  dato. 
(I  dae  qaadrati  hanno  in  comane  il  panto  d*incontro  delle 
diagonaU.  Bisogner^  descriyere  mezzo  cercbio,  cbe  abbia 
per  diametro  ano  dei  lati  del  quadrate  dato ). 

496.  Iscriyere  in  an  cercbio  un  triangolo  rettangolo,  i  cni  ca- 
teti  passino  per  due  punti  dati.  [805]. 

497.  Costraire  on  triangolo  rettangolo,  data  la  retta  su  cui 
giace  P  ipotenusa,  data  I'altezza  corrispoodente  all'ipo- 
tenusa,  e  dati  due  punti  per  i  quali  deyono  passare  i  ca- 
teti.  [806]. 

498.  Iscriyere  in  un  dato  cercbio  un  triangolo  rettangolo,  di 
cui  ^  note  un  angolo  acuto,  essendo  poi  dato  un  punto  per 
il  quale  deye  passare  un  cateto.  |299, 220, 173]. 

499.  Iscriyere  in  un  cercbio  un  triangolo,  cbe  abbia  un  lato 
eguale  a  un  segmento  dato,  e  i  cui  due  altri  lati,  prolun- 
gati  se  occorra,  passino  per  due  dati  punti.  (Del  triangolo 
6  note  V  angolo  [295]  opposto  al  lato  dato.  [S05] ). 

500.  In  un  dato  arco  di  cercbio  determinare  un  punto  in  mode 
cbe  le  corde,  tirate  da  esso  alle  estremit^  dell'arco,  diano 
una  sonuna  eguale  a  un  segmento  dato.  (Prolungando 
uno  dei  due  segmenti  di  una  parte  uguale  all'altro,  si  ba 
an  punto  cbe  si  troya  sopra  un  arco  capace  di  un  angolo 
jnetk  di  quelle  iscritto  nell'arco  dato). 


CAPITOLO  VIII 

POLIOONI EQUIVALENT! 


Superficie  equivalent!. 

k  Due  superficie  finite,  che  abbiano  parte  del 
loro  contomo  in  comnne  (*)  e  nessun  altro  pnnto  in 
comnne,  si  dicono  adiacenti. 

Due  poligoni  convessi  si  possono  rendere  adia- 
centi, anzi  in  innumerevoli  modi. 

309.  Sopprimendo  la  parte  di  contomo  comune  di 
due  superficie  adiacenti,  ne  risulta  una  superficie,  che 
si  dice  somma  di  quelle  due  o  campodta  di  quelle  due. 

Se  due  superficie  si  possono  rendere  adiacenti  in 
piii  modi,  le  somme  non  sono,  in  generale,  tutte  uguali 
tra  loro. 

Dalla  nozione  di  somma  di  due  superficie  si  passa 
a  quella  di  somma  di  quante  superficie  si  vogliano. 

S09*  Sopra  una  superficie  finita  si  possono  se- 
gnare  linee  che  la  dividano  in  parti,  le  quali  sono 
anch' esse  superficie  finite;  e-la  superficie primitiva si 
pu6  considerare  come  somma  di  quelle  in  cui  essa  i 
stata  divisa. 

Ad  es.,  un  rombo  vien  diviso  in  quattro  parti 
daUe  sue  diagonali,  ed  &  somma  delle  quattro  parti. 

909.  Se  due  superficie  sono  eguaK,  e  una  di  esse 
i  comimque  divisa  in  parti,  Taltra  si  pu6  dividere  in 
parti  nello  stesso  modo.  Infatti,  facendo  coincidere 

(*)  Non  esclndiamo  che  le  due  saperfioie  possano  avere 
ancHe  tatto  intero  il  contomo  in  comnne ;  o  che  il  contomo 
di  nna  sia  parte  di  qaello  dell'altra. 


—  184  — 

le  due  sraperficie,  si  ottiene  che  le  linee  di  divisione 
dell'una  dividano  egualmente  I'altra  superficie. 

MO*  Def.  Due  superficie  finite,  che  sipossono  di-^ 
videre  in  uno  stesso  numero  di  parti  rispettivamente 
uguali,  si  dicono  eqtdvalenti  (*). 

Per  indicare  che  due  superficie  A^  B  sono  equi- 
valenti,  scriveremo  -4  =  jB,  e  leggeremo :  A  ^  equi- 
valente  a  B. 

Sit.  Osfl.  E  manifesto  che  due  superficie  uguali 
sono  anche  equivalenti. 

319*  Quando  in  due  superficie  equivalenti  siano 
tirate  le  linee  che  dividono  le  superficie  in  parti  ri- 
rispettivamente  uguali,  diremo  che  I'equivalenza  delle 
superficie  h  manifesta. 

SlS«  Quando  in  due  superficie  equivalenti,  oltre 
delle  linee  che  rendono  manifesta  Tequivalenza,  ne 

(*)  Ne'  trattati  di  Geometria  si  sogliono  dire  equivalenti 
due  figare  (due  superficie  finite)  che  hanno  superficie  uguali 
(s'intende  uguali  in  estensione).  Codesta  definizione  ha  il 
difetto  di  non  indicare  come  si  proceda  per  riconoscere  V  equi* 
valenza  di  due  superficie,  che  siano  in  fatto  equivalenti. 

La  definizione  che  abbiano  assunto,  perch^  pid  compren- 
Siva,  ha  bisogno  di  essere  estesa  nel  seguito ;  ed  invero  due 
superficie  possono  essere  equivalenti  (secondo  il  senso  antico, 
che  non  ripudiamo),  senza  che  si  possano  dividere  in  parti  ri- 
spettivamente uguali  ( come,  ad  es.,  &  il  case  della  superficie 
d'una  sfera  e  di  quella  d'un  cubo). 

Malauguratamente  la  nuova  definizione  richiede,  per  il 
rigore  delle  deduzioni,  considerazioni  generali  che  rendono 
r  argomento  meno  attrattivo  al  principiante.  Percid,  per  que- 
sta  parte,  ci  restringeremo  all'assolutamente  necessario. 

Nella  teoria  dell' equivalenza  delle  superficie,  Foggetto 
principale  dello  studio  &  1' estensione  delle  superficie;  la  defi- 
nizione che  abbiamo  assunta  accenna  invece,  ma  solo  apparen- 
temente,  aUa  forma. 
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siano  segnate  delle  altre,  bisogna  far  astrazione  da 
qneste  linee,  qnando  si  oonfrontino  le  parti  delle  sn- 
perficie  per  riconoscere  I'eqniyalenza  delle  snperfi- 
cie.  Ma  si  possono  anche  segnare  suUe  due  snperfioie 
altre  linee,  per  modo  ohe  non  sia  poi  necessario  di  far 
astrazione  da  nessona  delle  linee  di  divisione. 

Infatti,  siano  Aj  B  due  snperfioie  eqnivalenti; 
chiamiamo  a  le  linee  ohe  rendono  manifesta  I'eqniya- 
lenza, e  ohiamiamo  a  anohe  le  parti  rispettivamente 
nguali  in  oui  dalle  linee  a  sono  divise  le  dne  snperfioie. 

Se  tiriamo  nella  snperfioie  A  altre  linee  di  divi- 
sione, ohe  ohiameremo  /3,  la  snperfioie  A  dall'insieme 
delle  linee  a  e  jS  vien  divisa  in  nn  nnmero  di  parti 
maggiore  di  qnello  in  oui  h  divisa  la  snperfioie  J5,  e 
le  parti  delle  due  snperfioie  non  sono  piu  nguali,  eta- 
scuna  a  ciMCtina.  Ma,  se  si  divide  [309]  oiasouna  delle 
parti  a,  ohe  oompongono  la  snperfioie  Bj  oome  la  oor- 
rispondente  parte  nella  snperfioie  A  &  divisa  dalle 
linee  /3,  Tequivalenza  delle  due  snperfioie  ritorna  ma- 
nifesta, senza  ohe  oocorra  far  astrazione  da  nessuna 
delle  linee  di  divisione. 

Nel  oaso  ohe  anohe  nella  snperfioie  B  si  tirassero 
poi  delle  Unee  di  divisione  y,  suddividendo  oiasouna 
delle  parti  ohe  oompongono  la  snperfioie  A,  oome  la 
corrispondente  in  j5  &  divisa  dalle  linee  }/,  I'equiva- 
lenza  delle  due  snperfioie  A,  B  tomerebbe  di  nuovo 
manifesta,  senza  ohe  fosse  neoessario  di  far  astra- 
zione dalle  linee  y. 

St4,  Tear.  Due  superficie  composte  di  parti  ri- 
spettivamente equivalenti  sono  equivalenti. 

Him*  Infatti,  basta  dividere  le  parti  equiva- 
lenti in  parti  rispettivamente  nguali  [310],  perche 
sia  resa  manifesta  Tequivalenza  delle  snperfioie  date. 
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sift.  Teop.  Due  superficie  equivalentiadunaterza 
sono  equivalenU  tra  lore. 

Dim.  Due  superficie  A  e  B  siano  entrambe  eqtd- 
valenti  alia  superficie  C.  Dico  che  esse  sono  eqniva- 
lenti  tra  loro. 

Le  superficie  -4.  e  (7,  poi- 
chi  sono  equivalentd,  si  pos- 
sono  dividere  in  parti  rispetti- 
▼amente  uguali.Imaginiamo  di 
tirare  le  linee  che  rendono  ma- 
nifesta  I'equivalenza ;  cliiamia- 
mo  a  codeste  linee,  ed  a  anche 
le  parti  in  cui  vengono  divise 
le  due  superficie. 

Cosl  le  superficie  B  e  C, 
perchd  sono  equivalenti,  si  possono  dividere  in  parti 
rispettivamente  uguali.  Chiamiamo  /}  le  linee  che 
rendono  manifesta  Tequivalenza,  e  p  anche  le  parti 
in  cui  dalle  linee  /)  vengono  divise  le  due  superficie. 

Nel  tirare  le  linee  /),  affine  di  rendere  manifesta 
I'equivalenza  dell'e  superficie  B^  C,  era  sottointeso  che 
si  sarebbe  poi  fatto  astrazione  dalle  linee  a,  gi4  ti- 
rate  nella  superficie  C.  E  cosi,  volendo  riconoscere  di 
nuovo  Pequivalenza  delle  superficie  A,  (7,  bisogna  far 
astrazione  dalle  linee  /),  che  si  sono  tirate  in  C. 

Ma  se  ciascuna  delle  parti  a,  che  compongono  A, 
si  divide  [309]  come  la  parte  corrispondente  in  C  ^ 
divisa  dalle  linee  ^,  poi  si  pu6  dire  che  le  superficie  A 
e  C  sono  divise  in  uno  stesso  numero  di  parti  rispet- 
tivamente uguali,  senza  che  occorra  prescindere  da 
nessuna  delle  linee  di  divisione. 

Cosi,  se  ciascuna  delle  parti  /),  che  compongono 
la  superficie  B,  si  divide  [309]  come  la  parte  corri- 
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spondente  della  C  h  divisa  dalle  linee  tt,  poi  si  pu6  dire 
cHe  le  snperficie  B^  C  sono  divise  in  egaal  nnmero  di 
parti  rispettivamente  nguali,  senza  che  occorra  far 
astrazione  da  nesstma  delle  linee  di  divisione  (*). 

Fatte  codeste  saddivisioni,  a  ciascnna  parte  di 
A  ne  corrisponde  una  di  ngnale  in  (7,  e  a  questa 
parte  di  C  ne  corrisponde  una  di  egnale  in  B.  Qaindi 
infine  A  e  B  sono  divise  in  egnal  numero  di  parti  ri- 
spettivamente ugnali,  ossia  h  A=:  B. 

•!••  Bef.  XTna  snperficie  si  dice  somma  di  altre 
snperficie,  qnando  qnella  e  qneste  si  possono  dividere 
in  parti  in  modo  che  ogni  parte  della  prima  sia  egnale 
ad  nna  delle  parti  delle  seconde,  e  reciprocamente  (**). 

Per  indicare  che  la  snperficie  A  &  somma  di  al- 
tre -B,  (7,  Z)  •.. .  scriveremo :  -4=:54-C'-|-^  +  --- 

Si9.  Teop.  Se  due  superficie  sono  equivalenti  ri' 
spettivamente  ad  altre  due,  la  somma  delle  prime  i 
equivalente  alia  somma  delle  seconde  (***). 

W^imik.  Siano  Aj  BjCy  D  qnattro  snperficie,  e  sia: 
A  T=  B     e      C  =  D. 


(*)  Nella  fignra,  che  serve  ad  illustrare  la'dimostrazione, 
le  linee  «  sono  segnaie  a  tratti  e  le  linee  p  a  panti. 

(**)  Dovendo  sommare  dne  snperficie,  talyolta  si  rende- 
ranno  adiacenti  senz'altro ;  ma  si  potr&  ancHe  dividerle  prima 
in  parti  e  poi  rendere  adiacenti  in  on  ordine  e  modo  qnalon- 
qne  le  partL  Ad  es.,  dovendo  sommare  le  snperficie  di  dne 
cerchi,  non  potendo  renderle  adiacenti,  si  possono,  ad  es.,  di- 
videre ciascnna  in  dne  parti  con  nn  diametro,  e  poi  rendere 
adiacenti  le  parti. 

(***)  In  altre  parole:  aggiungendo  a  superficie  equiva- 
lenti superficie  equivalenti,  si  ottengono  superficie  equiva' 
lenti.  (k  sottinteso  clie  I'addizione  sia  possibile;  nel  case  op- 
posto  non  si  presenterebbe  nemmeno  I'idea  di  applicare  alle 
snperficie  date  il  precedente  teorema). 
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Dico  essere : 

il  +  C  =  jB  +  2). 

Supponiamo  clie  A  e  B  siano  divise  in  parti  ri- 
Bpettivamente  ngnali,  e  oosl  le  superficie  C  e  D ;  il 
che  &  possibile  per  I'ipotesi. 

Se  per  ottenere  la  somma  J.  4*  ^  si  rendono  adia- 
centi  in  modo  qnalunqne  le  parti  di  A  e  quelle  di 
Cj  e  nello  stesso  modo  si  opera  nel  far  la  somma  delle 
superficie  £  e  2),  le  somme  sono  equivalenti  senz'al- 
tro,  perch^  composte  di  parti  rispettivamente  uguali. 

Ma  le  due  somme  si  potrebbero  fare,  dividendo 
prima  in  un  modo  qualunque  le  superficie,  e  som- 
mando  poi  in  un  modo  qualunque  le  parti  ottenute. 

Per  questo  caso  possiamo  imaglnare  di  suddivi- 
dere,  prima  di  far  le  addizioni,  le  quattro  superficie 
per  modo  da  poter  dire  che  esse  sono  [313]  divise  in 
parti  rispettivamente  uguali,  senza  che  occorra  per 
questo  di  far  astrazione  da  nessuna  delle  linee  di  di- 
visione.  Dopo  di  ci6,  le  addizioni  si  possono  fare  nel 
modo  prescritto,  senza  che  sia  d'uQpo  di  far  nessuna 
ulteriore  divisione  neUe  superficie ;  epper6  i  risultati 
sono  equivalenti. 

Poligoni  equivalenti. 

S19«  In  un  rombo  un  lato  qualunque  si  puo  dire 
base]  la  distanza  £ra  esso  e  Topposto  [278]  si  dice 
altezza  corrispondente  a  quella  base. 

In  un  rettangolo  due  lati  consecutivi  si  possono 
assumere,  Tunc  per  base,  e  I'altro  per  I'altezza  corri* 
spondente. 

8t9.  Teei*.  Due  rombi,  che  abbiano  ordinator 
mente  uguali  un  lato  e  la  corrispondente  altezza^  sono 
equivalents 
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mm.  Si  dispongano  i  dne  rombi  in  uno  stesso 
piano,  in  modo  che  abbiano  base  comone,  e  che  giac- 
ciano  da  nna  stessa  banda  della  retta  a  cui  appar- 
tiene  la  base  comnne.  Poich&  i  due  rombi  hanno,  ri- 
spetto  alia  base  oomnne,  altezze  ngoali,  i  lati  opposti 
alia  base  cadranno  sopra  ana  stessa  retta  parallela 
alia  base  [281].  A  tal  panto  della  dimostrazione  bi- 
sogna  distingaere  dae  casi,  secondo  cio&  che  i  lati 
opposti  alia  base  hanno  panti  comoni,  o  non  ne  hanno 
nessono. 

r.  Siano  i  rombi  ABCD^  ABEF,c)ie^  hanno 
comune  la  base  AB^  sono  compresi  tra  le  parallele 
AB^  DEj  e  nei  qaali  i  lati  opposti  alia  base  AB 
hanno  ponti  comoni. 

Confrontando  i  triangoli  DAF^  CBE^  troviamo 

che  hanno  AD^BC.  per- 
che  lati  opposti  di  on  rombo 


[268];  hanno  egaali  gli  angoU 
FDA,  ECB,  perche  [252] 
conispondenti,  fatti  dalle  pa- 
rallele DA^CB  con  la  retta 
i>  J? ;  ed  hanno  egaali  gli  an- 
goli  A  FDj  BECj  perchft  corrispondenti,  fatti  dalle 
parallele  AFjBE  con  la  retta  DE.  Per  consegaen- 

za  [154]  i  trian- 

? T -7? ^     goli  sono  egaali ;  e 

1  I       y^  y^        qoindi    Teqaiva- 

I  dr/'^^  "y^  lenza  deidae  rom- 

l         ^y\  y^  bi  6  manifesta. 

j|U-^-^_^^-.^^  2^  Siano  i  rombi 

\X  \X  ABCD,  ABEF, 

^  ^  nei    qaali   i    lati 

2X7,  FE  non  hanno  nessan  panto  comane. 
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Dividiamo  il  segmento  BC  in  un  numero  arbi- 
trario  di  parti  eguali  [288],  per6  grande  abbastanza 
che  almeno  nno  del  panti  di  divisione  appartenga  al 
segmento  BH  (*).  Chiamiamo  M  il  punto  di  divi- 
sione prossimo  a  B,  Tirando,  per  tutti  i  punti  di  divi- 
sione di  j5(7|  delle  rette  parallele  dA  ABj  ciascon 
rombo  vien  diviso  in  parti  eguali.  [268,  269]. 

E  perch^  i  due  rombi  A B MN^  ABPQ  per  I'an- 
tecedente  dimostrazione  sono  equivalenti,  e  le  parti 
del  rombo  A  BCD  sono  tante,  quante  le  parti  del 
rombo  ABEF^  anche  codesti  rombi  sono  equiva- 
lenti.  [314]. 

S90.  €op«  Un  rombo  i  equivalente  ad  un  reUan- 
golOj  che  ha  la  stessa  base  e  la  steasa  altezza  del  rombo. 

Infatti,  se  ABCD  e  un 
rombo,  e  da  il  e  £  si  calano 
le  perpendicolari  AF^  BE 
sulla  retta CDjsi  ottiene il 
rettangolo  A  BEFj  il  quale, 
avendo  la  stessa  base  AB  e  ^ 
la  stessa  altezza  del  rombo  dato,  h  a  questo  equiva- 
lente. [319]. 

S9i.  Te«r«  Se  un  rombo  ha  medesima  altezza 
d^un  triangolo  e  base  meth  di  quella  del  triangolo, 
esso  i  equivalente  al  triangolo. 

BIm.  Sia  un  triangolo  ABC.  Prendendo  per 

(*)  Cio  d  poBsibile  manifestamente.  Se  si  yolesse  sapere 
il  minor  numero  col  quale  si  ottiene  I'intento,  basterebbe  pren- 
dere  sn  ^C  consecutivamente  dei  segmenti  uguali  a  BH.  Se 
il  segmento  BCne  contiene  n,  dividendo  ^Cin  (n  -f  1)  parti 
ngaali,  ciascnna  delle  parti  ^  minore  6i  BH.  (Ammettiamo 
donqne,  come  postulato,  cbe,  sottraendo  da  on  segmento  dato 
replicatamente  nn  altro  segmento  qualunqne,  si  perviene  ne* 
cessariamente  ad  nn  resto  minore  del  segmento  cbe  si  sottrae). 
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base  B  Cj  I'altezza  corrispondente  6  la  perpendicolare 
A  D  calata  dal  vertice  A%\x  BC.  Si  deve  provare  che 
tm  rombo,  che  abbia  la  base  tigaale  alia  met&  di  JB  (7 

ed  altezza  egnale  ad  ^1 2>,  &  equiva*- 

^- 7  lente  al  triangolo  ABC. 

\    I  A  tal  fine,  diviso  A  C  per  inet4 

>A[  in  Af,  si  tiri  per  M  la  parallela  ad 

/\  A  B.  Sappiamo  [287]  che  il  late  B  C 

-I- — -^        vien  diviso  per  n)et& ;  chiamiamo  E 
"   ^  il  punto  di  mezzo.  Infine  si  tiri  per 

A  la  parallela  ^  BC,  e  sia  ^  il  pnnto  in  cni  essa  in- 
contra  la  ME.  [250]. 

Ed  ora,  se  confrontiamo  i  triangoli  A  MF^  CME^ 
troviamo  che  hanno  AM^MC]  egnali  gli  angoli  in  M; 
edegoaligli  angoli  FAM^ECM^  perch^  altemi,  fatti 
dalle  parallele  AF^  BC  con  la  trasversale  A  C.  Per  con- 
segaenza  [154]  i  due  triangoli  sono  egnali,  e  qnindi  il 
triangolo  ABC  ^  equivalente  [310]  al  rombo  ABEF. 
Infine,  qnalunque  rombo,  che  abbia  base  nguale 
a  J?£  ed  altezza  eguale  ad  ^D,  e  equivalente  [319]  al 
rombo  ABEF,  e  quindi  [315]  anche  al  triangolo  ABC. 
99M.  Teov.  Due  triangoli,  che  abbiano  basi  eguali 
ed  eguali  attezze,  sono  equivalenti. 

HiHi.  Infatti,  poich^  due  rombi,  che  abbiano 
basi  meti  di  quelle  dei  triangoli,  ed  altezze  eguali  a 
quelle  dei  triangoli,  sono  equivalenti  [319],  ed  i 
triangoli  sono  equivalenti  ai  due  rombi  [321],  anche  i 
triangoli  sono  equivalenti  tra  loro  [315]. 

S9S*  Postulate  dell'e^ulvalenxa.  Una  parte 
d^una  superficie  finita  non  pud  essere  equivalente  aU 
Vintera  superficie  (*). 

(*)  In  altre  parole:  una  superficie  e  una  parte  di  essa 
non  si  possono  dividers  in  parti  rispettivamente  uguali.  L*e- 
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S94«  Tear.  Se  due  triangoli  sono  equivalenti  ed 
hanno  basi  egualij  essi  hanno  eguali  anche  le  corri* 
spondenti  altezze. 

Dint.  I  triangoli  ABC,  DEF^sno  eqaivalenti, 
esia  BC  =  EF. 
Dico  che  anche  le  ^ 

altezze  corrispon-  ^ 

denti   AH,  DK        j 
sono  eguali.  / 

Supponiamo     ^^ 
che  non  siano  e- 

guali.  Una  delle  due  sari  la  maggiore ;  tale  sia  la  Z>  JT, 
e  sia  Jf  iST  ^  A  ^.  Si  tiri  per  M.  la  parallela  ad  £i^,  e 
sia  JV  il  pnnto  dove  essa  incontra  [250]  il  late  i>jS. 
Si  tiri  FN. 

I  triangoli  ABC,  NEF,  poichi  hanno  basi  ed 
altezze  rispettivamente  ngaali,  sono  equivalenti  [322]. 
Ma  perch^  anche  D  EF  6  equivalente  a.AABC,i  trian- 
goli DEFy  NEF  sono  equivalenti  [315]  tra  loro. 
Ci6  h  contrario  al  postulate  dell'equivalenza  [323]; 
epper6  resta pro vato  che  &  AH^  DK. 

9Mlk.  Teov*  B  luogo  dei  vertici  dei  triangoli,  che 
sono  equivalenti  ad  un  triangolo  dato  ed  hanno  con 
questo  un  lata  in  comune,  i  formato  dalle  rette  parol" 
lele  a  codesto  lata  e  che  hanno  da  esso  distama  uguale 
alValtezza  corrispondente  a  questo  lato  (*). 

videnza  di  questo  postulato  risnlta  da  qaesta  riflessione,  che: 
86  nna  parte  di  ana  superficie  potesse  essere  equivalente  al- 
I'intera,  diyidendo  la  parte  convenientemente  e  soxnmando  le 
parti  convenientemente,  si  potrebbe  riprodurre  Fintera  superfi- 
cie. E  ci6  ^  assurdo,  perch^  una  parte  d^una  superficie  finita 
nan  pub  essere  tanto  estesa  quanta  Vintera  superficie, 

(*)  Per  brevity  si  tralasoia  di  avvertire  che  non  apparten* 
gono  al  luogo  i  due  vertioi  comuni  ai  triangoli. 
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liliiB.  Infatti  ogni  triangolo,  che  abbia  la  base 
in  comnne  col  dato  e  il  vertice  opposto  sopra  una 
delle  parallele,  &  equivalente  al  triangolo  dato  [322]. 
Ed  ogni  triangolo,  che  sia  equivalente  al  dato  ed 
abbia  con  qnesto  quel  late  in  comune,  ha  il  vertice  op* 
posto  a  questo  lato  sopra  una  delle  parallele.  [324, 280]. 
39tt.  ITn  quadrangolo,  nel  quale  due  lati  oppo* 
8ti  sono  paralleli,  si  dice  trapezia.  I  lati  paralleli  si 
chiamano  le  bast  del  trapezio,  e  la  loro  distanza  e 
detta  altezza  del  trapezio. 

S99*  Teor*  Uh  trapezio  i  equivalente  ad  un  rom- 
io,  che  ha  base  uguale  alia  semisomma  delle  bast  del 
trapezio  e  la  stessa  altezza  del  trapezio. 

Dim.  Sia  il  trapezio  ABCD. 
Dimezzato  in  £  il  lato  jB  (7,  si  tin 
^J^parallelamente  ad  ^D.  Con 
oi6  si  ottiene  il  rombo  AHKD. 
E  poioh^  i  triangoli  fi  jE^,  CEK 
hanno  BE^EC,  eguali  gli  an- 
goli  in  E^  ed  eguali  gli  angoli  HBE,  KCE,  come 
altemi,  fatti  dalle  parallele  BHj  KC  con  la  retta 
BCf  essi  sono  [154|  eguali.  Gosl  ^  manifesto  che  il 
trapezio  dato  h  equivalente  al  rombo  AHKD. 
Ed  ora,  essendo  KC  ^  BH^  abbiamo: 

AB  +  DC  =  AB  +  DK-^-KC 

=  AB  +  DK+BH 
=:AH+DK 
=  2DK] 

donde  risulta  che  D  JT,  base  del  rombo,  6  appunto  la 
semisomma  delle  basi  del  trapezio. 

S99.  Teov.  Un  poligono  circoscritto  ad  un  cer^ 
chio  i  equivalente  ad  un  triangolo,  che  ha  base  uguale 
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al  perimetro  del  poligono  e  aliezza  uguale  al  raggio 

del  cercMo. 

Dim.  Posti  consecntivamente  sopra  una  retta  i 

lati  del  poligono,  in  A'B'jBV  ...,  si  costruisca  poi 
un  triangolo, 
che  abbia  per 
base  il  perime- 
tro ottenuto,  e 
altezzaO'jBT'e- 
gnale  al  raggio 
OH  del  cer- 
chio.  Indi  si  n- 
nisca  il  vertice 
del  triangolo 

ooi  punti  jI',  jB' ...,  e  il  oentro  del  cerchio  coi  vertici 
del  poligono  dato.  II  poligono  ed  il  triangolo  ven- 
gono  divisi  cosi  in  egnal  numero  di  triangoli,  cbe  sono 
rispettivamente  eqnivalenti  [322],  come  quelli  che 
hanno  base  ed  altezza  [209]  rispettivamente  ugaali. 
Per  conseguenza  [314]  anche  il  poligono  6  equiva- 
lente  al  triangolo. 

••••  Teer*  8e  per  un  punto  di  una  diagonale  di 
un  rombo  si  tirano  due  rette  rispettivamente  parallele 
ai  lati,  dei  quattro  rombi,  in  cui  il  daio  resta  diviso 
dalle  parallele,  quei  due,  che  non  sono  attraversati 
dalla  diagonale,  sono  equivalenti. 

Dim*  Nel  rombo  A  BCD,  condotta  una  diago- 
nale, ad  es.  la  B  2),  per  an  punto  E  qualsivoglia  della 
stessa  si  tirino  le  FH,  KL  parallele  rispettivamente 
ai  lati  AB^BC.  Codeste  parallele  dividono  il  rombo 
dato  in  quattro  rombi.  Ora  si  tratta  di  dimostrare  che 
i  due  AKEFj  EHCL  (che  sono  quelli  non  attraver- 
sati dalla  diagonale )  sono  eqnivalenti. 
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Perci&  si  tirino  i  segmenti  KM^  HN  parallela- 
xnente  a  £Z>;  e  dai  ptmti  fed  ff  si  calino  sulla  BD 

le  perpendicolari  KP^  HQ. 
Queste  perpendicolari  sono 
eguali,  perchS  nei  triangoli 
rettangoli  KPE,  HQB  le 
ipotenuse  KEj  HE  sono 
[268]  egoali,  e  sono  eguali 
[25  l]gU  angoU  KEP,  HE  Q, 
come  altemi,  fatti  dalle  pa- 
rallele  KE,  B  H  con  la  retta  EB.  [154]. 

Se  ora  confrontiamo  i  rombi  KEF  A  e  KEDMj 
troviamo  che  sono  [319]  equivalent!,  perchd  hanno  la 
base  KE  comune  e  sono  compresi  trale  medesime  pa* 
rallele  KE,  AD. 

Cosi  sono  equivalenti  i  rombi  EHCLy  EHNDj 
percb^  hanno  comnne  la  base  EH,  e  sono  compresi 
tra  le  medesime  paraUele  EH,  DC. 

Ma  i  rombi  KEDM  ed  EHND,  poich^  rispetto 
al  lato  comune  ED  hanno  altezze  uguali  KP,  HQ, 
sono  equivalenti;  quindi  infine  [315]  sono  equiva- 
lenti tra  loro  anche  i  due  rombi  KEFAed  EHCL. 

Relazione  tra  i  quadrati  dei  lati  di  un  triangolo. 


Un  quadrate,  che  ha  per  lato  un  segmento  ^^ 
(oppure  un  lato  eguale  al  segmento  AB\q\  accenna 
brevemente  dicendolo:t7  quiidrato  di  AB. 

Se  due  lati  consecutivi  di  un  rettangolo  sono 
eguali  rispettivamente  a  due  dati  segmenti  AB,  CD, 
il  rettangolo  si  accenna  brevemente  [269]  dicendolo : 
il  rettangolo  dei  segmenti  AB,  CD. 

SSi.  Teorema  dl  Pita«oba.  In  ogni  triangolo 
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rettangolo  il  quadrate  delV  ipotenusa  i  equivalente  alia 
somma  dei  quadrati  dei  caieti. 

Dim.  Sia  ABC  VOL  triangolo,  rettangolo  in  A. 
Si  costruiscano  sui  lati  i  tre  quadrati  BEj  AFj  AL. 
Si  vuoldimostrare  che  il  qua- 
drato  BEi  equivalente  alia 
somma  dei  quadrati  i4  jP,  ^  £. 

A  tal  fine  si  tiri  per  A  la 
parallela  a.  BD,  e  siano  M, 
N,  P  i  punti  in  cui  essa  in- 
contra  [250]  le  rette  BC^ 
DE,  LK.  II  quadrato  BE 
vien  tagliato  nei  rettangoli 
BNj  ME^  che  proveremo  es- 
sere  equivalenti  rispettiva- 
mente  ai  quadrati  LAj  AF. 

Si  prolunghi  D  B  fino  ad  incontrare  [250]  in  Q  la 
retta  L  K, 

Confrontando  ora  i  triangoli  LBQ^  ABC^  tro- 
viamo  che  hanno  i  lati  LB^  BA  eguali,  perche  lati 
d'un  quadrato;  hanno  eguali,  peroh^  retti,  gli  an- 
goli  QLB,  CAB]  ed  eguaUgU  angoU  LBQ,  ABC, 
perch^  complementari  ambidue  deU' angolo  QBA. 
Per  conseguenza  [154]  e  QB  ^BC,  e  quindi  anche 
QB  =  BD. 

Ora  il  quadrato  ABLKed.il rombo  ABQP sono 
equivalenti  [319],  perch^  hanno  comune  la  base  A  By 
e  sono  compresi  tra  le  stesse  parallele  BA^  LP. 

Ed  i  rombi  QBAP,  BDNM  sono  equivalen- 
ti [319],  perche  hanno  eguali  le  basi  QBjBD^  e  sono 
compresi  tra  le  stesse  parallele  QD^  PN. 

Per  conseguenza  [315]  11  quadrato  AL  ^  equiva- 
lente al  rettangolo  B  N. 
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Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  il  qnadrato 
AFi  equivalente  al  rettangolo  ME. 

Quindi  infine  la  somma  del  quadrat!  LA^AF  h 
equivalente  [317]  alia  somma  dei  rettangoli  BN,  ME^ 
cioi  al  quadrate  BE. 

Altra  dint*  Sia  ABC  xjm  triangolo  rettangolo 
in  A.  Sull'ipotenusa  BC  b\  costruisca  il  quadrato 
BCDE]  indi  si  tirino  i  segmenti  DF,  EH^  perpendi- 
colari  ad  A  S,  epper6  [245]  parallel!  9k  C  A.  Infine  si 
tirino  i  segmenti  CK^  EL  perpendicolari  a,  DF,  ep- 
per6  [245]  parallel!  ad  AB.  Cosi  si  ottengono  due  ret- 
tajigo]i  AC KF,  FLEH. 

Ora  i  triangol!  rettangoli 
ABCj  CKD  hanno  eguali  le  ipo- 
tenuse  BC^  CD^  come  lati  del 
quadrato  BCDE\  ed  kanno  e- 
gual!  gli  angoli  B  CA,  D  CK,  per- 
chd  ambidue  complementari  di 
K{C)B]  quindi  [154]  ess!  sono 
eguali. 

Cosi  i  triangol!  rettangoli  CDK,  DEL  hanno 
eguali  le  ipotenuse  CD,  D  E,  ed  eguali  gli  angoli 
KDCj  LED,  perch  A  ambidue  complementari  di 
E  (D)  L\  quindi  sono  [154]  eguali. 

Infine,  i  triangol!  rettangoli  DEL,  BEHhenmo 
eguali  le  ipotenuse  DE,  EB,  ed  eguali  gli  angoli 
LED,  HEB,  perchS  ambidue  complementari  di 
B{E)L]  quindi  [154]  sono  eguali. 

In  somma !  quattro  triangol!  ABC,CDK,D  EL, 
EHB  sono  eguali.  Cosi,  essendo  CK^  AC,i\ rettan- 
golo A  CKFi  il  quadrato  del  cateto  AC',  ed  essendo 
LE  =  EH=AB,  il  rettangolo  FLEH  e  il  qua- 
drato  del  cateto  A  B. 
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Ora  il  qnadrato  BCDE  h  composto  del  penta- 
gono  BCKLE  e  dei  triangoli  CDK,DLE.  E  V  esa- 
gono  ACKLEH h  composto  dello  stesso  pentagono 
BCKLE  e^  dei  triangoli  ABC^  BEH.  Per  conse- 
guenza  il  qnadrato  BCDE  ^  eqnivalente  all'esagono 
ACKLEHj  cio&  alia  somma  dei  qnadrati  ACKFj 
FLEH. 

SS9.  Oss.  Nella  prima  delle  dne  precedenti  di- 
mostrazioni  si  h  provato  che  il  qnadrato  LA^  eqni- 
valente al  rettangolo  BN^  e  che  il  qnadrato  AF  i 
eqnivalente  al  rettangolo  ME.  Possiamo  adnnqne 
ennnciare  il: 

Teoi*.  II  qnadrato  d'  un  cateto  d*  un  triangolo 
rettangolo  i  equivalents  al  rettangolo  dell'  ipotenusa  e 
delta  proiezione  del  cateto  sulV  ipotennsa. 

S8S»  Teor.  In  ogni  triangolo  ottusangolo,  il  qna- 
drato del  lato  opposto  alV  angolo  ottuso  i  equivalents 
alia  somma  dei  quadrati  degli  altri  due  lati,  piU  due 
volte  il  rettangolo  contenuto  da  uno  di  questi  lati  s 
dalla  proiezione  sovr'esso  delV  altro  IcUo. 

Dim.  Nel  triangolo  ABC^V  angolo  in  B  sia  ottn- 
80.  Sopra  nno  dei  lati  che 
contengono  I'angolo  ottnso, 
ad  es.  snl  lato  BC,  si  call  la 
perpendicolare  A  D  dal  ver- 
tice  opposto.  n  segmento 
£  i>  &  la  proiezione  di  ^  ^ 
sn  BC.  Ora  si  tratta  di  di- 
mostrare  che  il  qnadrato  di 
AC  h  eqnivalente  alia  som- 
ma dei  qnadrati  dei  lati  A  By 
B  C,  piA  dne  volte  il  rettangolo  ii  BCj  D  B. 

A  tal  fine,  costmiti  i  qnadrati  AEj  CH^  AF^  per 
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B  si  condnca  la  B  A^parallela  B,DH^e  fatto  DL^DB^ 
si  tiri LMj  parallelamente  a  DC.  E  manifesto  che  del 
qnattro  rettangoli,  nei  quali  resta  diviso  il  quadrate 
DK,  H  rettangolo  2)0  ^  un  quadrato;  e  cosi  pure  il 
rettangolo  OK{e  questo  4  il  qaadrato  del  lato  BC); 
e  che  gli  altri  due  sono  i  rettangoli  dei  segmenti 
BC,DB. 

Ma  per  il  teorema  di  PiTAaoBA,  applioato  al 
triangolo  rettangolo  ADC,  abbiamo  che  il  quadrato 
diAC^  equivalente  alia  somma  dei  quadrati  dei  lati 
AD  J  DC  f  equivalente  adunque  alia  somma  dei  cin- 
que rettangoli  AF^DO,  BM^  LN^OK. 

jy  altra  parte  per  il  teorema  stesso  di  Pitagoba, 
applicato  al  triangolo  ADB,  rettangolo  in  D,  la  somma 
dei  quadrati  dei  lati  AD,  DB  ^  equivalente  al  qua- 
drato del  lato  A B,  Quindi  infine  il  quadrato  di  AC  i 
equivalente  alia  somma  del  quadrato  di  ^  jB,  del  qua- 
drato OK  (che  6  il  quadrato  di  BC)  e  dei  due  ret- 
tangoli BMj  LNj  che,  come  si  6  detto,  sono  appunto 
i  rettangoli  dei  segmenti  BC,  DB. 

8S4«  Osservando,  nella  figura  del  paragrafo  pre- 
cedente,  il  quadrato  del  segmento  DC,  il  quale  seg- 
mento  si  pu6  ora  supporre  diviso  comunque  nel  punto 
Bj  troviamo  di  poter  enunciare  generalmente  il : 

Teor.  H  f^uadrato  delta  somma  di  due  segmenti 
i  equivalente  alia  somma  dei  quadrati  delle  parti, 
piU  due  volte  il  rettangolo  delle  parti. 

SSA.  liemma.  II  quadrato  della  differema  tra 
due  segmenti,  aumentato  del  doppio  rettangolo  dei 
segmenti  stessi,  i  equivalente  alia  somma  dei  quadrati 
dei  due  segmenti. 

Dim*  Siano  AB,  BC  due  segmenti  qualisivo- 
gliano  ]  AC  ila.  loro  differenza.  Si  costruiscano  i  tre 
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quadrati  ABDE^  BCKL,  ACFN^  e  poi  si  prolun- 
ghi  NF  in  M.  fc  chiaro  che  1  due 
rettangoli  EM^  FL  sono  i  rettan- 
goli  dei  due  segmenti  AB^  BCE^A. 
k  pur  manifesto  che  Tint  era  figura 
h  ad  un  tempo  la  somma  del  qua- 
dra to  AFq  dei  rettangoli  EM^FL^ 
e  la  somma  dei  quadrati  AD^  KB, 

ssa.  Teer.  In  ogni  triangolo  il  quadrate  del 
lato  opposto  ad  un  angolo  acuto,  aumentato  del  doppio 
del  rettangolo  di  uno  dei  lati  che  contengono  I' angolo 
acuto  e  della  proiezione  sovr'  esso  delV  altro  lato,  i 
equivalente  alia  somma  dei  quadrati  degli  altri  due 
lati. 

Dim.  Sia  ABC  \xn  triangolo  qualunque;  e  1' an- 
golo in  B  sia  acuto.  Sopra  uno  dei  lati  che  conten- 
gono questo  angolo,  ad  es.  sul  lato  ^1  ^,  si  cali  la  per- 
pendicolare  dal  vertice  opposto.  H  segmento  BD  6 
la  proiezione  del  lato  £  C  sul  lato  A  B.  Ora  si  vuol 
dimostrare  che  lar  somma  del  quadrate  di  AC  e  del 
doppio  rettangolo  di  AB,  BD  d  equivalente  alia 
somma  dei  quadrati  diAB^BC. 

Caso  V.  II  piede  della  perpendicolare  cade  sul 
lato.  In  questo  caso  AD  ^  la.  differenza  dei  due  seg- 
menti AB,  BD.  Epper6  [335]  il  quadrate  di  AB, 
aumentato  del  doppio  rettangolo  diAB,BD,e  equi- 
valente alia  somma  dei  qua- 
drati di  ABj  BD.  Aggiun- 
gendo  d'ambe  le  parti  il  qua- 
drate di  CDj  si  ottengono 
risultati  equivalenti.  Ma,  per  il 
teorema  pitagorico,  la  somma 
dei  quadrati  di  AD  e  DC  e  equivalente  al  quadrate 
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di  AC]  els,  somma  del  qaadrati  Ai  BD  e  DC  e  eqni- 
valente  al  qnadrato  di  BC.  Qnindi  infine  il  quadrato 
di  AC,  anmentato  del  doppio  rettangolo  di  AB, 
BDj  i  equivalente  alia  somma  del  quadrat!  di  AB, 
BC. 

Caso  2^.  11  secondo  caso  ha  luogo  quando  il  piede 

della  perpendioolare  cade  sol 
prolungamento  del  lato.  Questa 
Tolta  ADhlti,  differenza dei seg- 
ment! BD  e  AB\  ma  da  tal 
punto  in  poi  la  dimostrazione 
procede  letteralmente  come  per 
11  primo  caso. 


Problemi. 


3S1f.  ProU.  Costruire  un  triangolo  che  sia  equi- 
valente  ad  un  triangolo  dato,  e  net  quale  un'altezza 
sia  eguale  a  un  dato  segmento. 

lilsol.  Sia  ABCun  triangolo  dato,  ed  a  nn  dato 
segmento.  Si  tratta  di  costruire  un  triangolo,  che  sia 
equivalente  al  triangolo  ABC,  e  nel  quale  una  delle 

altezze  sia  eguale  al  segmento  a. 
Fosto  il  segmento  dato  a  in 
DE,  perpendicolarmente  a  un 
lato  del  triangolo,  si  tiri  per  E 
Isk  EF  parallela  b,  BC]  poi  si 
prolungh!  CA (oBA) fino ad in- 
contrare  [250]  la  FE  in  F  (*).  Quindi,  unito  F  con  B, 
si  tiri  per  A  la  parallela  ad  F J9,  e  sia  fT  il  punto  do- 

(*}  Qtiando  il  segmento  DE  h  minore  delPaltezza  calata 
da  ^  sn  ^  C,  la  retta  FE  taglia  i  lati  ABj  A  C,  epper6  in  tal 
caeo  non  occorre  prolungarne  alcuno. 
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ve  essa  incontra  [250]  BC.  Si  tiri  infine  FH.H  trian- 
golo  FHC  Qoiista,  le  condizioni  del  problema. 

Dim.  Intanto  la  perpendicolare,  che  si  calasse 
da  F  sul  lato  opposto  CHj  sarebbe  [276]  agaale  ad 
ED  e  quindi  al  segmento  a.  II  triangolo  FHC  hA 
dunque  un'  altezza,  che  ^  nguale  al  segmento  dato. 

Osserviamo  poi  che  i  triangoli  HAF^HAB  sono 
costmiti  suUa  stessa  base  HA^  ed  hanno  i  vertici, 
opposti  alia  base  comune,  sopra  una  retta  parallela 
alia  base  stessa ;  perci6  essi  sono  [322]  eqoivalenti. 
Aggiungendo  ad  essi  il  triangolo  HACySi  ottengono 
[314]  risnltati  equivalenti;  e  questi  sono  appunto,  una 
volta  il  triangolo  CHF^  Taltra  il  triangolo  dato -4. 5  (7. 

S88»  ProM.  Costruire  un  triangolo  che  sia  somma 
di  piU  triangoli  dati. 

Rlaol.  Si  trasformino  i  triangoli  dati  [337]  in 
altrettanti  ad  essi  rispettivamente  equivalenti  e  che 
abbiano  tutti  una  stessa  altezza.  Costruendo  poi  un 
triangolo,  che  abbia  base  uguale  alia  somma  delle 
basi  dei  nuovi  triangoli  e  la  altezza  relativa  eguale 
alia  loro  altezza  comune,  si  ha  un  triangolo  che  & 
somma  dei  triangoli  dati. 

Dim.  Infatti  il  triangolo  ottenuto  si  pu6  dividere 
in  triangoli  rispettivamente  equivalenti  [322,  315]  ai 
triangoli  dati. 

889«  Probl.  Costruire  un  triangolo,  che  sia  egttt- 
valente  ad  un  poligono  dato. 

RIsol.  Si  divider^  il  poligono  in  triangoli,  in  un 
modo  qualunque;  poi  si  costruiri  un  triangolo  che  sia 
somma  di  quelli  che  compongono  il  dato  poligono 
[338] ;  desso  sodisfa  al  problema.  Se  poi  il  poligono 
dato  6  convesso,  per  trovare  un  triangolo  ad  esse 
equivalente,  si  pu6  operare  come  segue. 
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Sia  ABCDEFil  poligono  dato.  Scelti  tre  vertioi 
fiuccessivi  qnalunque,  ad  es.  i  tre  2),  E,  F^  si  tiri  la 

diagonale  DFj  e  poi  per  E 
la  J^JIf  parallela  b,DF.  Indi 
si  prolunghi  AF  (oppare 
CD)&no  ad  incontrare|250] 
la  £if  in  N,  Infine  si  tiri  il 
segmento  D  N. 
~B  Ed  ora,  se  consideriamo 

i  triangoli  DFE  e  DFN, 
troviamo  che  soso  equivalenti,  perche  hanno  comune 
la  base  DF,  e  sono  compresi  tra  le  znedesime  paral- 
lel jDF,J5:jf. 

Ora  &  palese  che  il  poligono  ABCDEF  ed  il 
poligono  ABCDN  sono  equivalenti.  Infatti  essi  sono 
composti,  il  primo  del  poligono  ABCDFe  del  trian- 
golo  FD  E,il  seoondo  del  poligono  ABCDFe  del 
triangolo2?'2)A".  [314]. 

II  poligono  ABCDNhdk  poi  un  lato  di  meno  del 
primitivo,  perch^,  a  formarne  il  contomo,  insieme  con 
la  parte  che  ha  in  comune  col  dato,  invece  dei  lati  D  E, 
EFj  abbiamo  i  segmenti  DNy  NF]  e  quest' ultimo, 
essendo  per  diritto  con  ^-4 ,  forma  con  FA  un  lato  solo. 
Operando  sul  poligono  ABCDN^  come  per  il 
poligono  dato,  si  otterr4  un  poligono  equivalente  al 
poligono  ABCDN,  e  quindi  [315]  anche  al  primiti- 
vo, e  che  ayr&  due  lati  di  meno  di  questo  poligono. 
Seguitando  a  bastanza,  si  perverri  in  fine  ad  un 
triangolo. 

S40«  Prebl.  Costruire  un  quadrate  che  sia  equi- 
valente ad  un  poligono  dato, 

Risol*  Noi  sappiamo  [339]  costruire  un  trian- 
golo equivalente  ad  un  poligono  dato.  Abbiamo  poi 
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veduto  [321]  clie  nn  triangolo  6  equivalente  ad  un 
rombo,  che  ha  base  nguale  alia  xneti  di  qnella  del 
triangolo  e  altezza  eguale  a  quella  del  triangolo. 
Sappiamo  [320]  anche  costruire  un  rettangolo  equi- 
valente ad  un  rombo  qualunque.  Dimodochi  possia- 
mo  dire  [315]  di  saper  costruire  un  rettangolo,  che 
sia  equivalente  ad  un  poligono  date.  Pertanto,  affine 
di  poter  dire  di  saper  costruire  un  quadrato  equiva- 
lente a  un  dato  poligonO;  ci  resta  solo  da  imparare  a 
costruire  un  quadrato  equivalente  ad  un  rettangolo 
dato. 

Sia  adunque  un  rettangolo  ABCD,   Sul  lato 
-4-B,  che  e  maggiore  di-4Z>,  si  faccia -4-P^ -42). 
Quindi,  con  diametro  AB^  si  desciiva  mezzo  cerchio, 
e,  tirata  per  F  la  perpendi- 
colare  ad  A  B,  fino  ad  incon- 
trare  il  cerchio  [97  J  in  H,  si 
tiri  A H.  II  quadrato  di  AH 
h   equivalente  al  rettangolo 
dato. 

Dim.  Si  tiri  HB  esi  os- 
servi   che  V  angolo  BHAj 

perche  iscritto  in  mezzo  cerchio,  e  retto  [296].  AUora 
nel  triangolo  rettangolo  AHBj  poichA  AFelsk  proie- 
zione  del  cateto  -4  If  sulP  ipotenusa  -4  J?,  il  quadrato 
di  AH  h  equivalente  [332]  al  rettangolo  di  AB^AF^ 
cio6  al  rettangolo  ABCD. 

841.  Probl.  Divider e  un  segmento  dato  in  modo 
che  il  quadrato  di  una  parte  sia  equivale^ite  al  rettan-^ 
golo  delVintero  segmento  e  delValtra  parte. 

RIsol.  Sia  AB  i\  segmento  dato.  Costruito  il 
quadrato  ABC D^  diviso  AD  per  meta  in  E^  e  pro- 
lungato  DA^  si  faccia  EF^  EB,  e  poi  AH^  AF. 
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In  i?  il  segmento  dato  resta  diviso  nel  modo  richiesto, 
e  per  1'  appnnto  in  modo  che  il  quadrato  della  parte 

AH  h  eqnivalente  al  rettangolo 
dell'intero  segmento  e  dell'al* 
tra  parte  BH, 

Dim.  Per  la  dimostrazione 
si  tiri  DHj  e  si  prolunghi  que- 
sto  segmento  fino  ad  incontrare 
[250]  in  If  la  retta  5(7;  poi  si 
unisca  F  con  Jf,  e  si  conduca 
per  His,  KL  parallelamente  ad 
FD. 

Ed  ora,  confrontando  i  trian- 
goli  AHDy  AFBy  troviamo  che  hanno  AH  ^  AF^ 
AD  ^  AB,  e  g]i  angoli  in  A  egnali,  perche  retti; 
qnindi  [149]  A  A{D)H  =  A{B)F.  Ma  A{B)F  6 
complementare  di  -B  ( F )  -4 ;  quindi  anche  A{D)H  h 
complementare  di  B{F)A.  Per  consegnenza  [258] 
I'angolo  DNFj  che  insieme  con  i  due  testd  ac- 
cennati  forma  i  tre  angoli  del  triangolo  FND,  d 
retto;  ossia  le  rette  FBj  DM  sono  perpendicolari 
tra  loro. 

Confrontando  ora  i  triangoli  BNM,  BNO^  tro- 
viamo che  sono  rettangoli  in  N^  che  hanno  il  ca- 
teto  BN  comune,  ed  eguali  gli  angoli  NBMj  OBNj 
perchft  ambidue  eguali  alFangolo  BFA.  (I  due 
N{  B)M,B{F)A  sono  eguali,  come  alterni,  fatti  dalle 
parallele  MB,  FA  con  la  retta  FB.  E  i  due  0  (5)  J\^, 
B{F)A  sono  eguali,  come  angoli  alia  base  nel  triangolo 
isoscele jB jB jP). Per  conseguenza  [154]  e  BM^BO, 
eBiM)0=M{0)B. 

Ma i  due  angoli MOB^BMO  sono  eguali, il primo 
all'angolo  i)0£,  e  il  secondo  alFangolo  EDO  (que- 
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sti  due  come  alterni,  fatti  dalle  parallele  MC^F  D  coa 
la  retta  DM).  Anche  i  due  angoli  DOE^  ED O  sono 
dunque  uguali,  epper6  e  ED  ^  EO.  Ma  per  costru- 
zione  d  ED  ^AE^  quindi  ^  ancke  EO^  AE. 

Ed  essendo  tutto  EB  =  EF  ed  EO  =  EAy  h 
OB  ^  AF.  Ma  superiormente  abbiamo  trovato  es- 
sere  OB'=i  BM]  quindi  e  anche  AF^  BM.  E  per- 
olie  quest!  segmenti,  oltre  che  oguali,  sono  anche  pa- 
rallel!, anche  [274]  i^if  e  parallela  ad  ilJB. 

II  quadrangolo  FM  CDh  dnnque  un  rombo ;  D  HM 
ne  &  una  d!agonale.  E  poichd  per  !1  punto  ^sono  con- 
dotte  due  rette  rispettivamente  parallele  a!  lat!  del 
rombo,  !  due  romb!  FH^  HC  sono  equivalent!.  Ma  !1 
primo  non  e  altro  che  !1  quadrate  del  segmento  A  H^ 
e  !1  secondo  i  !1  rettangolo  del  segment!  BH^  AB 
(perchd  eAB^BC)]  dunque  !1  segmento  dato  d  nel 
punto  H  dlvlso  veramente  hel  modo  richlesto. 

94Mm  Quella  parte  d!  un  segmento,  il  cu!  quadrate 
i  equlvalente  al  rettangolo  dall'lntero  segmento  e 
dell'altra  parte,  s!  dice  la  parte  aurea  del  segmento. 
Tagllare  un  segmento  nel  modo  predetto  s!  d!ce  dtrt- 
dere  il  segmento  in  sezione  aurea, 

S4S*  Probl.  Costruire  un  angoloy  che  siala  quinta 
parte  di  due  retti. 

RI«ol«  Preso  un  segmento  A  B  quals!vogl!a,  lo  si 
divlda  !n  8ez!one  aurea.  S!a  C  !1  punto  d!  divlslone, 
ed  il  (7  la  parte  aurea.  Qulndi,  sulla  parte  minore  CB^ 
presa  come  base,  s!  costrulsca  [104]  un  tnangolo  iso- 
scele  BCD  J  i  cu!  lat!  egual!  DC^  DB  s!ano  eguali 
ad  A C.  Po! s! conduca  A D.  L'angolo  DABeldk quinta 
parte  d!  due  retti. 

Dim*  Per  la  d!mostraz!one  s!  cal!  da  D  la  per- 
pendlcolare  suUa  base  CB^  la  quale  resta  cosl  d!mez- 
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zata  in  E.  Poi,  costruito  il  quadrato  ABFH,  e  fatto 
AK^AC,^  tiri  JTif  parallelamente  ad  -4-B,  e  poi 

per  C  la,  CL  parallela  ad  A  H. 

Osserviamo  anzitatto  che 
CK  6  un  quadrate,  e  cho  il  ret- 
tangolo  KF^  perche  h : 

KM=AB   e    KH=BC, 
h  il  rettangolo  dei  segmenti  AB^ 
BC.  Esso  6  dunque  equivalente 
al  quadrato  di  ^  C,  cio6  al  qua- 
drate CK. 

Ed  ora,poich&  Tangolo  DCB^ 
come  angolo  alia  base  nel  triangolo  isoscele  DCB,  6 
acuto,  radiacente  A{C)D  e  ottuso.  Dal  triangolo 
ottusangolo  ACD  abbiamo  [333]  che  il  quadrato  di 
AD  i  equivalente  alia  somma  dei  quadrati  di  AC^ 
CD,  piA  il  doppio  rettangolo  di  AC,  CE.  Ma  il  qua- 
drato di  C JD  6  uguale  a  quello  di  A  C,  epper6  6  equi- 
valente al  rettangolo  KF]  e  percbe  h  CE  =  EB, 
il  doppio  rettangolo  diAC^CEQ  equivalente  al  ret- 
tangolo di  ^  C,  CB,  ossia  al  rettangolo  CM.  Pertanto 
il  quadrato  di  ^  D  e  equivalente  al  quadrato  AF,  e 
per  conseguenza  [323]  6  iljD  ^ -4i?.  (*). 

Ora  dobbiamo  considerare  i  due  triangoli  isosceli 
ABDyDBC.  Poich^  questi  hanno  Tangolo  .4 -BD  in 
comune,  e  questo  e  in  ciascuno  dei  triangoli  uno  degli 
angoli  alia  base,  anche  gli  angoli  DAB,  BDC,  che 
sono  quelli  opposti  alle  basi,  sono  eguali  tra  loro. 
D'altra  parte,  poiche  nel  triangolo  ACDeAC^CD, 

(*)  Se  i  lati  dei  due  quadrati  non  fossero  eguali,  uno  dei 
quadrati  sarebbe  uguale  ad  una  parte  dell'altro,  e  sarebbe  al- 
lora  una  parte  di  una  superficie  finita  equivalente  alTintera 
superficie,  E  ci6  non  pu6  essere.  [823]. 
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e  anche  C{D)A^D{A)C,  Nel  triangolo  isoscele 
ADB  Tangolo  BDA^  alia  base,  ^  dunque  doppio  del- 
I'angolo  DABj  opposto  alia  base.  Per  conseguenza 
DABelsL  quinta  parte  della  somma  degli  angoli  del 
triangolo;  epper6  esso  6  appunto  un  quinto  di  due 
retti. 

Superficie  non  equivalenti. 

844«  Defi  Per  esprimere  che  una  superficie  finita 
A  i  equivalente  ad  una  parte  di  un'altra  superficie 
finita  B  (*),  diremo  che  la  superficie  A  i  minore  della 
B,  od  anche  che  questa  i  maggiore  della  A. 

Per  significare  che  una  superficie  A  e  maggiore 
d'un'altra  B,  scriveremo:  -4  >  J3,  oppure  B  <  A. 

84ft.  Teor.  Se  una  superficie  i  minore  di  un'aU 
tra,  essa  non  pud  essere  equivalente  ni  alia  seconda, 
ni  ad  una  superficie  che  sia  maggiore  della  seconda. 

Him.  La  superficie  A  sia  minore  della  superfi- 
cie J3,  e  questa  sia  minore  di  una  terza  C.  Dico  cbe  A 
non  pu6  essere  equivalente  ne  alia  B  nh  alia  C. 

Sappiamo  intanto  che  dire  che  A  &  minore  di  B 
i  quanto  dire  [344]  che  A  6  equivalente  ad  una  parte 
di  B.  Chiamiamo  A'  questa  parte.  Ora,  essendo  A  =  A\ 
se  fosse  A  =  B^  sarebbe  [315]  anche  A'  =  J5,  e  ci6 
oontro  il  postulate  dell'equivalenza  [323],  il  quale 
dice  che  una  parte  di  una  superficie  finita  non  pu6 
essere  equivalente  all'intera  superficie. 

Per  la  seconda  parte  del  teorema,  basta  osser- 
vare  che,  essendo  la  superficie  A  equivalente  ad  una 

(*)  Dovremmo  aggiangere:  a  alia  somma  di  alquante 
parti  della  B.  Ma  per  brevity  diremo  parte  d'una  superfi- 
cie anche  Pinsieme  di  alqnante  sue  parti. 
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parte  della  B  el8i,B  equivalente  ad  una  parte  della  C, 
h,  A  ^  anche  equivalente  ad  una  parte  della  C  {*) ; 
epper6,  ricondotti  al  caso  precedente,  conchiudiamo 
chd  essa  non  pu6  essere  equivalente  alia  C, 

SA0«  Cop*  Date  due  superficie,  se  ha  luogo  una 
dei  casi  seguenii,  doe:  che  una  aia  minore,  equivalente 
0  maggiore  delValtra,  non  pub  aver  luogo  nessuno  de* 
gli  altri  due  casi,  (**). 

849.  Teor*  Due  poligoni  qualunque  o  sono  equi- 
lenti,  0  Vuno  i  maggiore  o  minore  delValtro, 

Dim.  Siano  A  e  B  due  poligoni  dati.  Trasformia* 
moli  in  due  triangoli  A'  e  B'  d'uguale  altezza  [339, 
337],  e  chiamiamo  a  e  /3  la  basi  dei  due  triangoli. 

Se  le  basi  a,  fi  sono  eguali,  i  triangoli  A'^  B'  sono 
equivalenti,  e  quindi  [315]  sono  equivalenti  anche  i 
poligoni  dati. 

Se  le  basi  a,  fi  non  sono  eguali,  e  sia,  ad  es., 
a  <  /};  in  tal  caso  il  triangolo  A'  &  equivalente  ad 
una  parte  del  triangolo  B ';  quindi  6  ^4'  <  5'  ed 
anche  A  <C,  B,  come  d.  d. 


(*)  Lasciamo  alio  stadioso  di  ohiarire  oodesta  asserzione 
e  consimili  del  seguito.  016  si  far4  imaginando  costruzioni 
analoghe  a  quelle  accennate  nel  §  813 ;  ma,  nel  caso  presen- 
te,  basta  osservare  che,  poich^,  dividendo  A  convenientemente 
e  disponendo  convenientemente  le  parti,  si  pu6  ottenere  una 
parte  A'  della  B,  e  cosl  dalla  B  si  pu6  ottenere  una  parte 
della  C\  la  parte  A'  della  B,  e  quindi  anche  la  A  sono  equiva- 
lenti ad  una  parte  della  0. 

{**)  Si  badi  che,  date  due  superficie,  pu6  non  aver  luogo 
nessuno  dei  tre  casi.  Ad  es.,  confrontando  un  quadrate  con 
la  superficie  d'una  sfera,  si  trova  che  nessuna  parte  del  qua* 
drato  non  pu6  essere  uguale  a  nessuna  parte  della  superficie 
della  sfera,  epper6  che  ecc.  [310,  844]. 

14 
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Differenza  tra  due  poligoni. 

S49«  Bef*  Se  una  superficie  A  i  maggiore  d*un'aU 
tra  B,  la  parte  che  rimane  delta  A,  quando  si  sop- 
prima  quella  stM  parte  che  i  equivalente  alia  B,  si 
dice  differenza  tra  la  A  e  la  B. 

84S*  Teor.  Se  due  triangoli  sono  equivalenti,  ed 
hanno  due  altezze  uguali,  hanno  eguali  anche  le  basi 
corrispondenti. 

Dim.  I  triangoli  ABCj  DEf^sisJio  eqnivalenti, 
e  in  essi  siano  egasdi  le  altezze  AH,  DK.  Dico  che  le 
basi  BC,  EF  sono  eguali. 

Se  non  sono  egnali,  una  delle  due  sara  la  maggio- 
re; tale  sia  la  BC,  e  sia      ^  ^ 
BL  =  EF.SiiiTiAL. 

I  triangoli  ABLy 
DEF\  perchft  hanno  basi 
ed  altezze  rispettivamente 
uguali,  sono  equivalenti 
[322].  Ma,  per ipotesi,  anche  il  triangolo  ABC  h  equi- 
valente al  triangolo  DEF.  Quindi  [315]  i  due  trian- 
goli ABL,  ABC  sono  equivalenti  tra  loro.  Ma  ci6 
non  pu6  essere  [323],  perchfe  uno  6  una  parte  del- 
I'altro.  Conchiudiamo  che  6  appunto  BC^  EF. 

S;iO«  Teor*  Sottraendo  da  poligoni  equivalenti 
poligoni  equivalenti,  si  ottengono  resti  equivalenti. 

Him*  Siano  M,  JV,  P,  Q  quattro  poligoni.  Sia 
Jf  =  iV'  e  P=  Q;  sia  3f  >  P,  e  quindi  anche  N>  Q. 
Chiamiamo  JR  la  parte  del  poligono  if,  che  rimane,  se 
si  toglie  quella  sua  parte  che  6  equivalente  a  P  [344] ; 
e  chiamiamo  S  la  parte  del  poligono  JV,  che  rimane, 
se  si  toglie  quella  sua  parte  che  i  equivalente  a  Q. 


H"""B 
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Si  tratta  di  provare  che  i  poligoni  R  ed  S  sono  eqni- 
valenti  (*). 

Trasformiamo  i  poligoni  P,  Q,  i?,  iS  in  quattro 
triangoli  P',  Q\  R",  8"  d'uguale  altezza.  Si  prolun- 
ghino  le  basi  BC,  EF  dei  triangoli  P\  Q',  di  seg- 

menti  CH^FKe- 
A  P        gnali  alle  basi  dei 

triangoUi2",5",e 
Qitirino  AH  eDK. 
I  nuovi  triangoli 
R'^S  ';percliA  equi- 
valenti  [322J  ri- 
spettivamente  ai  triangoli  iJ", /S ",  sono  [315]  eqni- 
yalenti  anche  ai  poligoni  R  ed  S. 

Ora,  essendo  P=Q,  egli  6  [315]  anche  P'  =  Q\ 
E  poiche  qnesti  due  triangoli  equivaleiiti  hanno  egua- 
le  altezza,  egli  e  [349]  BC  =  EF. 

Cosi,  perch6  i  triangoli  ABH^  DEK  sono  equi- 
valenti  [317]  rispettivamente  ai  poligoni  eqtdvalenti 
M^  N^  anch'essi  sono  eqcdvalenti  tra  loro.  Ma  hanno 
eguale  altezza;  quindi  e  BH^  EK. 

Ed  ora,  essendo  BH=  EK  eBC=  EF^  egli  e 
CH=FK.  Per  conseguenza  [322]  i  triangoli  -B',  /S" 
sono  eqtdvalenti,  epper6  [315]  sono  equi valenti  an- 
che i  poligoni  R  ed  /S,  come  d.  d. 

Superficie  multiple  e  summultlple. 


S41*  Def«  Una  superficie  A  si  dice  multipla,  se^ 
condo  il  numero  intero  m,  di  un'altra  B,  e  questa  si 

(*)  Bed  8 potrebbero  essere,  uno  od  entrambi|  I'insieme 
di  poligoni  separati.  Questa  circostanza  non  altera  la  dimo- 
strazione.  [889, 888]. 
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dice  summulttpla  della  A  aecondo  il  numero  m,  se  la  su- 
perficie  Aila  somma  di  m  super ficie  equivalenti  alia  B. 

Una  superficie  6  multipla  e  summultipla  di  se 
stessa  secondo  il  numero  uno. 

8;it.  Teor*  Se  due  superficie  sono  equivalenti, 
tali  sono  due  loro  equimultipli  qualisivogliano. 

Dim.  Sappiamo  infatti  che,  sommando  a  super- 
ficie equivalenti  superficie  equivalenti,  si  ottengono 
risultati  equivalenti.  [317]. 

8A8.  Teor.  Se  due  poligoni  non  sono  equivalenti^ 
e  si  f anno  due  loro  equimultipli  qualisivogliano,  il  mul- 
tiplo  del  maggiore  i  maggiore  del  multiplo  del  minore. 

Dim.  Se  due  poligoni  non  sono  equivalenti,  uno 
dei  due  h  maggiore  dell'altro  [347].  Sia  A>  B,  Fac- 
ciamo  dei  due  poligoni  due  loro  equimultipli  secondo 
il  numero  m,  Dico  essere : 

m  A  >  mB. 

Infatti,  per  Tipotesi  [344],  in  ciascuna  delle  m 
parti,  che  compongono  il  poligono  mA,  c*  e  una  parte 
equivalente  ad  una  delle  m  parti,  che  compongono  il 
poligono  m B.  II  poligono  mB  h  dunque  equivalente 
ad  una  parte  del  poligono  m  A^  come  d.  d.  [344]. 

884*  €or.  t^.  Due  poligoni^  equisummultipli  di 
due  poligoni  equivalenti,  sono  equivalenti. 

Infatti,  se  i  due  summultipli  non  fossero  equi- 
valenti [347],  non  sarebbero  equivalenti  [353]  nean- 
che  i  poligoni  dati. 

865.  Cor.  8®.  Se  due  poligoni  sono  equisummul- 
tipli di  due  poligoni  non  equivalenti,  il  summultiplo 
del  minore  i  minore  del  summultiplo  del  maggiore. 

Infatti,  se  esso  fosse  equivalente  o  maggiore  [346], 
il  primo  poligono  sarebbe  equivalente  o  maggiore  del- 
Taltro  [352,  353],  contro  Tipotesi. 
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8;iS«  Omm.  Per  trovare  un  summnltiplo  secondo 
nu  nnmero  dato  n  di  un  poligono  dato,  basta  trasfor- 
mare  il  poligono  in  nn  triangolo,  dividere  un  lato  del 
triangolo  in  n  parti  uguali,  e  unire  i  punti  di  divi- 
sione  col  vertice  opposto.  Cosi  il  triangolo  yien  di- 
viso  in  n  parti  equivalent!  [322].  Una  di  queste  &  un 
summnltiplo  secondo  il  numero  n  del  triangolo,  e 
quindi  anche  del  poligono  dato.  [313]. 

EserciBi. 

AvvertcBBa*  Qli  esercizl  dal  501  al  548  si  dimostreranno 
senza  far  nso  del  teorema  del  §  350. 

501.  Dimostrare  il  teorema  del  §  319  riducendo  il  case  ge- 
nerale  al  prime  case,  e  qnesto  movendo  sulla  sua  retta 
una  di  quelle  basi  dei  rombi  dati,  che  ^  opposta  alia 
base  comnne.  [815]. 

502.  Bendere  manifesta  V  equiyalenza  [312]  delle  parti  in  cui 
un  triangolo  ^  diviso  da  una  sua  mediana.  (Per  il  panto 
di  mezzo  del  lato  dimezzato  si  tirino  dne  parallele  agli 
altri  dne  lati ). 

503.  Dimostrare,  fondandosi  snl  precedente  esercizio,  cbe  nn 
triangolo  h  eqnivalente  ad  un  rettangolo  d'egnal  base  e 
di  met&  altezza.  ( Per  il  case  che  il  piede  dell'  altezza  sia 
snl  prolungamento  della  base,  ci  si  riconduce  ad  nno  de- 
gli  altri  dne  casi  mediante  V  esercizio  precedente.  [315]). 

504.  Dimostrare  il  terzo  case  dell'  esercizio  precedente,  mo- 
vendo il  vertice  del  triangolo,  invece  della  base ;  e  cia- 
scnna  volta  d'  nn  aegmento  ngnale  alia  base. 

506.  Si  dimostri  il  teorema  329  indipendentemente  da  ogni 
teorema  del  capitolo,  nell'  ipotesi  per6  che  i  dne  segmenti 
DE,  EB  siano  mnltipli  d'  nno  stesso  terzo  segmento. 

507.  Dimostrare  che  in  un  triangolo  rettangolo  il  quadrate 
deU'  altezza  relativa  all'  ipotennsa  ^  eqnivalente  al  ret- 
tangolo delle  proiezioni  dei  cateti  sull' ipotennsa.  [329]. 

508.  Dimostrare  che  un  trapezio  ^  eqnivalente  ad  un  triangolo 
che  ha  la  base  uguale  alia  somma  delle  basi  del  trapezio  e 
la  stessa  altezza  del  trapezio. 
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509.  Se  sui  laii  di  iin  triangolo  si  costruiscono  ire  quadrati,  e 
si  uniscono  le  estrexnit^  dei  lati  dei  quadrati  uscenti  da 
uno  stesso  vertice  del  triangolo  dato,  si  formano  tre 
triangoli  eqoivalenti  al  triangolo  dato. 

510.  Se  per  i  yertici  di  nn  qaadrangolo  si  tirano  delle  paral- 
lele  alio  diagonal!,  si  ottiene  un  rombo,  che  h  doppio  del 
qaadrangolo  dato. 

511.  Se  due  qnadrangoli  hanno  diagonal!  rispettivamente 
uguali  ed  egualmente  inclinate,  essi  sono  equivalent!. 
[510,  269]. 

512.  Se  un  punto,  preso  nell'  interno  di  un  rombo,  viene  unite 
coi  yertici,  il  rombo  resta  diyiso  in  quattro  triangoli  tali 
che  la  somma  d!  due  opposti  ^  equivalente  alia  somma 
degli  altri  due. 

513.  Unendo  le  estremit^  di  uno  dei  lati  concorrenti  d!  un  tra- 
pezio  col  pun  to  di  mezzo  del  lato  opposto,  si  ottiene  un 
triangolo,  che  h  equiyalente  alia  metk  del  trapezio.  ( S! 
tiri  una  parallela ....). 

514.  Qualunque  retta,  che  passi  per  il  punto  d!  mezzo  del  seg- 
mento  che  unisce  !  punt!  d!  mezzo  dei  lati  parallel!  di  on 
trapezio,  e  tagli  !  lati  parallel!,  diyide  il  trapezio  in  due 
parti  equiyalentL 

515.  Se  le  diagonal!  di  un  qaadrangolo  si  tagliauo  ad  angol! 
retti,  la  somma  dei  quadrati  di  due  lati  opposti  6  equiya- 
lente alia  somma  dei  quadrati  degli  altri  due.  [331]. 

516.  n  rettangolo  dei  catet!  d'un  triangolo  rettangolo  6  equi- 
yalente al  rettangolo  dell' ipotenusa  e  dell'altezza  calata 
sull'ipotenusa. 

517.  Dimostrare  H  teorema  di  PrrAQORA  oonfrontando  il  ret- 
tangolo B ^ ed  il  quadrate  LA^cisi  rif erisce  alia  figura 
della  pagina  196)  coi  triangoli  LBCj  ABD, 

518.  Se  si  unisce  il  yertice  di  un  angolo  acuto  di  un  triangolo 
rettangolo  con  un  punto  del  cateto  opposto,  la  somma  dei 
quadrati  del  segmento  tirato  e  del  cateto  ^  equiyalente 
alia  somma  dei  quadrati  dell'ipotenusa  e  del  segmento 
del  cateto  che  ^  dalla  parte  deir  angolo  retto. 

519.  H  quadrate  dell'altezza  di  un  triangolo  equilatero  6  tri- 
ple del  quadrate  della  met&  del  late.  [331]. 

520.  In  un  triangolo  rettangolo  il  quadrate  della  mediana,  ti- 
rata  ad  un  cateto,  e  il  triple  del  quadrate  della  met&  del 
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cateto  stesso  fanno  una  somma  equivalente  al  qaadrato 
dell'ipoteniisa. 

521.  Dae  triangoli ABC^D EF, rettangoli in  ^ ed in  E, hanno 
eguali  anche  gli  angoli  inAeinD,  Dimostrare,  mediante 
il  teorema  829,  che  il  rettangolo  dei  l&tiABj  EF ^  equi- 
valente al  rettangolo  dei  lati  BCjDE. 

522.  Se  da  una  estremit^  della  base  di  nn  triangolo  isoscele  si 
cala  la  perpendioolare  sal  lato  opposto,  il  doppio  rettan- 
golo, contennto  da  qnesto  lato  e  dal  segmento  adiacente 
alia  base,  ^  equivalente  al  quadrato  della  base. 

523.  Trovare  la  somma  di  piii  qnadrati  datL 

524.  Trasformare  nn  triangolo  dato  in  nn  triangolo  isoscele  di 
data  base,  o  in  nn  triangolo  rettangolo  di  data  base. 

525.  Trasformare  nn  triangolo  in  nn  triangolo  isoscele,  nel 
quale  il  lato  sia  eguale  ad  un  segmento  dato.  ( Prima  si 
trasformer^  il  triangolo  in  un'  altro,  il  quale  abbia  nn  lato 
egnale  al  dato  segmento). 

526.  Trasformare  un  triangolo  in  uno  isoscele  di  data  altezza. 

527.  Trasformare  un  triangolo  in  una  losanga,  nella  quale  uno 
dei  lati  sia  uno  dei  lati  del  triangolo. 

528.  Trasformare  un  triangolo  in  un  altro,  che  abbia  un  lato 
sopra  una  retta  data,  e  un  vertice  in  un  vertice  del  trian- 
golo dato. 

529.  Costruire  un  triangolo,  che  sia  equivalente  a  un  trian- 
golo dato  e  i  cui  vertici  cadano  rispettivamente  su  tre 
rette  date. 

530.  Dimezzare  un  rombo  con  una  retta  parallela  a  una  retta 
data. 

531.  Trasformare  un  rombo  in  un  altro  nel  quale  un  lato  sia 
eguale  a  un  segmento  dato.  (  Si  osservi  la  figura  del  §  829, 
si  supponga  che  iiJ^  sia  il  rombo  dato  e  che  EH  sia  il 
dato  segmento). 

532.  Prolungare  un  segmento  dato  di  tanto  che  il  rettangolo 
contennto  dal  segmento  prolungato  e  dal  segmento  dato 
sia  equivalente  a  un  quadrato  dato.  [531]. 

533.  Dividere  un  triangolo  in  due  parti  equivalenti  con  una 
retta  tirata  da  un  pun  to  situate  sopra  un  lato.  (Si  unisce 
il  punto  col  vertice  opposto,  e  si  tira  da  questo  vertice 
lamediana,  ecc). 

534.  Dividere  un  triangolo  in  tre  parti  equivalenti  con  rette 
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uscenti  da  un  punto  dato  sopra  an  lato.  (  Si  comincia  divi- 
dendo  qaesto  lato  in  tre  parti  eguali ). 

535.  Dividere  on  triangolo  in  tre  parti  equivalent!  e  ci6  con 
segmenti  tirati  al  contomo  del  triangolo  da  on  punto 
posto  nell'interno  del  triangolo.  (Si  comincia  trasfor* 
mando  il  triangolo  in  uno,  che  abbia  un  vertice  nel  punto 
dato  e  un  lato  sopra  uno  dei  lati  del  triangolo  dato ). 

536.  Dividere  un  segmento  in  tre  parti  in  modo  che  le  due 
estreme  siano  eguali  e  la  somma  dei  loro  quadrati  sia 
equiyalente  al  quadrate  della  media.  (Si  comincia  co- 
Btruendo  due  angoli  coi  yertici  nelle  estremit^  del  seg- 
mento, e  che  siano  ciascuno  un  quarto  di  un  retto). 

537.  In  un  rettangolo  A  BCD  si  tiri  ii^ad  un  punto  £di  CD, 
e  poi  ^^perpendicolare  ad  AE.  Si  provi  che  il  rettangolo 
dato  6  equiyalente  al  rettangolo  dei  segmenti  AE,  BF, 
(Si  tiri  per  E  un  segmento  ^^perpendicoLare  ad  ii  JE?  ed 
uguale  di,  BF,  Facilmente  si  proya  che  il  triangolo  AEB 
h  equiyalente  al  triangolo  A  EH), 

538.  Se  sopra  due  lati  A B,  AC  di  un  triangolo  qualunque  si 
costruiscono  due  rombi  ad  arbitrio,  e  poi  si  prolungano 
quei  lati  dei  rombi  che  sono  opposti  rispettiyamente  ad 
ABj  AC,  fino  a  che  s'incontrino  in  D,  la  somma  dei  due 
rombi  h  equiyalente  a  un  rombo  un  cui  lato  sia  BC,e  un 
altro  lato  sia  eguale  e  parallelo  ad  AD,  (Teorema  di 
Pappo). 

539.  Se  un  segmento  6  diyiso  in  parti  eguali  ed  in  parti  disu- 
guali,  il  rettangolo  delle  parti  disuguali  e  il  quadrato  del 
segmento,  che  ha  i  termini  nei  punti  di  diyisione,  danno 
una  somma  equiyalente  al  quadrato  della  met&  del  seg- 
mento dato. 

540.  Se  un  segmento  h  diyiso  in  parti  eguali  e  in  parti  disu- 
guali, la  somma  dei  quadrati  delle  parti  disuguali  ^  dop- 
pia  della  somma  dei  quadrati  costruiti,  uno  sulla  metit  del 
segmento  dato,  1' altro  sul  segmento  che  ha  i  termini  nei 
punti  di  diyisione.  ( Costruiti  i  quadrati  delle  parti  disa- 
g^li,  si  dimezzi  la  differenza  dei  lati,  e  si  osseryi  che  la 
semidifferenza  k  appunto  uguale  al  segmento  che  ha  i 
termini  nei  punti  di  diyisione.  Per  il  punto  di  mezzo  della 
semidifferenza  si  tiri  la  parallela  al  segmento  dato,  e  per  il 
punto  di  mezzo  dello  stesso  laperpendicolare  ad  esso,  ecc). 
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541.  Se  una  corda  PA  Q  taglia  nn  diametro  di  an  cercliio  in  un 
pnnto  A,  e  forma  con  questo  on  angolo  semiretto,  la 
somma  dei  qnadrati  del  segmenti  PA^  AQh  eqoiyalente 
al  doppio  del  qnadrato  del  raggio.  [187,  540]. 

542.  Se  dne  corde  di  nn  cerchio  si  tagliano  ad  angolo  retto,  la 
somma  dei  qnadrati  dei  qnattro  segmenti,  in  cni  sono  di- 
vise,  &  eqnivalente  al  qnadrato  del  diametro.  [187, 540]. 

543.  La  somma  dei  qnadrati  di  dne  corde,  che  si  tagliano  ad 
angolo  retto,  anmentata  del  qnadrnplo  del  qnadrato  deUa 
distanza  fra  il  centre  e  il  panto  d'intersezione  delle  dne 
corde,  h  eqnivalente  ad  otto  volte  il  qnadrato  del  rag- 
gio. [884, 540,  539]. 

544.  Se  nn  angolo  di  nn  triangolo  h  qnattro  terzi  di  nn  retto, 
il  qnadrato  del  lato  opposto  i  eqnivalente  alia  somma  dei 
qnadrati  degli  altri  dne  lati,  anmentata  del  rettangolo  dei 
lati  stessi.  [388]. 

545.  Se  si  tira  nna  tangente  a  nn  cerchio,  la  parte  di  qnesta, 
compresa  tra  due  tangenti  condotte  al  cerchio  per  le  estre* 
miUk  di  nn  diametro  qnalsivoglia,  h  divisa  dal  pnnto  di 
contatto  in  modo  che  il  rettangolo  dei  due  segmenti  h 
eqnivalente  al  qnadrato  del  raggio.  [507]. 

546.  Per  E^  pnnto  di  mezzo  della  diagonale  BD  di  nn  qna- 
drangolo  ABCD,  si  conduca  JT^Hparallela ad  AC,  Mo- 
strare  che  FC  divide  il  qnadrangolo  in  dne  parti  eqni- 
valenti. 

547.  ABCD^Txn  rettangolo,  Exm  pnnto  qnalnnqne  in  BC,  ed 
F  ia  DC.  Dimostrare  che  il  rettangolo  dato  ^  eqnivalente 
alia  somma  di  dne  volte  il  triangolo  AEF^e  del  rettan- 
golo dei  segmenti  BE,DF,  (Per  E  si  conduca  la  paral- 
lela  ad  ii ^,  e  siano  H  e  Ki  pnnti  dove incontra  ADjAF. 
Per.  IT  si  tiri  la  parallela  ad  ilD,  e  siano  3f  ed  A^i  pnnti 
dove  incontra  i  lati  AB,DC]  infine  si  tiri  per  jPla  FL  pa- 
rallela &  DA  fino  ad  incontrare  AB  inL.  Facilmente  si 
pro va  cheMC^  doppio  di  A  EF.  Poi  [829]  HL =AN, ecc). 

548.  Da  nn  rombo  dato  tagliame  via  nna  n.e8ima  parte,  e  ci6 
con  una  retta  che  sia  parallela  ad  nna  retta  data. 

549.  Un  qnadrangolo  viene  diviso  in  qnattro  parti  eqnivalenti 
dai  segmenti,  che  uniscono  i  pnnti  medt  dei  lati  col  pnnto 
d'incontro  delle  parallele  condotte  a  ciascnna  diagonale 
per  il  pnnto  medio  dell'altra.  (Unendo  il  pnnto  medio  di 
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an  lato  con  quello  di  mezzo  di  una  diagonale,  si  ottiene 
an  triangolo  che  &  la  qaarta  parte  di  ano  di  qnelli,  in  cai 
il  qaadrangolo  h  tagliato  dalla  diagonale  stessa.  [822]. 

550.  Se  dae  triangoli  hanno  basi  ed  altezze  rispettivamente 
nguali,  e  si  tirano  dae  corde  parallele  alle  basi  ed  egoal- 
mente  distanti  dalle  basi  stesse,  le  dae  corde  sono  egaali. 
( Indirettamente  ). 

551.  Di  tatti  i  triangoli,  cbe  hanno  dae  lati  rispettivamente 
agaalij  qaello,  in  cai  1'  angolo  compreso  h  retto,  ha  la  mas- 
simA  saperficie. 

552.  Le  mediane  di  an  triangolo  diyidono  il  triangolo  in  sei 
parti  eqaivalenti. 

553.  Dei  qaattro  triangoli,  in  cai  an  trapezio  resta  tagliato 
dalle  dae  diagonali,  i  dae,  che  hanno  per  lati  i  lati  non 
parallel!,  sono  eqaivalenti. 

554.  In  an  triangolo  ogni  corda  parallela  ad  an  lato  h  dimez- 
zata  dalla  corrispondente  mediana.  (Indirettamente). 

555.  Secondo  che  il  qaadrato  del  lato  di  on  triangolo  h  mag- 
giore,  eqaiyalente  o  minore  della  somma  dei  qaadrati  de- 
gli  altri  dae  lati,  1*  angolo  opposto  al  prime  lato  ^  ottaso, 
retto,  od  acato.  (Indirettamente). 

556.  Se  il  qaadrato  di  ana  altezza  di  on  triangolo  h  eqaiya- 
lente al  rettangolo  der  segment!  in  cai  il  piede  dell' altezza 
taglia  il  lato  sa  cai.^  calata,  il  triangolo  ^  rettangolo. 

557.  Se  sopra  an  segmento  diviso  in  sezione  aarea  si  costrai- 
sce  an  triangolo  rettangolo  in  modo  che  il  panto  di  divi- 
sione  sia  il  piede  della  perpendicolare  calata  sall'ipotena- 
sa,  ano  dei  cateti  ^  agaale  al  segmento  aareo. 

558.  Se  da  an  panto  qaalanqae  si  calano  le  perpendicolari  sai 
lati  di  an  poligono,  la  somma  dei  quadrati  dei  segmenti 
non  consecativi  dei  lati  ^  eqoivalente  alia  somma  dei  qaa- 
drati degli  altri  segmenti.  ( Qaando  an  panto  di  divisione 
^  sal  prolangamento  di  an  lato,  per  segmenti  del  lato  s'in- 
tendono  le  distanze  comprese  fra  i  termini  del  lato  e  il 
panto  di  divisione ). 

559.  In  an  triangolo  isoscele  ABC,  se  si  congiange  il  ver- 
tice  A  con  an  panto  D  della  base,  la  differenza  dei  qaa- 
drati di  AB,  AD  ^  eqaivalente  al  rettangolo  di  BD, 
DC,  [836]. 

560.  Se  il  vertice  dell*  angolo  retto  di  an  triangolo  rettangolo 
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81  unisce  coi  yertici  opposti  del  quadrato  deBcritto  sall'i- 
potenusa,  la  differenza  del  qnadrati  dei  due  segmenti  h 
equivalente  alia  differenza  dei  qnadrati  dei  cateti 

561.  Dati  due  quadratic  costruirne  uno  che  sia  equivalente  alia 
loro  semisomma. 

562.  Oostmire  nn  quadrato,  clie  sia  la  mesima  parte  di  un  qua- 
drato dato. 

563.  Dividere  un  segmento  in  due  parti,  tali  che  il  rettangolo 
di  queste  sia  equivalente  a  un  quadrato  dato.  Come  si  do- 
vrebbe  dividere  il  segmento,  se  si  volesse  che  il  rettan- 
golo fosse  il  piu  grande  possibile?  [507]. 

564.  Trasformare  un  triangolo  dato  in  un  tiiangolo  isoscele  e 
rettangolo.  [340]. 

565.  Per  un  punto,  dato  nelPinterno  di  un  angolo,  tirare  una 
corda  in  modo  che  il  triangolo  risultante  abbia  la  piii  pic- 
cola  superficie  possibile.  (Bisogna  tirare  la  corda,  che  ^ 
bisecata  dal  punto  dato ). 

566.  Dimostrare  che  fra  i  triangoli  che  si  possono  costruire 
sulla  stessa  base,  e  nei  quali  la  somma  degli  altri  due  lati 
^  uguale  a  un  segmento  dato,  P  isoscele  ha  la  massima  su- 
perficie.  (Gostruito  1' isoscele,  e  tirataper  il  vertice  la  pa- 
rallela  alia  base,  si  osserver&  [64]  che  qualsivoglia  altro 
triangolo,  il  quale,  avendo  la  base  stessa,  avesse  il  vertice 
sulla  parallela,  avrebbe  maggior  perimetro  delP isoscele). 

567.  La  differenza  di  due  quadrat!  h  equivalente  al  rettangolo 
contennto  dalla  somma  e  dalla  differenza  dei  lati  dei  qna- 
drati dati.  (Si  ponga  il  quadrato  minore  sul  maggiore 
e  in  modo  che  i  due  qnadrati  abbiano  un  angolo  comune). 

568.  Dimostrare  che  la  somma  di  due  quadrati  non  h  mai  mi- 
nore del  doppio  rettangolo  dei  lati  dei  quadrati.  ( Si  potr& 
dare  ai  quadrati  la  stessa  disposizione  che  nelP  esercizio 
precedente.  Cosi  si  trova  anche  1'  eccesso  quando  uno  ce 
ne  sia ). 

569.  Se  due  oerchi  eguali  si  toccano  esternamente  in  A,  e  si 
conducono  per  i  centri  0 ,  0' ,  e  da  una  stessa  banda  della 
00' J  due  raggi  OB.O'B'  paralleli,  e  preso  B  B'  come 
diametro,  si  descrive  mezzo  cerchio  esternamente  ai  cer- 
chi  dati,  la  superficie  ((frepanotde),  compresa  dal  detto 
mezzo  cerchio  e  dagli  archi  BAj  AB\h  equivalente  al 
rombo  OO'B'B, 
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570.  Se  due  corde  di  nn  cercliio  si  tagliano,  il  rettangolo  con- 
tenato  dalle  parti  dell'  una  ^  equivalente  al  rettangolo  con- 
tennto  dalle  parti  dell'altra.  [187,  539]. 

571.  Se  due  triangoli  hanno  gli  angoli  rispettivamente  ngoali, 
e  sono  a,  b  due lati  del  primo  triangolo^ed  a'  e  6'  i  corri- 
spondenti  (opposti  ciod  ad  angoli  rispettivamente  ngpiali) 
nell'altro  triangolo,  il  rettangolo  dei  segmenti  a  eb'  ^ 
eqnivalente  al  rettangolo  dei  segmenti  a',  &.  (Si  dispon- 
g^noi  triangoli  in  modo  che  gli  angoli  compresi  dai  lati 
considerati  siano  opposti  al  vertice,  e  i  lati  a  e  &'  siano 
per  diritto.  Gli  altri  qnattro  vertici  sono  [901]  sopra  uno 
stesso  cerchio.  [570]  ). 

572.  Se  da  nn  panto  estemo  ad  nn  cerchio  si  condacono  a  qne- 
sto  dae  secanti,  il  rettangolo  di  ana  secante  e  della  sna 
parte  esterna  6  eqnivalente  al  rettangolo  delPaltra  se- 
cante e  della  saa  parte  esterna.  (Si  tireranno  dae  cor- 
de... 295,571] ). 

573.  Se  da  on  panto  estemo  ad  un  cerchio  si  tira  a  questo  ana 
tangente  e  ana  secante,  il  qaadrato  della  t-angente  e  eqni- 
valente al  rettangolo  dell'intera  secante  e  della  saa  parte 
esterna.  (  Si  anisca  il  panto  di  contatto  coi  panti  dove  la 
secante  incontra  il  cerchio.  [295,  571] ). 

574.  Se  I'angolo  al  vertice  di  nn  triangolo  isoscele  ^an  qninto 
di  dae  retti,  la  base  del  triangolo  ^  agaale  al  segmento 

'    aoreo  del  lato.  ( Si  dimezzi  nno  degli  angoli  alia  base.  [571]). 

575.  La  parte  minore  di  an  segmento  diviso  in  sezione  aarea  h 
agaale  alia  parte  aarea  del  segmento  maggiore.  [574]. 

576.  Gostraire  an  segmento,  data  la  saa  parte  aarea  [574, 
575],  oppare  data  la  parte  minore. 

577.  Se  pid  triangoli  eqnivalenti  hanno  an  angolo  egaale,  il 
rettangolo  dei  lati,  che  contengono  V  angolo  egaale,  ^  oo- 
stante.  (Si  dispongano  dae  triangoli,  in  modo  che  gli  an- 
goli egaali  siano  opposti  al  vertice.  Se  AB  e  CD  sono  i 
lati  opposti,  ACeBD  sono  [817]  parallele.  [571]). 

578.  Sal  lato  il  J?  di  an  qaadrato  ABCD,  preso  come  diame- 
J^ro,  e  faori  del  qaadrato,  si  descriva  mezzo  cerchio.  Si  ani- 
sca an  panto  E  qnalanqne  del  mezzo  cerchio  con  C  e  con 
D.  I  segmenti  EC,  ED  tagliano  A  Bin  dae  panti  F^H  in 
modo  che  il  qaadrato  di  FH^  eqnivalente  al  rettangolo 
di  iljP  ed  HB.  (Teorema  di  Fermat).  (Per  F  e  per 
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H  si  tirino  due  perpendicolari  s^di  AB  fino  ad  incon- 
trare  in  if  ed  in  ^  i  segmenti  EA^  EB,  Oonsiderando 
prima  i  triangoli  EAD,  EMF,  poi  i  due  EDC,  EFH, 
si  prova  [571]  essere  MF=FH,  Similmente  si  prova 
essere  N H^  F H.  Infine  bisogna  considerare  [571]  i 
triangoli  AFM,  NHB). 

579.  Bicavare  dal  precedente  esercizio  un  altro  modo  per  divi- 
dere  un  segmento  in  sezione  aurea.  (Sia  ABil  doppio  del 
segmento  dato,  e  si  tiri  D  E  cosi  cbe  passi  per  il  centro 
del  cerchio  ). 

580.  Iscriyere  un  quadrate  in  un  triangolo  dato.  (Sopra  un 
lato  ed  estemamente  si  costruisca  un  quadrate,  ecc.  La 
dimostrazione  h  analoga  a  quella  dell' esercizio  578). 

581.  In  un  triangolo  qualunque  ogni  corda  parallela  ad  un  lato 
k  dimezzata  dalla  mediana  corrispondente  al  lato  stes- 
so.  [571]. 

582.  Dividere  un  segmento  dato  in  due  parti,  in  modo  che  la 
somma  dei  lore  quadrati  sia  la  piu  piccola  possibile.  ( Ap- 
plicazione  dell' esercizio  540). 

583.  In  un  triangolo  qualunque  la  somma  dei  quadrati  di  due 
lati  h  doppia  della  somma  del  quadrate  della  met&  del 
terzo  lato  e  del  quadrate  della  mediana  tirata  a  questo 
lato.  ( La  mediana  fa  con  la  base  un  angolo  acuto  ed  uno 
ottuso.  Si  appUchino  i  due  teoremi  838, 886,  e  poi  si  som- 
mi.  Per  il  case  in  cui  1'  altezza  cade  fra  i  termini  del  lato, 
^  piti  spedito  ricorrere  all' esercizio  540,  ed  aggiungere  il 
doppio  del  quadrate  dell' altezza). 

584.  La  somma  dei  quadrati  dei  lati  di  un  rombo  6  equivalente 
alia  somma  dei  quadrati  delle  diagonali.  [583]. 

585.  Se  sopra  un  diametro  di  un  cerchio  si  prendone  due  punti 
egualmente  distanti  dal  centro,  la  somma  dei  quadrati 
delle  loro  distanze  da  un  punto  qualunque  del  cerchio  h 
costante.  [583]. 

586.  Trovare  il  luogo  dei  punti  per  i  quali  la  somma  dei  qua- 
drati dei  seg^enti,  tirati  da  essi  a  due  punti  dati,  h  equi- 
valente ad  un  quadrate  dato.  [584, 585]. 

587.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  1' altezza  corrispon- 
dente e  la  somma  dei  quadrati  degli  altri  lati.  [586]. 

588.  La  somma  dei  quadrati  dei  segmenti,  che  uniscono  un 
punto,  preso  nell' interne  di  un  quadrate,  coi  vertici  del 
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quadrato  stesso,  ^  doppia  della  somma  del  qnadrati  delle 
distanze  del  medesimo  panto  dai  lati  del  quadrato.  (Si 
anir&  il  pnnto  coi  punti  medi  di  due  lati  opposti.  [583, 540]). 

589.  Senn  panto,  preso  comunqae  nelPinterno  diun  rettan- 
golo,  si  nnisce  co'  vertici,  la  somma  dei  quadrati  dei  seg- 
menti,  tirati  a  due  vertici  opposti,  ^  equivalente  alia  som- 
ma dei  quadrati  degli  altri  due.  (Si  unir4  il  punto  con 
quello  d'incontro  delle  diagonali.  [583]). 

590.  La  somma  dei  quadrati  dei  lati  di  un  triangolo  ^  tripla 
della  somma  del  quadrati  dei  segmenti,  che  uniscono  i 
vertici  col  punto  di  concorso  delle  mediane.  [583]. 

591.  La  somma  dei  quadrati  delle  diagonali  di  un  quadrangolo 
^  doppia  della  somma  dei  quadrati  dei  due  segmenti,  che 
uniscono  i  punti  di  mezzo  di  due  lati  opposti.  (Questi  due 
segmenti  sono  le  diagonali  di  un  rombo,  ecc.  [584] ). 

592.  Se  i  termini  di  una  corda  di  un  cerchio  si  uniscono  con  un 
punto  qualunque  del  diametro  parallelo  alia  corda,  la 
somma  dei  quadrati  delle  due  congiungenti  h  equivalente 
alia  ^omma  dei  quadrati  dei  segmenti  del  diametro.  ( Si 
unisca  il  punto  del  diametro  col  punto  di  mezzo  della 
corda.  [583, 540] ). 

593.  La  somma  dei  quadrati  dei  lati  di  un  quadrangolo  6  equi- 
valente alia  somma  dei  quadrati  delle  diagonali,  aumen- 
tata  di  quattro  volte  il  quadrato  del  segmento  cHe  unisce 
i  punti  di  mezzo  delle  diagonali.  (Si  uniscano  due  vertici 
opposti  col  punto  di  mezzo  della  diagonale  degli  altri 
due.  [584] ). 

594.  La  somma  delle  distanze  dai  lati  di  un  poligono  equilatero 
di  un  puuto,  preso  nell'  interno  del  poligono,  6  costante. 
( Unito  il  punto  coi  vertici,  si  sommino  i  triangoli.  Poichd 
essi  hanno  egual  base,  la  somma  h  equivalente  ad  un 
triangolo,  ecc. ). 

595.  Se  0  6  un  punto  qualunque  della  diagonale  BD  di  nn 
rombo  ABCD,  o  del prolungamento  di  essa,  la  differenza 
o  la  somma  dei  triangoli  ABOj  ADO  k  equivalente  al 
triangolo  AGO. 

596.  Se  si  uniscono  i  vertici  dei  quadrati  costruiti  sui  lati  di 
un  triangolo  rettangolo,  si  ottiene  un  esagono  tale  che 
la  somma  dei  quadrati  del  lati  h  equivalente  ad  otto  volte 
il  quadrato  dell'ipotenasa.  [888]. 
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597.  Qnalsiyoglia  rettangolo  ^  eqnivalente  alia  metk  del  ret- 
tangolo  delle  diagonal!  del  qnadrati  de*  snoi  lati. 

598.  Dimostrare,  per  il  caso  cbe  uno  degli  angoli  acuti  di  on 
triangolo  rettangolo  sia  un  terzo  di  retto,  cbe,  se  soi  lati 
del  triangolo  si  costroiscono  tre  triangoli  eqoilateri,  il 
triangolo  dell^potennsa  h  eqnivalente  alia  somma  dei 
triangoli  dei  cateti. 

599.  Lnogo  dei  vertici  dei  triangoli  costmiti  sopra  la  stessa 
base  e  nei  qnali  ladifierenza  tra  i  qnadrati  degli  altri  dne 
h  eqnivalente  a  nn  rettangolo  dato.  Si  faccia  un'  applica- 
zione  risolvendo  il  problema  di  costmire  nn  triangolo, 
dato  un  angolo,  il  lato  opposto,  e  la  differenza  dei  qna- 
drati degli  altri  due  lati. 

600.  Nell'intemo  di  un  triangolo  h  segnato  un  altro  triangolo. 
DimezzarOi  mediante  due  segmenti,  la  superficie  com- 
presa  tra  i  contomi  dei  due  triangoli,  essendo  gik  tirato 
uno  dei  due  segmenti  cbe  risolvono  il  problema. 


CAPITOLO  IX 

POLIGONI  REGOLARI 


8ft9«  Nel  presente  capitolo  si  tratta  principal- 
mente  della  costnizione  di  quel  poligoni  regolari, 
ne'  quali  il  numero  del  lati  &  uno  dei  seguenti :  3,  4, 
5,  15,  oppure  un  numero  che  da  uno  di  qaesti  si 
possa  dedurre  moltiplicando  replicatamente  per  2. 

Vedremo  che  il  problema  di  costruire  unpoligono 
regolare  si  riduce  a  quello  di  dividere  an  cerchio  qua- 
lanque  in  tante  parti  eguali,  qnanti  devono  essere  i 
lati  del  poligono. 

S59.  Def.  Una  spezzata  si  dice  iscritta  in  un 
arco,  se  ha  i  suoi  vertici  sull'arco  e  le  estremita  nelle 
estremiti  dell'arco.  E  Tarco  si  dice  circoscritto  alia 
spezzata. 

Una  spezzata  si  dice  circoscritta  a  un  arco,  se  ha 
i  lati  tangenti  all'arco  e  le  estremiti  sui  prolunga- 
menti  dei  raggi  che  vanno  alle  estremita  dell'arco. 
E  Tarco  si  dice  iscritto  nella  spezzata, 

Le  due  definizioni  precedenti  comprendono  come 
caso  particolare  quello  in  cui  le  estremitd*  della  spez- 
zata coincidono ;  nel  qual  caso  la  spezzata  &  un  poli- 
gono 6  Tarco  6  il  cerchio  intero. 

Per  analogia  comprenderemo  la  corda  di  un  arco 
tra  le  spezzate  iscritte,  e  tra  le  spezzate  circoscritte 
comprenderemo  quel  segmento  di  una  tangente  al- 
I'arco  che  ha  le  estremita  sui  prolungamenti  dei  raggi 
tirati  alle  estremita  dell'arco. 

SftO.  Teor.  Se  piU  archi  consecutivi  di  uno  stesso 


-  225  — 

cerchio  sono  eguali,  la  spezzaia  iscritta,  che  ha  per 
lati  le  corde  di  questi  archi,  d  regolare;  ed  i  regolare 
anche  laspezzata  circoscritta^  che  ha  per  vertici  ipunti 
d'incontro  delle  tangenti  nelle  estremith  degli  archi. 

Hint*  In  an  cerchio  qualunque  siano  piu  archi 
consecntivi  eguali  AB,  BC,  CD .... 

Dico  che  la  spezzata  iscritta  A  BCD...  &  rego- 
lare ;  e  che  le  tangenti  condotte  per  A,  B,C,  D...j  in- 

contrandosi  (*)  nei  punti  Hy  iT, 
Mj  N...,  formano  la  spezzata 
circoscritta  HEMN...,  che 
6  anch'  essa  regolare. 

Intanto,  poiche  archi  eguali 
sottendono  corde  uguali  [220], 
i  lati  AB,  BC,  CD...  della 
spezzata  iscritta  sono  eguali. 

Sono  poi  eguali  gli  angoli 
CBA,  D  CB,  jEDC'...,  perchfe, 
come  doppi  di  archi  eguali,  sono  eguali  gli  archi 
ABC,  BCD,  CDE,...,  in  cui  gli  angoli  sono  iscritti 
[299].  Cos!  &  provato  che  la  spezzata  iscritta  e  regolare. 
Ed  ora,  se  consideriamo  i  triangoli  ABH,B  CK, 
CDM...,  troviamo  che  hanno  eguali  i  lati  AB^  BC, 
CD...,  ed  eguali  tutti  gli  angoli  adiacenti,  come  angoli 
iscritti  [293]  negli  archi  eguali  AB,BC,CD...  Per- 
ci6  [154]  anche  gli  angoli  in  H,  K,  M...  sono  eguali; 
e  sono  tutti  eguali  tra  loro  i  lati  AH,  HB,  BK, 
KC...,  [141].  Quindi  infine  possiamo  conchiudere  che 
i  lati  HK,  KM,  MN...  della  spezzata  circoscritta 
sono  eguali ;  e  coei  anche  questa  spezzata  6  regolare. 

(*)  Poichfe  ciascun  arco  h  minore  di  mezzo  cerchio,  i  raggi 
tirati  alle  estremitii  dell'arco  non  sono  per  diritto,  epper6  le 
tangenti  all'arco  nelle  estremit&  si  incontrano.  [266]. 

15 
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•  Tear.  Ad  una  spezzata  (o  poligono)  rego^ 
lare  si  pub  circoscrivere  ed  iscrivere  un  cerchio. 

Ulai.  Sia  nna  spezzata  regolare  ABODE... 
Dico  che  si  pu6  descrivere  on  cerchio  che  pctssi  per 
tutti  i  vertici  e  per  le  estremit^  della  spezzata ;  ed 
un  cerchio  che  tocchi  tutti  i  lati. 

Presi  tre  vertici  consecutivi  qualunque,  ad  es. 
i  tre  J3,  C,  i),  si  determini  [289 J  il  centre  del 
cerchio  che  passa  per  essi;  sia  O  questo  centre, 
dimodochd  i  segmenti  OBj  0(7,  OD  sono  eguali. 
Si  tiri  OE. 

Anzitutto,  essendo  B{C)  D  ^  C(D)  Ey  per  dato, 
ed  0(C)D  =  C{DyO,  perchA  nel  triangolo  OCDe 
OD  =  OC  [137], egliA anche B{C)0  =  0 (D) E.  Ed 
ora,  se  confrontiamo  i  triangoli  0  CBy  ODE^  troviamo 
che  hanno  OC^OD^BC ^DE^ed eguali gli angoli 
com  presi.  Per  conseguenza  [  149] 
e  OB^  OE]  epper6  il  cerchio, 
che  passa  per  By  C  e  Dj  passa 
anche  per  E. 

Cosi,  avendo  provato  che 
il  cerchio,  che  passa  per  tre  ver- 
tici successivi  qualunque,  passa 
anche  per  il  prossimo  susseguen- 
te,  si  e  provato  che  uno  stesso 
cerchio  passa  per  tutti  i  vertici  e  per  le  estremit4 
della  spezzata. 

E  perchA,  in  un  cerchio,  corde  uguali  sono  equi- 
distanti  dal  centre,  le  perpendicolari  calate  dal  pun- 
to  0  sui  lati  della  spezzata  sono  tutte  uguali,  ed  il 
cerchio  di  centre  0,  e  raggio  eguale  ad  una  delle  per- 
pendicolari, tocca  [207]  tutti  i  lati  della  spezzata,  ossia 
e  iscritto  in  essa. 
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••i*  Def.  Se  una  spezzata  (o  poligono)  &  iscritta 
in  un  cerchio,  il  raggio  di  questo  si  dice  raggio  delta 
spezzata  (o  del  poligono). 

Ogni  spezzata  (o  poligono)  regolare  ha  tin  rag* 
gio  e  nn  apotema.  [360,  190]. 

••••  Pr»M.  Dividere  un  cerchio  dato  in  quattro 
parti  eguali. 

Rl«#l.  Si  tirino  due  diametri  perpendicolari  tra 
loro,  e  il  cerchio  restera  diviso  in  quattro  parti  eguali, 
Dim.  Infatti  i  due  diametri  formano  nel  centro 
quattro  angoli  eguali,  e  si  sa  [196]  che  angoli  al  cen- 
tro eguali  comprendono  archi  eguali. 

sas.  Pr^blft  Dividere  un  cerchio  dato  in  sei  parti 
eguali. 

Rl«a].  ( Analisi).  Si  supponga  risoluto  il  proble- 
ma,  e  che  A^  BjC^  Dj  E^  ^siano  i  punti  di  divisione* 
Si  uniscano  questi  punti  col  centro,  e  poi  ciascuno  col 
susseguente. 

Intanto,  perchS  i  sei  angoli  al  centro  sono  egua- 
li [200],  ciascuno  di  essi  e  un  sesto  di  quattro 
retti,  eppero  anche  un  terzo  di  due  retti.  Se  ora 
consideriamo  uno  qualunque   dei  triangoli,   ad  es. 

il  triangolo  OAB^  troviamo 
che,  poichS  I'angolo  in  0  ^  un 

^ ^^  terzo  di  due  retti,  e  gli  altri 

// \     /  \\  d^®  angoli  sono  eguali  [108], 

yi/ jiy, Nl        anche  ciascuno  di  questi  e  un 

^    /\     Tj  terzo  di  due  retti  [208].  Es- 

^\^       ^^  sendo  eguali  i  tre   angoli,  il 

triangolo  e  [141]  equilatero,  e 

quindi  e  -4jB  =  OA.  In  que- 

sta  maniera  si  h  scoperto  che  la  corda,  che  e  sottesa 

da  una  sesta  parte  So,  un  cerchio  qualunque,  e  uguale 
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aJ  raggio  del  cerchio  stesso;  e  cosi  [219]  si  ha  un 
modo  facile  per  dividere  un  cerchio  in  sei  parti  eguali* 

S«4«  Car.  II  lata  di  un  esagono  regolare  iscritto 
in  un  cerchio  i  uguale  al  raggio  del  cerchio. 

8e&.  0«s.  Dovendo  ^videre  nn  cerchio  in  tre 
parti  eguali,  si  divide  il  cerchio  in  sei  parti,  per  la  fa- 
cilita  con  cni  si  pu6  fare  questa  divisione.  Presoin- 
dendo  poi  da  tre  dei  punti  di  divisione,  si  ha  il  cer- 
chio diviso  in  tre  parti  egnali. 

8tttt«  Prabl.  Dividere  un  cerchio  data  in  died 
parti  eguali. 

Rlsal.  (Analisi).  Sia  da  dividere  in  dieci  parti 
egnali  un  cerchio  qualnnqne  di  centre  0.  Snpponia- 
mo  che  I'arco  AB  sia  una  decima  parte  del  cerchio. 
AUora  I'angolo  AOB  h  un  decimo  di  quattro  retti 
[200],  epper6  anche  un  quinto 
di  due  retti.  Conseguente- 
znente  la  somma  dei  due  an- 
goli  BAO,  OB  A  h  ugnale 
[258]  a  quattro  quinti  di  due 
retti ;  epper6  ciascuno  di  essi, 
perchi  sono  eguali  [108],  equi- 
vale  a  due  quinti  di  due  retti. 
Quindi,  se  dimezziamo  con  A  C 
I'angolo  BAO,  egli  6: 

C{A)0  =  A{0)C, 
e  per  conseguenza  [141]  &  OC^  CA.  E  perche  Pan- 
golo  ACB  e  uguale  [257]  alia  somma  degli  angoli 
AOC,  CA 0,  esso  equivale  a  due  quinti  di  due  retti; 
esso  h  quindi  eguale  a  C{B)Aj  e  per  conseguenza  & 
[141]  AB  =  AC,  epper6  anche  AB  =  OC. 

Caliamo  da  ^  la  AD  perpendicolare  a  C^jB.  II 
piede  D  dimezza  CB. 
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Dal  triangolo  OCA^  ottusangolo  [138]  in  C,  ab- 
biamo  [333]  (•) : 

{OA)^  =  {OCy  +  {CAy  4-  2  0C  •  CD,  ossia: 
(05)«  =  (0(7)«  +  {OCy  +  OC  •  CB. 

Se  costmiamo  sn  OB  il  quadrato  OE,  e  fatto 
Ofl^  =  OCy  tiriamo  JSTZ  parallela  ad  OB,  e  CJlf 
parallela  ad  0  J^,  in  base  all'nltima  relazione  possiamo 
sorivere:  OE  =  OM  +  OM  -{-  CK,  donde  risulta 
[350]  che  il  quadrato  OM ^  eqnivalente  al rettangolo 
HE,  cio&  al  rettangolo  dei  segmenti  0B,BC.I1  rag- 
gio  OC  e  dnnque  diviso,  in  C,  in  sezione  aurea  [342], 
e  cosi  possiamo  concbindere  che  la  corda  della  deci- 
ma  parte  di  nn  cerchio  i  nguale  alia  parte  anrea  del 
ra^o. 

(Sintesi).  Infatti,  se  0(7  i  la  parte  anrea  del  rag- 
giOy  e  sn  CB  si  costmisoe  nn  triangolo  isosoele,  i  cni 
lati  egnali  siano  eguali  ad  0  C,  il  segmento  0  A  riesce 
nguale  [343]  ad  OjB,  dimodoch^  il  vertice  A  cade  snl 
cerchio ;  e  Tangolo  AOB  i  una  quinta  parte  di  due 
retti,  donde  segue  essere  I'arco  A  B  appunto  una  de- 
cima  parte  del  cerchio.  [196]. 

8S9«  Cor«  R  lata  del  decagono  regolare  iseriUo 
in  un  cerchio  &  uguale  alia  parte  aurea  del  raggio. 

S«9«  Omm.  Yolendo  dividere  un  cerchio  in  cinque 
parti  eguali,  si  trova  [367]  la  decima  parte  del  cer- 
chio, se  ne  fa  poi  il  doppio  [219],  e  cosi  si  ottiene 
una  quinta  parte  del  cerchio. 

se9.Pr#M«  Dividere  un  cerchio  daio  in  quindici 
parti  eguali. 

(*)  Con  la  notazione  {AB)^  rappreBenteremo  il  quadrato 
del  segmento  AB]  e  rappresenteremo  il  rettangolo  dei  seg- 
menti ^B,  CD  con  la  notazione  AB  •  CD. 
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RIsol.  Si  tin  nel  cerchio  dato  una  corda  A  B^  che 
sia  egnale  al  raggio  del  cerchio,  e  poi  un'altra  corda 
A  C^  che  sia  egnale  alia  parte  anrea  del  raggio.  L'arco 
CB  &  nna  qnindicesima  parte 
del  cerchio. 

nim.  Infatti,  poichd  l'arco 
AB  ^  [364]  nna  sesta  parte  del 
cerchio,  cio6  cinqne  trentesime 
parti,  e  l'arco  AC  h  xxa  decimo 
[367],  cio6  tre  trentesime  parti 
del  cerchio,  l'arco  CB  vale  due 
trentesime  parti,  cioS  nn  qnindicesimo  del  cerchio, 
c.  d.  d. 

S90.  Poich^  si  sa  dimezzare  nn  arco  [198],  se  nn 
cerchio  e  diviso  in  n  parti  egnali,  si  pn6  dividerlo  fa- 
cilmente  in  2  n  parti,  e  qnindi,  in  generale,  in  qua- 
Innqne  nnmero  che  si  possa  mettere  sotto  la  forma 
n  *  2'^j  dove  m  rappresenta  nn  nnmero  intero  qna- 
Innque. 


CAPITOLO  X 

TEOHIA  DELLE  PROPORZIONI 


Preliminari. 


891.  II  presente  capitolo  &  composto  dl  proposi- 
zioni,  ogBuna  delle  quali  ha  luogo  per  ciascuna  delle 
specie  di  grandezze  geometriche,  che  abbiamo  consi- 
derate finora ;  si  tratti  di  segmenti,  o  di  angoli,  o  di  ar- 
chi  d'ono  stesso  cerchio,  oppnre  di  poligoni.  Perci6  ne- 
gli  ennnciati  e  nelle  dimostrazioni  dei  teoremi,  invece 
di  considerare  grandezze  di  una  determinata  specie, 
parleremo  semplicemente  di  grandezze,  senz'altro. 

Awertiamo  che  la  parola  eguale,  qnando  si  in- 
ienda  parlare  di  poligoni,  yiene  osata  in  laogo  della 
parola  equivalente  {*). 

Tutte  le  proposizioni  di  qaesto  capitolo  si  de^ono 
considerare  quali  lemmi,  premessi  airintento  di  non 
esser  costretti  nel  seguito  a  frequenti  digressioni  e 
ripetizioni  (**). 

Grandezze  multiple  e  summultiple. 

89*«  Se  di  due  grandezze  omogenee  AeB  Tuna 
si  pu6  considerare  come  somma  di  m  grandezze  uguali 

(*)  Le  propriety  delle  grandezze,  cbe  si  considerano  nel 
presente  capitolo,  rigaardano  I'estensione  delle  grandezze 
geometriche,  non  la  loro  forma. 

(**)  Le  proposizioni  del  presente  capitolo  non  sembrereb- 
bero,  a  prime  aspetto,  far  corpo  con  le  rimanenti  del  libro ; 
perci6  abbiamo  crednta  opportuna  ana  ginstificazione. 
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all'altra;  si  dir&  che  essa  e  multipla  di  questa  secondo 
il  nnmero  m,  e  che  questa  6  summultipla  o  parte  aliquo^ 
ta  od  anche  misura  della  prima  secondo  quel  numero. 

Tra  i  xnultipli  di  ana  grandezza  ed  anche  tra  i 
summultipli  si  considera  la  grandezza  stessa. 

S9S.  Per  rappresentare  il  mnltiplo  della  gran- 
dezza C  secondo  il  numero  m,  useremo  la  scrittura 
m  Cj  che  leggeremo:  m  volte  C. 

Per  rappresentare  il  snmmnltiplo  di  C  secondo  il 

C 
numero  m,  useremo  la  notazione  — ,  che  leggeremo: 

un  emmesimo  di  C. 

C 
Cosi  il  simbolo  m  — ,  che  leggeremo :  m  volte  un 

fi 

ennesimo  di  C,  significheri  la  somma  di  m  grandezza 

uguali  ad  un  n.esifno  di  C. 

BKA.  Le  grandezze  mAjfnBsi  dicono  equimultiple 

delle  grandezze  A  e  B  secondo  il  numero  m. 

A      B 
Le  grandezze  — ,  —  si  dicono  equisummuUiple 

di  il  e  J?  secondo  il  numero  m  • 

Le  grandezze  m  — ,  m  —  sono  equimultiple^  se- 
condo il  numero  m,  di  equisummultiple,  secondo  il 
numero  n,  delle  grandezze  A  e  B. 

89ft«  Se  A  e  B  sono  due  grandezze  omogenee,  se- 
condo che  h: 

A  >,  =y   oppure    <  JB; 

i  anche : 

mA   >,   =,   oppure    K,  mB^ 

ed  -—>,=,   oppure    <  — -, 


—  233  — 

qaalanqtte  sia  11  numero  intero  m ;  e  reoiprocamen- 
teC). 

SVS.  Teor.  Se  alquanie  grandezze  amogenee  sono 
equimultiple  di  altrettante  grandezze,  la  somma  delle 
prime  i  multipla  della  somma  delle  seconde,  come  una 
delle  prime  i  mfilHpla  della  corrispondente  tra  le 
eeconde. 

Htm*  Siano  le  grandezze  omogenee  mA,  mB^ 
mC...  equimultiple  delle  grandezze  AjBjC...  Se  da 
ciascnna  delle  prime  prendiamo  una  delle  m  parti 
di  cui  h  composta,  e  sommiamo  queste  parti,  otte- 
niamo  una  somma  eguale  alia  somma  delle  seconde. 
E  poiche  con  le  prime  grandezze  possiamo  comporre 

(*)  Sulla  ammissibilit^  della  presente  proposiEioney  qnan- 
do  essa  si  rifeiisoa  a  segmenti,  ad  angoli,  oppore  ad  archi  di 
cerchi  egoali,  non  f acciamo  qaestione.  Per  il  caso  che  si  tratU  di 
poUgoni,  oansa  la  definizione  di  equiyalenza  che  abbiamo  adot- 
tata  [810],  la  proposizione  non  si  pad  dire  manifesta  di  per  se 
stessa;  epper6,  per  questo  caso,  ne  abbiamo  data  la  dimostra- 
ziene.  [862, . . . ,  855]. 

Belatiyamente  ai  snmmnltipli  di  grandezze,  de*  quali  si 
parla  continuamente  nel  presente  capitolo,  dobbiamo  notare 
che,  mentre  abbiamo  imparato  a  troyare  nn  snmmnltiplo  se- 
condo  qnalsiyoglia  nnmero  di  on  segmento  [288],  ed  anche  di 
nn  poligono  [856],  nel  caso  che  la  grandezza  data  sia  nn  an- 
golo,  oyyero  an  srco,  AUora  sappiamo  troyare  soltanto  qaei 
sanmialtipli  che  si  ottengono  dimezzando  replicatamente.  Ma 
non  per  qaesto  pa6  sorgere  il  dabbio  che  non  esista  anche  in 
questo  caso  on  summoltiplo  secondo  qnalsiyoglia  namero;  ep- 
per6  possiamo  parlare  ancora  di  summnltipli  qnalisiyogliano, 
ed  anche  di  operazioni  da  fare  con  essi,  fintantochd  quests  ope- 
razioni  si  debbano  fare  solo  idealmente,  affine  di  dimostrare 
propriety  delle  figure.  (Ad  ogni  modo,  basterebbe  sopprimere 
tre  o  quattro  proposizioni  fra  tutte  quelle  del  libro,  perch^  qui 
si  potesse  dire  che  i  summnltipli,  di  cui  si  parla,  sono  sempre  di 
segment!,  o  di  poligoni,  o  di  poliedri). 
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m  di  codeste  somme,  senza  che  poi  di  esse  nulla  ri- 
manga,  la  loro  somma  i  appunto  mnltipla  secondo  il 
namero  m  della  somma  delle  seconde. 

Bn.  Teor.  Date  due  grandezze  distiguali  ed  una 
ierza  grandezza  omogenea  con  esse,  si  possono  trovare 
due  equimultipli  delle  prime  grandezze  e  un  multiplo 
della  ierza,  tali^  che  questo  sia  maggiore  delVuno  e 
minore  dell'  altro  dei  due  primu 

DlniA  Siano  A^  B,  C  tre  grandezze  omogenee 
date,  e  sia  -4.  >  J?,  per  cni  si  pu6 porre  A  =  B  -{-D. 
Si  prendano  delle  B  e  D  eqnimnltipli  tali,  che  stipe- 
rino  ambidne  la  grandezza  C  (*);  supponiamo  che  ab- 
biano  questa  propriety  i  mnltipli  mB^mD, 

(*)  Noi  ammettiamo,  senz* altro,  che,  date  due  grandezze 
omogenee  finite,  si  possa  trovare  nn  pioltiplo  della  minore  che 
superi  I'altra  grandezza.  Ad  ogni  modo  basta  ammettere  qaesta 
proposizione  per  i  segmenti,  perch^  si  pa6  poi  dimostrarla  per 
le  altre  specie  di  grandezze  geometriche.  Proviamo  intanto  che 
ha  laogo  per  gli  angoli. 

Siano  dati  doe  angoli  disugnali  ABCy  ABD^  ambidue 
acnti.  Da nn  pnnto  E qualnnque  del lato  EC ^  si  cali  la perpen- 
dicolare  E  F  sul  lato  ^  J.,  e  sia  ^ffil  panto  in  cui  essa  incontra 
BD,Si  costmiscano  i  segmenti 
consecutivi  HK,  KL^*,^  tntti 
egnali  ad  F  H^  fino  ad  ottenere 
nn  mnltiplo  dl  FHy  che  snperi 
FE.  Unendo  il  pnnto  B  con  i 
punti  K,L...,  si  ottengono  gli 
SLngoM  FBH,  HBE,  KB L.... 
ciascnno  dei  qnali  ^  minore  del 
precedents.  Ad  es.,  per  provare 
che  6  K{B)L  <  H(B)K,  si 

prolonghi  BK,e fatto EP  ^BE.BiiinFL.  Confrontando 
i  triangoli  BEHj  PELj  si  conchinde  essere: 

H{B)E^L(P)E,       ed       HB-=PL; 
epper6,  essendo  [160]  BL>BH^  egli  h  BL  >  PL]  e  per 


—  235  — 

Si  facciano  poi  di  C  i  mnltipli  snccessivi,  e  sia 
nCa.  primo  che  super  a  mB^  dimodoch^  8i  ha: 

(n  — 1)  C  ^   mB        e        C   <   mD. 

Sommando,  membro  a  membro,  le  due  disuguaglian- 
ze,  otteniamo  »C<»»J5r|-w2).E  percbi  quest' ul- 
tima somma  6  uguale  ad  m  i4,  conchindiamo  [376]  in- 
fine  essere: 

mB  <  nC  <.  mAj  c.  d.   d. 

898.  Teor«  L^n.esima  parte  del  multiplo  aecondo 
il  numero  m  di  una  grandezza  data  i  uguale  al  multi- 
plo secondo  il  numero  m  della parte  n.esima  dellagran- 
dezza  stessa. 

Dlai.  Sia  A  una  grandezza  data;  si  vuol  provare 
clie  6 : 

mA  A 

m 


n  n 

consegaenza  [140 J  ^  K(B)L  <  L{P)Kf  e  qaindi  anche 
K{B)L<,H{B)K.  Ed  ora,  poich^  PaDgolo  FBH,  preso 
inaieme  con  altri  minori  di  esso  forma  un  angolo  FBN,  che  6 
maggiore  di  J.  B  (7,  a  maggior  ragione  esso  darebbe  an  angolo 
maggiore  di  ABC,  quando  fosse  preso  insieme  con  altrettanti 
angoli  eguali  a  se  stesso. 

Se  ono  od  ambidne  gli  angoli  dati  fossero  ottasi,  si  po- 
trebbe  dividere  il  maggiore  in  angoli  acati  e  prendere  on  an- 
golo acnto  qnalonqne  in  Inogo  dell'altro  angolo  dato;  e  cosl 
ci  si  ricondurrebbe  al  case  precedente. 

Bimostrato  il  teorema  per  gli  angoli,  si  concbiude  che 
esso  sQssiste  anche  per  arohi  d'ano  stesso  cerddo,  e  oi6  in  base 
ai  teoremi  196  e  199. 

Infine,  se  le  grandezze  date  sono  due  poligoni,  basta  tras- 
formarli  in  due  triangoli  d'uguale  altezza;  ch^  poi,  prendendo 
on  multiple  della  base  minbre,  tale  cbe  superi  la  base  dell'altro 
triangolo,  si  trova  corrispondere  ad  esso  an  triangolo  multiplo 
del  minore  dei  due  dati  e  maggiore  delPaltro. 
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Infatti,  poich^y  per  oitenere  nna  n,esima  parte 
della  somma  di  m  grandezze,  basta  dividere  cia- 
scnna  di  qneste  grandezze  in  m  parti  eguali  e  poi 
prendere  una  parte  da  ciascana,  essendo  m  le  gran- 
dezze, e  le  loro  n.esime  parti  essendo  tutte  ugaali,  il 

A 
risoltato  d  appunto  m  —  ,  come  d.  d. 

899«  Te#r.  Date  due  grandezze  disuguali  ed  una 
terza  grandezza  omogenea  con  esse,  si  pud  trovare  un 
multiplo  X  una  parte  aliquota  della  terza  grandezza, 
il  quale  sia  compreso  ira  le  due  prime. 

Him.  Siano  A,  B,  C  tre  grandezze  omogenee, 
e  sia  ^  >  B.  Dico  che  si  pu6  trovare  nn'mnltiplo 
d'ona  parte  aliquota  della  (7,  il  quale  sia  minore  di  A 
e  maggiore  di  B. 

'Sappiamo  [377]  che  si  possono  trovare  due  equi- 
multipli  di  il  e  J5,  che  comprendano  un  multiplo  della 
C.  Siano  mA^mB  ed  nC  i  multipli  che  sodisfanno 
codesta  condizione.  Allora,  essendo : 

mA  >  nC  >  mBy 

egli  i  [376]: 

A>^>    B, 
m 

e  per  conseguenza  [378]  anche: 

A    y>    n >    J5,  c.  d.  d. 

m 

S90«  Te#r«  Date  due  grandezze  omogenee,  si  pud 
trovare  una  parte  aliquota  di  una  di  esse,  che  sia  mi- 
nore delV  altra  grandezza. 

niai.  Siano  A,  B  due  grandezze  omogenee.  Se  la 
A  h  uguale  o  minore  della  iJ,  qualunque  parte  aliquota 
della  A  (esclusa  nel  prime  caso  la  ^)  d  minore  della  B. 
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Ma  sia  ii  >*  jB.  Si  formi  della  B  an  mnltiplo  che 
sia  maggiore  della  A]  tale  sia  m  J3.  Allora,  essendo: 

A  <  mBy 

egU  S  [375] :  —  <  B,  o.  d.  d. 

Defmizione  di  proporzione. 

S81*  Diremo  misurare  una  grandezza  A  con  un'al- 
tra  omogenea  B^  o  divider e  la  grandezza  A  per  la 
grandezza  B,  I'operazione  mediante  la  quale  si  deter- 
mina  quante  grandezze  ugaali  alia  B  si  possono  rica- 
vare  dalla  grandezza  A, 

La  grandezza  A  si  dice  dividendo^  la  B  divisore ; 
e  il  numero,  che  indica  quante  grandezze  uguali  alia 
B  si  possono  ricavare  dalla  A ,  si  chiama  quoziente 
della  divisione  di  A  per  B . 

La  differenza  tra  la  grandezza  A  e  il  maggior 
multiple  della  B,  che  non  supera  la  ^,  si  dice  il  resto 
(della  divisione)  (*). 

Spesso  si  accenna  un  quoziente  dicendo  che  &  il 
numero  il  quale  esprime  quante  volte  il  dividendo 
eonUene  il  divisore. 

BH9.  Se,  misurando  una  grandezza  A  con  un 
n.esimo  di  una  grandezza  B,  si  sia  trovato  per  quo- 
ziente il  numero  m,  si  pu6  scrivere : 

jB     .         ,        .     ^ .     B 

m :^  il  <  (m  +  1) 


n      ^  '        '      '     n    ^ 


(*)  Quest o  noma  di  rtsto  della  divisione,  che  ei  dji  a  co- 
desta  differenza,  h  dovuto  a  ci6  obe  il  modo  diretto  per  deter- 
miaare  an  quoziente  6  quelle  di  sottrarre  successivamente  il 
divisore,  la  prima  volta  dal  dividendo,  fino  ad  ottenere  un  resto 
minore  del  divisore.  Quest'ultimo  resto  k  appunto  il  resto  deUa 
divisione. 
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dove  il  segno  d'  eguaglianza  si  riferisce  al  caso  che 
non  ci  sia  stato  resto  finale. 

898.  Beciprocamente  dall'  ultima  limitazione  si 
conchiude  che  m  &  il  quoziente  che  si  trova  misurando 
A  con  nn  n.esimo  della  B, 

884.  Tear.  Se  due  rombi  Jianno  eguali  altezze^ 
misurando  rispettwamente  uno  dei  rombi  e  la  sua 
hose  con  equisummultipU  qualisivogliano  delV  altro 
rombo  e  della  base  di  questo,  si  ottengono  quozienti 
eguali,  Altrettanto pub  dirsiper  due  triangolid'eguale 
altezza  (*). 

Dlai.  Siano  ABCD,  EFHK  due  rombi,  nei 
quali,  ove  si  prendano  per  basi  i  lati  AB,  EF^  siano 
eguali  le  altezze.  Dico  che,  misurando  rispettivamente 
il  rombo  FK  e  la  sua  ba- 
se ^jP  con  equisummul-       h K 

tipli  qualisivogliano  del 

rombo  AC  e^  della  base 

-4J5,  si  trovano  neces- 

sariamente  quozienti  e-         f'   '   '   *  b 

guali. 

Si  divida  ^  ^  in  un  numero  n  arbitrario  di  parti 
eguali  [288],  e  con  una  di  queste  parti  si  misuri  EF. 
Supponiamo  che  sia  m  il  quoziente,  e  che  ci  sia  resto. 
Per  ciascuno  dei  punti  di  divisione  della  base  AB  si 
conduca  una  retta  parallela  ad  ^D;  e  per  i  punti  di 
divisione  di  -EjP  si  tirino  delle  parallele  ad  EK.  Cosi 
il  rombo  A  C  resta  diviso  in  n  parti  eguali  [269] ;  e  ii 
rombo  FK  vien  diviso  in  (m  +  1 )  parti ;  m  di  queste 

(*)  Si  dimostra  qui  codesto  teorema,  il  cni  posto  sarebbe 
altrove,  perchd  si  sappia,  qnando  si  dar&  prossimamente  nna 
certa  definizione,  che  esistono  grandezze  a  cni  qnella  definizio- 
ne  conviene. 


—  239  — 

8ono  eguali  [269]  tra  loro  ed  equivalent!  [319]  alle 
parti  di  AC?,  ed  una  (quel  rombo,  cioS,  che  ha  per 
base  il  resto)  minore  delle  altre  parti.  In  tal  modo  & 
reso  manifesto  che,  misurando  il  rombo  FK  con  Vn.e" 
sima  parte  del  rombo  A  C,  si  trova  m  per  quoziente, 
per  I'appunto  come  si  &  trovato  il  quoziente  m,  misu- 
rando EF  con  Vn.esima  parte  diAB. 

il  chiaro  che  si  perviene  alia  stessa  conchiusione 
anche  nel  caso  che  una  e  quindi  ambedue  le  divisioni 
si  compiano  senza  resto  finale. 

Analoga  i  la  dimostrasdone  per  due  triangoli 
d'  eguale  altezza.  [322]. 

S8ft*  Teor.  Se  quattro  grandezze  sano  tali  che, 
misurando  la  prima  e  la  terza  rispettivamente  con 
equisummultipli  qtialisivogliano  della  seconda  e  della 
quaria,  si  irovano  sempre  quozienti  eguali,  due  quc^ 
lunque  di  cosifatte  divisioni  lasciano  resto  tutte  e  due, 
0  nessuna. 

Dim*  Le  quattro  grandezze  A^  B,  (7,  D  siano  tali 
che,  misurando  A  eC rispettivamente  con  equisum* 
multipli  qualisivogliano  di  j5  e  2),  si  trovino  necessa- 
riamente  quozienti  eguali.  Supponiamo  che,  misu- 
rando A  e  C  rispettivamente  con  n.esime  parti  di  B 
e  2),  si  trovi  il  quoziente  m,  e  che,  se  puo  essere,  la 
prima  divisione  dia  un  resto  JS,  e  che  V  altra  non  dia 
nessun  resto.  In  questa  supposizione  possiamo  scri- 
vere: 

A   =  m [-  B,         C  =  m  — 

n  n 

Dividiamo  ora  la  grandezza  —  inunnumerojpdi 

parti  eguali,  talmente  che  una  di  queste  sia  minore 
del  resto  R.  [380].  ^  chiaro  che  una  di  queste  parti 
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e  nnsummultiplo  di  B  secondo  il  numero  np,  e  che, 

znisurando  con  essa  la  grandezza  A^  si  trova  per  quo- 

ziente  almeno  {mp  -\-l\  appunto  perch^,  essendo 

minore  di  £,  in  codesta  parte  di  A  essa  k  contennta 

almeno  una  volta.  ^ 

Invece,  se  si  misura  C  con ,  si  trova  per  quo- 

.     ^  np  r      ^ 

ziente  mp.  '^ 

Essendo  cosl  pervenati  ad  nn  risultato  contra- 
rio  all'ipotesif  concladiamo  che  non  pn6  darsi  che 
nna  delle  divisioni  dia  resto  e  1' altra  no;  e  per  conse- 
gaenza  si  k  anche  provato  che  le  divisioni  danno  re- 
sto tntte  e  due,  o  nessuna. 

S8«.  Bef.  Affine  di  espritnere  che  quattro  gran- 
dezze,  prese  in  un  certo  ordine^  sono  talij  che,  miMU- 
rando  la  prima  e  la  terza  rispeUivamente  conequisum' 
multipli  qualisivogliano  delta  seconda  e  della  quarta, 
si  ottengono  quozienti  uguali,  si  dice  che  « le  quattro 
grandezze  formano  una  proporzione  »  ovvero  che  «  la 
prima  sta  alia  seconda  come  la  terza  sta  alia  quarta  » 
od  anche  che  «  il  rapporto  della  prima  alia  seconda  i 
uguale  al  rapporto  della  terza  alia  quarta  (*)  »  oppure 
che  « la  prima  e  la  seconda  sono  proporzionali  alia 
terza  e  alia  quarta »  e  talvolta  che  « la  prima  e  la 
quarta  sono  inversamente  proporzionali  alia  seconda 
e  alia  terza  ». 

889.  Omm.  La  prima  e  la  seconda  di  qnattro  gran- 
dezze in  proporzione  sono  necessariamente  omogenee 
tra  loro;  cosi  dicasi  deUe  altre  due.  In  casi  particolari 
possono  essere  omogenee  tutte  e  quattro. 

(*)  Alia  parola  rapporto  non  dobbiamo  qui  attribuire  nes- 
sun  significato  (nomerico).  Dobbiamo  rignardarla  come  adot- 
tata  all'unico  scopo  di  formare  una  locuzione  che  si  presti  me- 
glio  delle  altre  quattro  ad  esprimere  talune  proposizioni. 
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9SH.  Per  significare  che  quattro  grandezze  Aj  Bj 
(7,  D  (prese  nell'ordine  in  cni  sono  nominate,  o  scritte) 
formano  nna  proporzione,  scriveremo : 

A  :  B  z=z  C  :  Dj 

A  C 

oppure:  _  =   _. 

Le  quattro  grandezze  si  dicono  i  termini  della 
proporzione. 

^  e  C7  si  dicono  gli  antecedenti]  B  e  D  i  conse* 
guenii. 

Ae  D  si  dicono  gli  estretni]  Bed  tnedt. 

Le  due  prime  formano  tin  rapporto  e  le  altre  due 
r  altro  rapporto. 

La  grandezza  D  si  dice  talvolta  quarta  propor- 
zionale  dopo  le  (rispetto  alle)  grandezze  A^B^C. 

Se  in  nna  proporzione  ana  stessa  grandezza  fa 
da  seconda  e  da  terza,  essa  si  dice  media  proporzionale 
tra  le  altre  due,  e  Tultima  si  dice  terza  proporzionale 
dopo  le  altre  due.  E  la  proporzione  si  dice  continua. 

Proprietii  delle  proporzioni. 

S80.  Sono  immediate  conseguenze  della  defini- 
zione  le  seguenti  proposizioni : 

1^.  In  una  proporzione  si  possono  ecambiare  le 
due  prime  grandezze  rispettivamente  con  le  altre  due. 

Cosi,  se  A  :  B  =  C  \  D, 

anche  C  :  D  z=z  A  :  B. 

2*.  Quattro  grandezze,  di  cui  la  prima  sia  eguale 
alia  terza  e  la  seconda  alia  quarta,  formano  una  pro- 
porzione. 

16 
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Cosi,  se&   A  =  C    e     £  =  D, 
egU  6 :  A  I  B  =  C  .  D. 

3®.  8e  una  grandezza  i  uguale  ad  una  dei  termini 
di  una  proporzione,  essa  pud  surrogare  codesto  ter^ 
mine  nella  proporzione. 

4®.  Se  un  antecedente  i  m  volte  un  ennesinxo  del 
8U0  conseguente,  anche  Valtro  antecedente  e  m  volte 
on  ennesimo  del  suo  conseguente.  [385]. 

SO#.  Teer.  Due  rapporti  eguali  ad  un  terzo  sono 
eguali  tra  loro.  {*)f 

Blm.  Siano  le  proporzioni : 

A:B  =  H:K, 

C:D  =  HiK. 

Si vuol pro vare che  A:  B  :=  C  :  D. 

A  tal  fine,  preso  un  n.esimo  della  jB,  con  esso  si 
misnri  la  grandezza  A,  Sia  m  il  qnoziente. 
Allora,  poichS : 

A:B  =  H:K, 

se  si  misura  la  grandezza  H  con  un  n.esimo  della  Kj 
si  trova  di  nuovo  il  quoziente  m. 
Conseguentemente,  perche : 

C:D  =  H:Kj 

misurando  la  grandezza  C  con  un  n.esimo  della  Z>,  si 
trova  anche  una  volta  il  quoziente  m.  Cosl  resta  pro* 
vato  che    A:B=zC:D,    e  in  generale  che  ecc. 

SOi.  Tear*  Se  pitt  rapporti  tra  grandezze  omo- 
genee  sono  eguali  tra  loro,  la  somma  degli  antecedenti 

{*)  S'intende  dire:  Se  una  prima  grandezza  eta  ad  una 
seconda  come  una  terza  ad  una  quarta,  t  una  quinta  gran» 
dezza  sta  ad  una  sesta  come  la  terza  alia  quarta,  anche  la 
prima  sta  alia  seconda  come  la  quinta  sta  alia  sesta. 
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sta  alia  somma  dei  conseguenti,  come  uno  degli  ante- 
eedenti  sta  al  sua  conseguente. 

Dim.  Siano  i  rapporti  eguali  [390]  : 

■^1    -^t   ^s    -^p 

-Bj  B^  B^  Bp 

Si  tratta  di  provare  che : 

^1  +  ^2  +  -^3  +    •    •    •    +  -^P  ^1 

A  qnesto  intento,  diviso  ciascuno  dei  conseguenti 
in  nn  namero  n  arbitrario  di  parti  eguali^  si  xuisuri 
ciascun  antecedente  con  Vn^esima  parte  del  suo  con- 
segnente.  Poiche  i  rapporti  dati  sono  egaali,  i  quo- 
zienti  delle  singole  divisioni  sono  tntti  egnali  tra  loro. 

Posto  che  sia  m  il  quoziente  di  ciascuna  divisione, 
ciascxm  antecedente  si  pu6  rignardare  come  composto 
di  m  parti,  egnali  tutte  ad  nn  n.esimo  del  relativo 
consegnente ;  piii  il  resto,  qnando  nn  resto  ci  sia. 

Imaginiamo  ora  di  prendere  da  ciascnn  conse- 
gnente  nna  delle  parti  di  cni  e  formato,  e  di  comporre 
con  queste  parti  nna  nuova  grandezza,  che  chiamere- 
mo  H.  E  chiaro  che  di  grandezze  cosi  fatte  con  la 
somma  dei  conseguenti  se  ne  possono  comporre  n,  e 
che  nulla  rimane ;  dimodochd  H  h  Vn.€sima  parte  della 
somma  dei  conseguenti.  Grandezze  uguali  ad  H  con 
la  somma  degli  antecedenti  se  ne  possono  poi  com- 
porre m ,  rimanendo  tuttavia  i  resti,  quando  resti  ci 
siano.  Ma  la  somma  dei  resti  e  in  ogni  caso  minore 
di  Hj  perch^  i  resti  sono  rispettivamente  minori  di 
quelle  grandezze  che  compongono  H.  Cosi  possiamo 
conchiudere  che,  misurando  la  somma  degli  antece- 
denti con  Vn.e8ifna  parte  della  somma  dei  conseguenti, 
si  ottiene  m  per  quoziente,  appunto  come  misurando 
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nn  antecedente  qnalanque  con  Yn.esima  parte  del  suo 
consegnente.  In  tal  modo  e  dimostrato  che,  se  pi&  ecc, 

SO**  €or«  t^.  Due  grandezze  stanno  tra  loro, 
come  due  loro  equimultipli  o  come  due  loro  equisum* 
multipli  qualisivogliano. 

Dim*  Siano  A  e  B  due  grandezze  omogenee,  ed 
m  nn  nuniero  intero  qualnnqne.  Dico  che : 

A  :  B  =  mA  :  mBj 
6  che: 

A  :  B  =  —  : 

m       m 

V.  Intanto,  dagli  m  rapporti  eguali  [389, 2**] : 

A-^A  — A—  —A 

B~B~B~''*'~B' 

per  la  proposizione  precedente,  si  ha : 

A  :  B  =  mA  :  mB, 

2^  Per  cento  della  seconda  parte  del  teorema,  ba- 
sta  osservare  che  le  grandezze  A  e  B  sono  equimulti- 
pli di  -^  e  -^j  e  percio  (caso  I®): 

—  :  —  1=  A  :  Bj  c.  d.  d. 

m       m 

S9B.  €ep.  9^«  Due  grandezze  stanno  tra  loro, 
come  equimultipli  qualisivogliano  di  loro  equisum' 
multipli. 

pi  UK.  Infatti,  qualunqne  siano  due  grandezze 
omogenee  A  e  B,  e  i  numeri  interi  m  ed  n,  essendo 
[392,  caso  2^] : 


A  :  B   = 


A       B 
»        n 


ed  [392,  caso  V] : 

A       B  A  B 

—  :  —  =    m  —  :  m  — 

n        n  n  n 
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anche  [390] : 

A  :  B  =   m  —  :  m  — ,  c.  d.  d. 

n  n 

S94«  Cer«  M\  In  una  proporzione  i  due  primi 
termini,  oppure  i  due  ultimi,  si  possono  surrogare  con 
equimtdtipli  qualisivogliano  di  loro  equisummuliipli. 

mm^»  Sia  la  proporzione : 

A  :  B   =   C  :  Dj 
ed  m  ed  n  due  numeri  interi  qualunque.  Essendo  [393] : 


AH  A  B 

A  :  B  =   m  —  :  m  — , 

n  n 


anche  [390] : 


m  —  :  m  —  =  (7  :  D,  c.  d.  d. 

n  n 


S9A«  Teop.  In  una  proporzione  agli  antecedenti, 
od  at  conseguenti,  si  possono  sosiituire  due  loro  equi^ 
multiplij  0  due  loro  equisummultipli. 

Dim,  Sia  la  proporzione : 

A  :  B  =  C  :  D. 

1\  Dico  che;  qnalunqne  sia  I'intero  m,  le  quat- 
tro  grandezze :  -4,  ^,  C,  -^  sono  in  proporzione. 

Infatti  equisummultipli  della  seconda  e  della  quar« 
ta,  perche  sono  anche  equisummultipli  di  J3  e  i>,  sono 
contenuti  per  ipotesi  rispettivamente  uno  stesso  nu« 
mero  di  volte  nelle  grandezze  A  e  C.  Adunque  [386] : 

A  :  —   =z  C  :  — ,  c.  d.  d. 

tn  m 

2^  Dico  che  anche  le  quattro  grandezze : 
mA,      Bj      mCj      D 
sono  in  proporzione. 
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Infatti  dalla  proporzione  data  si  deduce  la  se- 
gnente  [394]: 

mA  :  mB  =  mC  :  mD^ 

e  da  questa,  per  il  caso  considerato,  si  conohiade  che : 

mA  :  B  =2  mC  :  Dj  o.  d.  d. 

3^.  Consideriamo  in  terzo  laogo  le  grandezze : 

A,      mBj      C,      mD, 

e  due  equisummultipli  qualunque  ^,  -^  della  se- 
conda  e  della  quarta.  Sappiamo  [378J  ohe  quesfci  sono 
rispettivamente  uguali  alle  grandezze  fn-^^  ^  ^'^ 
epper6  possiamo  dire  che  ora  si  tratta  di  provare  che 
queste  due  grandezze  sono  contenute  rispettivamente 
uno  stesso  numero  di  volte  in  il  e  C  Questa  propriety 
la  hanno  per  ipotesi  le  grandezze  -^  ©  -^  •  Per  con- 
seguenza,  se  m  -£•  non  &  contenuto  in  A  (il  che  e 
quanto .  dire :  se  -^  non  6  contenuto  m  volte  in  A)j 
neanche  m  ---  non  6  contenuto  in  C.  Se  m  -•  i  conte- 
nuto  una  volta  in  -4  (il  che  equivale  a  dire:  se  -^  6 
contenuto  m  volte  in  A,  e  non  2m  volte),  anche 
m  ~-  i  contenuto  una  volta  in  (7.  Se  m  ~  i  conte- 
nuto  2  volte  in  A,  anche  m  -^  ^  contenuto  2  volte  in 
Cy  e  reciprocamente.  E  cosi  via.  Adunque  equisum- 
multipli qualisivogliano  della  seconda  e  quarta  del- 
le  grandezze  A^  mB^  (7,  mD  sono  contenuti  rispet- 
tivamente uno  stesso  numero  di  volte  in  il  e  C,  e  cio 
e  quanto  dire  [386]  che : 

A  :  mB  =  C  :  mZ),  c.  d.  d. 

4^.  Consideriamo  da  ultimo  le  grandezze : 

— ,      B,     -^,     D. 
m  '      m  ' 

Dico  che  esse  sono  in  proporzione. 
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Intanto  dalla  proporzione  data  si  deduce  [394] 

mm  mm 

Da  qnesta  proporzione,  per  il  caso  precedente,  si  con- 

ohinde  che : 

A  C 

—  :  B  =   —  :  Z),  c.  d.  d. 

m  m 

S9i».  Cor«  In  una  proporzione  gli  antecedenti, 
ovcero  %  conseguenti,  H  possono  surrogare  con  equi- 
multipli  di  loro  equisummultipli  qualisivogliano. 

Dim*  Infatti,  se : 

A  :  B  =  C  :  Dj 
abbiamo  [395,  4*^],  qualunque  siano  i  due  numeri  in* 
teri  m  ed  n,  che: 

n  n 

E  da  qnesta  proporzione  si  ha  [395, 2^]  che : 

m  —  :  B  =  m  —  :  D. 
n  n 

Nello  stesso  mode  [395, 3^  e  V]  dalla  proporzione 

data  si  dednce  che : 

A  ^  n  ^ 

A  :  m  —  =  C  :  m  —  • 

n  n 

Cosi  si  i  provato  che  ecc. 

S99»  Teer.  In  una  proporzione,  secondo  che  un 
antecedente  i  maggiore,  uguale  o  minore  del  suo  conse* 
guenie,  anche  Valtro  antecedente  i  maggiore,  uguale  o 
minore  del  suo  conseguente. 

Blai*  Sia  la  proporzione : 

A  :  B  =  C  :  D. 

V.  Sia  A>  B.  In  qnesto  caso  la  grandezza  A 
contiene  un  n.eaimo  di  B  almeno  n  volte;  e,  se  lo 
oontiene  n  volte  soltanto,  c'&  un  resto.  Ma  allora. 
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poichi  le  quattro  grandezze  A^  B^C^  D  sono  in  pro- 
porzione  [386],  anche  C  contiene  nn  n,esimo  di  D 
almeno  it  volte;  e,  se  lo  contiene  n  volte  soltan- 
to,  c'  i  [385]  an  resto.  Da  cio  si  conchinde  che 
A  (7  >  2). 

2^  Sia  A  -=1  B.  Jn  questo  caso  A  contiene  un 
n.esimo  di  B  appnnto  n  volte,  senza  resto.  Conseguen- 
temente  [386]  C  contiene  nn  n.esimo  di  D  appnnto  n 
volte,  senza  [385]  resto.  Epper6  e  C  =z  D. 

3^.  Sia  infine  A<B.  Qaesta  volta  la  grandezza  A 
non  contiene  n  volte  on  n.esimo  di  B.  Ma  allora  nean- 
che  C  non  contiene  n  volte  nn  n,esimo  di  D,  e  per 
consegnenza  k  C  <  D, 

Nello  stesso  modo  si  dimostrerebbe  che,  secondo 
che  C  e  maggiore,  ngnale  o  minore  di  i>,  anche  A 
e  rispettivamente  maggiore,  ngnale  o  minore  di  B. 

Conchindiamo  che  in  fatto  ecc. 

808*  Teor«  Se  quattro  grandezze  sono  inpropor- 
zione,  anche  la  seconda  sta  alia  prima  come  la  quarta 
8ta  alia  terza. 

Dim*  Sia  la  proporzione : 

A  :  B  =   C  :  D. 
Dico  che  B  :  A  =  D  :  (7. 

Presa  di  A  nna  parte  aliqnota  qnalunqne,  ad  es. 
una  n.esima  parte,  misnro  con  essa  la  grandezza  j5; 
posto  che  sia  m  il  qnoziente,  egli  e : 

m  —    ^    B     <    (m  +  I)  —. 

Ora  dalla  proporzione  data  si  ricavano  le  dne  [396] : 

A  C 

m  —  :  B  =1  m  —  :  D, 
n  n  ' 

(n,  +  1)A  :  B    =    (m+  1)-^  :  D; 

w  11 
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e  da  qneste,  avendo  rignardo  alia  precedente  relazio- 
ne,  fii  oonchiude  [397]  che : 

m—    ^     i)     <     (m  +  1)— . 

Codesta  relazione  fa  conoscere  che,  misurando  D 
con  -^  ,  si  trova  per  qnoziente  m ;  epper6  resta  pro- 
vato  che :  B  :  A    =    D  :  C. 

••••  L'tdtima  proporzione  si  dice  ricavata  dalla 
A  :  B  =  C  :  D  invertendo. 

••••  Te«r«  Se  qtuxttro  grandezze  sono  in  pro* 
porzione,  anche  la  somma  delle  due  prime  eta  alia  ee-^ 
conda,  come  la  eomma  delle  altre  due  eta  alia  quarta. 

Him.  Sia  la  proporzione : 

A  :  B    =    C  :  D. 
Dico  che  anche : 

(A  +  B)  :  B    —    {C  +  D)  :  D. 

Prese  delle  B  e  D  equisummnltipli  ad  arbitrio, 
ad  es.  le  n^eeime  parti,  si  misurino  con  esse  rispetti- 
vamente  le  grandezze  A  e  C.  Poich6  le  qnattro  gran- 
dezze Aj  B,  Cy  D  formano  proporzione,  le  due  divisioni 
daranno  qnozienti  egnali  (siano  egnali  ad  m).  Ora  & 
chiaro  che,  anche  misurando  le  somme  {A  '\'  B)  ^ 
{C  '\-  D)  rispettivamente  con  -f-  ©  -^  j  si  trovano 
quozienti  eguali  (appunto  eguali  ad  m  -^  ^)\  epper6 
le  quattro  grandezze  {A  -|-  -B),  jB,  (C  +  D)  e  D  sono 
in  proporzione,  c.  d.  d. 

Os0«  La  proporzione  {A'\-  B)\  B=  {C  '\-D):D 
si  dice  dedotta  daUa    A:  B  =  C :  D    componendo. 

4#0.  Teor.  8e  quattro  grandezze  sono  in  propor^ 
zione,  e_  le  antecedenti  euperano  [397]  le  conseguenti,  la 
differenza  ira  la  prima  e  la  eeconda  sfa  alia  seconda, 
come  la  differenza  tra  la  terzaela  quarta  eta  alia  quarta. 
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Bim.  Sia  la  proporzione  A  :  B  =  C  :  D^  e  siek 
A  >  B,  per  cui  [397]  h  anche  C  >  D.  Dico  che : 
(A  —  B)  :  B    =    (C  —  D)  :  D. 

Presi  di  J?  e  Z)  equisummultipli  ad  arbitriO;  ad 
es.  le  n.esime  parti,  si  misorino  con  esse  rispettiva- 
xnente  leAeC.  Poichi  le  quattro  grandessze  Ay  Bj  (7,  D 
sono  in  proporzione,  si  troveranno  quozienti  egaali 
(siano  eguali  ad  m).  Ora  S  chiaro  che,  anche  misurando 
rispettivamente  con  -^e  —  le  grandezze  {A  —  B)  e 
(C  —  D),  si  ottengono  quozienti  egaali  (egaali  ad 
m  —  w),  epperi  la  quattro  grandezze  (A  —  J5),  J8, 
(C  —  D)  e  D  sono  in  proporzione,  o,  d.  d. 

Omm.  La  proporzione  {A  —  B):B  =  {C  —  D)\D 
si  dice  dedotta  dalla    A  :  B  =  C:  D    dividendo. 

40i.  Teor.  In  una  proporzione  tra  grandezze 
omogenee,  secondo  che  la  prima  i  maggiore,  uguale  o 
minor e  dellaterza,  anche  la  seconda  i  maggiore,  uguale 
o  minore  della  quarta. 

Dim.  Sia  la  proporzione  tra  grandezze  omogenee : 

A  :  B    ==    C  :  D, 
e  sia  dapprima  A  >  C.  Dico  che  k  B  >  D. 

Sappiamo  [377]  che,  se  -4,  B,  C  sono  tre  gran- 
dezze omogenee,  ed  &  il  >•  (7,  si  possono  trovare  due 
equimultipU  delle  grandezze  il  e  (7,  e  un  multiple 
della  B,  tali  che  questo  sia  compreso  tra  quel  due.  Sia: 

mi!l>  wJB>  mC. 

Dalla  proporzione  data  abbiamo  [395]  che : 

mA  ".  nB  =  mC  :  nD, 

e  da  questa,  appanto  perchi  i  m  ^  >  n  J3,  si  conohiu- 
de  [397] essere  mC>  nD,  Cosi,  essendo  nB>  mC^ 
egli  iy  a  piii  forte  ragione,  nB  '>  nDy  e  per  oonse- 
guenza  anche  B  >  D,  come  d.  d. 
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Per  il  caso  ohe  sia  A  <,  Cy  basta  scrivere  la  pro 
porzione  nel  segaente  modo  C  :  D  =i  A  :  B^  per 
vedersi  ricondotti  al  primo  caso.  Si  pa6  qnindi  con- 
chiudere  (essendo  C  >  A)  che  6  Z)  >  J?,  ossia 
B  <  D. 

BaUa  proporzione  data,  invertendo,  si  ha : 

B  :  A  =  D  :  C, 

e  da  qnesta,  applicando  i  due  casi  considerati,  si  con- 
chiude  che,  se  6  jB  >  />,  6  anche  -4  >  C;  e  se 
i  B<,  2),  6  anche  A<C. 

Sapponiamo  infine  che  sia  A  =z  C.  In  qnesto 
caso  non  puo  essere  £  >*  Z),  n&  £  <1  2>,  perchS  ne 
seguirebbe  rispettivamente  essere  -4  >  C,  od  il  <  (7, 
e  ci6  contro  all'ipotesi.  E  quindi  necessariamente 
B  =  D. 

Cosi  infine  abbiamo  dimostrato  che  ecc, 

4#9.  Teor.  Se  due  proporzioni  hanno  tre  termini 
ordinatamenie  uguali  anche  i  rimanenti  sono  eguali 
tra  loro. 

Bliii.  Siano  le  proporzioni: 

A  \  B  z=z  C  I  D, 
A'  \  B'  =  C'\  D\ 

e  in  esse  i  tre  primi  termini  siano  rispettivamente 
ngnali.  Dico  che  6  anche  D  =z  D\ 

Intanto  dalle  due  proporzioni  date,  poich^  in  esse 
i  due  primi  rapporti  sono  eguali  tra  loro  [389, 3**],  ab- 
biamo [390] : 

C  :  D  =   C  I  D\ 

E  da  questa,  perch^  in  essa  gli  antecedenti  sono 
eguali,  si  conchiude  [401]  che  h  D  =z  D\  come  d.  d. 

40S.  Cor.  Non  pub  esistere  piil  di  una  grandezza, 
che  sia  quarta  proporzionale  dopo  tre  grandezze  date. 
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404«  Teer.  Se  due  proporztoni  hanno  gli  stessi 
eonseguentiy  gli  antecedenti  sano  proporzionali. 
Dim.  Siano  le  proporzioni: 

A:H=zC:Kj  (1) 

B  :  H  =  D  :  Ky  (2) 

nelle  quali  i  consegaenti  sono  ordinatamente  nguali. 
Dico  che    ^  :  J5  =  C  :  2>. 

Presa  di  B  una  parte  aliqnota  ad  arbitrio,  ad  es. 
una  n.esitna  parte,  misuro  oon  essa  la  grandezza  A  • 
Posto  che  sia  m  il  quoziente,  egli  d : 

m-f-   ^A  <{m+  1)-|.-  (3) 

Qui  si  tratta  di  provare  [386]  che  6 : 

m—  ^  C  <  (m  +  1)— .  (4) 

Supposto  dapprima  che  sia: 

B  . 

m  —  =  A. 
n  ' 

si  confrontino  le  due  proporzioni : 

A  :  H  =  C  :  K, 

m  —  \  H  z=z  m  —  :  a, 
n  n 

1' ultima  delle  quali  h  ricavata  dalla  seconda  delle 
date,  surrogando  in  essa  [396]  gli  antecedenti  con 
equimultipli  di  loro  equisummultipli.  Poichd  tre  ter- 
mini sono  ordinatamente  uguali,  e  anche  [402] : 

n 
Sia  ora: 

m <  A, 

n 
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Consideriamo  le  grandezze  disugaali  A,fn  —  e 

la  grandezza  ad  esse  omogenea  H.  Sappiamo  [379] 

che  si  pn6  trovare  nn  multiplo  d'nna  parte  aliquota 

della  terza  grandezza,  il  quale  sia  compreso  tra  le 

IT 
due  prime.  Tale  sia  la  grandezza  p  — ;  sia  adunqae : 

.  H  B 

A  >  p  —-  >   m  —' 

Dalle  proporzioni  date  deduciamo  [396]  le  due  se- 
guenti : 

.  H  ^         £ 

A  :  p  —   =   C  :  p  — , 

9  i 

B  H  D  K 

m  —  :  p  —  =  m  —  :  p  — • 
n        '^    q  n      -^   q 

Dalla  prima,  poichA  ^A>p  — ,  risulta  [397]  essere: 

C>  p^-  (5) 

B  H 

E  dalla  seconda,  perche  6  tn  —  <  |)  — ,  risulta  [397] : 

m <  p (6) 

n  q  ^ 

Confrontando  le  due  disuguaglianze  (5)  e  (6),  si  con- 
chiude  che  k : 

m  —  <  C. 
n 

Nel  modo  stesso  si  pu6  provare  che  h : 

D 


(m  +  1) 
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eppero  resta  dimostrato  che : 

A  :  B  =   C  :  D, 

ed  in  generale  che,  se  ecc. 

406*  Teor.  Se  alquante  grandezze  stanno  a  una 
stes$a  grandezza  M,  come  altrettante  grandezze  stanno 
rispeUivamente  a  una  stessa  grandezza  N,  anche  la 
somma  deUe  prime  sta  alia  M;  come  la  somma  delle 
seconde  sta  alia  N. 

Dim*  Siano  le  proporzioni: 

A^:  U  =z  B^i  N 
A^.M=zB^'.  N 
A^  :  M  z=  B^  :  N 


Ap  :  M  =  Bp  :  N. 


Dico  che  anche : 

(A,  +  A^+A^+...+Aj,):M=(B^  +  B^+B^  +  ...Bp):N. 

Intanto  dalle  due  prime  proporzioni,  poiche  i 
conseguenti  sono  ordinatamente  uguali,  si  dedu- 
ce [404]  che : 

Da  questa  proporzione,  componendo  [399],  si  ha: 

(A,  +A^)  :  A^  =  {B,  +  B^)  :  B^. 

Dalla  seconda  delle  date,  invertendo  [398],  si  ottiene: 

M  :  A^  =  N  :  B^. 

Questa  proporzione  e  la  precedente  danno  [404]: 

{A,+A^):  M  =  {B,  +  B^):  N. 

Cosi  il  teorema  si  puo  dire  dimostrato  per  il  caso  che 
due  sole  siano  le  proporzioni  date.  Ma  applicando  il 
teorema,  cosi  ristretto,  aU'ultima  proporzione  ed  alia 
terza  delle  proposte,  risulta: 
{A,  +  A^  +  A^):  M  =  {B,  +  B^i-S^):N. 
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Ed  e  ormai  palese  che,  segnitando  qnanto  basti,  si 
perviene  alia  proporzione  che  si  deve  dimostrare. 

4#C.  Iieiiiiitft.  Se  due  proporzioni  hanno  i  medi 
rispettivamente  uguali^  secondo  che  il  primo  termine 
delta  prima  proporzione  i  maggiore  o  minor e  del  pri- 
mo termine  della  seconda,  il  quarto  termine  delta  se^ 
conda  i  maggiore  o  minore  del  quarto  termine  delta 
prima. 

Dim.  Siano  le  proporzioni : 

A  :  H  =  K  :  D,  (1) 

B  :  H  =z   K  :  C,  (2) 

in  cui  i  medi  sono  ordinatamente  ugnali.  Dico  che, 
secondo  che  e : 

A  >  oppnre  <  By 
e  rispettivamente: 

C  >  oppnre  <  D. 

Sia  dapprima  A>  B.  Considerando  le  tre  gran- 
dezze  omogenee  Aj  B,  Hj  sappiamo  [379]  che  si  pno 
trovare  nn  mnltiplo  d'nna  parte  aliquota  della  if, 
che  sia  compreso  tra  A  e  B.  TaJe  sia  la  grandezza 

i,A;8iaadunque: 

A  >  p  —  >  B. 

Dalle  proporzioni  date  si  possono  ricavare  [396]  le 
dae  eegaenti: 

A:  p  —  =  K  :  p  — ,  (3) 

B:p^==E:p^.  (4> 

Dalla  (3),  poichi  h  A>  p  —, 
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si  conchiude  [397]  che  6    JST  >  j> (5) 

H 

E  dalla  (4),  perch^  e    B  <  p  —  , 

Q 

si  conchiude  [397]  che  h     K  <  p (6) 

Confrontando  le  disuguaglianze  (5)  e  (6),  si  con- 
chinde  che  6      p  —  >  p  —  , 

epper6  anche  C  >  D. 

Per  il  caso  che  sia  ^  <B^  basta  supporre  scam- 
biate  di  posto  le  due  proporzioni,  per  trovarsi  ricon- 
dotti  al  primo  caso,  e  poter  quindi  asserire  che 
6      2)  >  C,    ossia    C<D. 

Cos!  si  6  dimostrato  che,  ecc. 

409.  Teor.  JSe  due  proporzioni  hanno  i  medt  ri- 
spettivamente  uguali,  i  loro  estremi  aono  inversamente 
proporzionali. 

Dim*  Siano  le  proporzioni : 

A  :  H  =   K  :  D,  (1) 

B  :  H  z=   K  :  Cj  (2) 

i  cui  medi  sono  ordinatamente  uguali.  Dico  che  gli 
estremi  sono  inversamente  proporzionali,  che  cioe : 

A  :  B   =   C  :  D. 

Presa  di  B  una  parte  aliquota  ad  arbitrio,  ad  es. 
Vn.esima  parte,  si  misuri  con  essa  la  grandezza  A. 
Posto  che  sia  m  il  quoziente,  abbiamo : 

m  —   ^   A   <   (m  +  1)  —.  (3) 

Ora  bisogna  provare  [386]  che  6 : 

D  D 

m  —   5   C   <    (tn  +  I)  — .  (4) 
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Intanto  con  le  propor2doni  date  coesistono  le  se- 
guenti  [396, 394] : 

IT  r\ 

(5) 


A                  ^ 

A  :  m  — 
n 

n  ' 

B 
m  —  :  m 
n 

n 

(6) 

Ora,  se  i  A  =  fn  — ,  dalle  proporzioni  (5)  e  (6), 

che  hanno  in  qnesta  ipotesi  tre  termini  rispettiva- 
mente  uguali,  si  conchinde  [402]  che  h  anche : 

n 

Laddove,  qaando  sia: 

B 

dalla  stessa  coppia  di  proporzioni  (5)  e  (6),  in  base 
al  lemma  precedente,  si  conchiude  che  & : 

D 
m  —  <C. 
n 

Similmente  si  proverebbe  che,  essendo: 

^  <(«  +  !)  4"' 

k anche : 

D 


C   <   (m  +  1) 


n 


Epper6  resta  dimostrato  che : 

A  :  B   =   C  :  D, 

ed  in  generale  che,  se  due  ecc. 

4*s«  Teor«  8e  quattro  grandezze  omogenee  sono 

in  proporziane,  anche  la  prima  eta  alia  terza  come  la 

seconda  sta  alia  quarta. 

11 
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Dim.  Sia: 

A:  B  —  C  :  D 

una  proporzione  tra  grandezze  omogenee.  Dico  che : 

A  '.  C  —  B  :  D. 

Perci6,  presa  di  C  nna  parte  aliquota  secondo  nn 
nnniero  arbitrario  n,  misuro  con  essala  grandezza  ^. 
Snpposto  che  sia  m  il  quoziente,  egli  h : 

m—    ^   ^    <   (m  +  1)  -~.  (1) 

Ora  bisogna  provare  [386]  che  6 : 

TO  —  ^   J5    <   (m  +  1)  — •  (2) 

Intanto  dalla  proporzione  data  si  deducono  le  se- 
gnenti  due  [394] : 

A:  B  =z  m—  :  m  —,  (3) 




:   m 

« 

n 

n  ' 

c 

D 

n 

:  (m 

+ 

1) 

n 

A  :  B  =  (m  +  I)  -^   :  (m  +  1)  ^^^     (4) 

^    n  _  '      ^    n         ^    ' 

Mediante  qneste  proporzioni  tra  grandezze  omogenee, 

dalla  limitazione  (1)  si  ricava  [401]  appnnto  la  limi* 

tazione  (2).  Eppercio  resta  dimostrato,  in  generale, 

che,  ecc. 

Omm.  La  proporzione  A  :  C  =  B  :  D  si  dice  ri- 

cavata  dalla  A  :  B  =  C  :  D  permutando  (i  medi). 

ProporzionalHft  diretta. 

400.  Teor.  Se  a  ciascuna  grandezza  di  una  se- 
Tie  di  grandezze  ne  corrisponde  Una  di  un'altra  serie, 
€  due  grandezze  consecutive  qualunque  delle  prime 
stanno  tra  loro  come  le  corrispondenti  delle  seconde,  aU 
lor  a  due  qualisivogliano  delle  prime  grandezze  stannd 
tra  loro  come  le  corrispondenti  delle  seconde. 
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Dint.  Siano  le  due  serie  di  grandezze : 
A,  B,  Cy  D,  E  .  .  .  .  M,  N, 

a,  /J,  y,  «,  fi  .  .  .  .   /*,  Vj 

e  a  ciaseuna  delle  prime  corrisponda  una  delle  secon- 
de,  e  due  grandezze  consecutive  qualunque  delle  prime 
stiano  tra  lore  come  le  corrispondenti  delle  seconde. 
Dico  che  due  qualisivogliano  delle  prime,  ad  es.  le 
B  ed  Ej  stanno  tra  loro  come  le  corrispondenti  delle 
seconde,  adunque  come  /)  sta  ad  £. 
Consideriamo  le  proporzioni  date : 

.5:  C   =  /J  :  y,  (I) 

C  :  D  —  y  :  d. 

Dalla  seconda,  invertendo  [398],  si  ha : 

D  :  C  =  d  :  y. 

Se  ora  si  confronta  questa  proporzione  con  la  (1)^ 
poichS  hanno  i  conseguenti  rispettivamente  uguali,  si 
conchiude  [404]  che: 

B  :  D  z=  p  :  d.  (2) 

Dalla  proporzione  data : 

D  :  E  —   6  :  s, 

invertendo,  risulta : 

E  :  D  z=i  e  :  8. 
Questa  proporzione  e  la  (2)  danno  [404] : 

B  :  E  =  fi  :  s, 

che  6  appunto  la  proporzione  che  si  voleva  dimostrare. 

Cosi  resta  provato  [398]  che,  se  ecc. 

4iO.  Def.  Se  a  ciaseuna  grandezza  di  una  serie 
di  grandezze  ne  corrisponde  una  di  un'altra  serie,  e 
due  qualisivogliano  delle  prime  stanno  tra  loro  come 
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le  corrispondenti  delle  seconde,  le  grandezze  d'una 
eerie  si  dicono  proporzionali  a  quelle  dell'altra  (*). 

Omm.  t^.  Le  grandezze  di  ciascuna  delle  due  serie 
sono  necessariamente  omogenee  tra  loro. 

0«s«  %^.  La  precedente  definizione  oomprende 
come  caso  particolare  la  locuzione  [386]  «  i  dae  primi 
termini  d'una  proporzione  sono  proporzionali  agli  al- 
tri  due  ». 

411.  Teor.  Se  le  grandezze  di  una  serie  di  gran- 
dezze sono  proporzionali  a  quelle  di  una  seconda  se^ 
rie,  e  le  grandezze  delle  due  serie  sono  omogenee  tra 
loro,  una  qualunque  delle  prime  sta  alia  corrispon' 
dente,  come  un*altra  qualsivoglia  delle  prime  sta  cMa 
sua  corrispondente  delle  seconde. 

Dim.  Infatti,  se  le  grandezze : 

Aj  B,  C,  D,  E  .  .  .  M,  N 
sono  proporzionali  alle  grandezze : 

or,  /),   y,   d,   6   .  .  .   fc,    V 
ed  omogenee  a  queste,  allora,  essendo  [410],  ad  es., : 

B  :  3f  =  fi  :  fL, 
anche  [408] : 

B  :  p  =  M  :  fL,  c.  d.  d. 

4li9«  Omm*  La  precedente  proposizione  si  suole 
enunciare  pid  brevemente  conchiudendo  che :  il  rap- 
porto  tra  due  grandezze  corrispondenti  h  costante. 

4IS.  Se  le  grandezze  u4,  J?,  (7  .  .  •  .  ,  conside- 

(*)  Quando  le  grandezze  delle  due  serie  sono  tutte  della 
stessa  specie,  si  suol  esprimere  cHe  qnelle  d'una  serie  sono  pro- 
porzionali alle  altre,  dicendo  semplicemente  che  le  grandezze 
sono  proporzionali  (senz'altro).  £  per6  necessario,  percU  si 
possa  nsare  codesta  locuzione  abbreviata,  cbe  si  possa  ricono- 
scere  faciimente  quail  delle  grandezze  formano  uno  dei  due 
gruppi,  ed  anche  la  corrispondenza  tra  le  grandezze  dei  due 
gruppi. 
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rate  nei  dae  teoremi  precedent!,  sono  stati  di  una 
stessa  grandezza  variabile  Xj  e  le  altre  a,  /),  ^r,  .  .  . 
sono  stati  corrispondenti  di  un'altra  grandezza  varia- 
l^ile  y,  che  varia  insieme  con  la  X,  si  dice  che  la 
grandezza  variabile  X  d  proporzionale  alia  grandezza 
variabile  y. 

Proporzionalhft  inversa. 

414.  Te«r«  Se  a  ciciscuna  delle  grandezze  di  una 
serie  di  grandezze  ne  corrisponde  una  di  un'altra  se- 
rie,  e  ciMcuna  grandezza  delle  prime  sta  alia  suc^ 
eessiva,  come  la  grandezza  corrispondente  a  questa 
8ia  aUa  grandezza  che  corrisponde  alia  prima^  quaU 
sivoglia  delle  prime  grandezze  sta  ad  un*altra  delle 
prime,  come  la  grandezza  corrispondente  a  questa  «e- 
conda  sta  aUa  grandezza  che  corrisponde  alia  prima^ 
DIhi.  Siano  le  due  serie  di  grandezze: 
A,  B,  C,  D,  E  .  .  .  .  M,  N^ 
«»  ^,  y,  *,«...  .  f*,  V, 
e  a  ciascuna  delle  prime  oorrisponda  una  delle  se- 
conder e  ciascuna  delle  grandezze  della  prima  serie 
Btia  alia  successiva,  come  la  corrispondente  di  que- 
sta sta  alia  corrispondente  della  prima.  Dioo  che 
qualfiivoglia  delle  prime  grandezze  sta  ad  un'altra 
qualunque  delle  prime,  come  la  grandezza  cbe  cor- 
risponde alia  seconda  sta  alia  grandezza  che  corri- 
sponde alia  prima.  Dico,  ad  es.,  che : 

B  :  E  =  e  :  p. 
Consideriamo  le  proporzioni  date : 

B:C=y:fi,  (1) 

C  :  2)  =  «  :  y. 
Dalla  seconda,  invertendo  [398 J,  si  Ka : 

D  :  C  =  y  :  d. 
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Confrontando  questa  proporzione  e  la  ( 1 ),  si  vede  che 
esse  hanno  i  medi  ordinatamente  uguali.  Peroi6  [407]: 

B  :  D  =  d  :  fi.  (2) 

Dalla. proporzione  data: 

D  :  E  =  s  :  d, 
invertendo  ristdta : 

E  :  D  =  d  :  8. 
Qn^sta  proporzione  e  la  (2)  danno  [407]: 

B  :  E  =   s  :  fi, 

cheS  appunto  la  proporzione  che  si  voleva  dimosirare. 

Cos!  resta  provato  [398]  che,  se  ece. 

4M«  Ilef.  Se  a  cictaeuna  grandezza  di  una  serie 
di  grandezze  ne  corrisponde  una  di  un'aUra  serie,  e 
una  qualsivoglia  delle  prime  sta  ad  un'oltra  qualun- 
que  della  serie  stessa,  come  la  corrispondente  della 
seconda  sta  a  quella  che  corrisponde  alia  prima^  le 
grandezze  d'una  serie  si  dicono  inversamente  proper- 
zionali  a  quelle  delValtra. 

••••  iS  Le  grandezze  di  ciascuna  serie  sono  ne- 
cessariamente  omogenee  tra  loro. 

Os«.  •*•  La  precedente  definizione  comprende 
come  caso  particolare  la  locnzione  [386]  «  gli  estremi 
d'una  proporzione  sono  inversamente  pro^orzionali 
ai  medi  )». 

4t9.  Se  le  grandezze  Aj  BjC  .  .  .  ^  considerate 
nel  teorema  precedente,  sono  stati  di  una  steasa  gran* 
dezza  variabile  X,  e  le  altre  a,  fi^  y,  .  .  .  sono  stati 
corrispondenti  di  un'  altra  grandezza  variabile  Y, 
che  varia  insieme  con  la  Xj  si  dice  che  la  grandezza 
variabile  X  i  inversamente  proporzionale  alia  gran- 
dezza variabile  Y. 


CAPITOLO  XI 

SEOMENTI  PROPORZIOlf  ALI 


419*  Te«rem»  M  Talbtb.  /  segmenti  di  due 
irasversali  di  un  fascia  di  parallele  aono  proper zio- 
nali. 

Dim.  Sia  un  fascio  di  parallels  AE,  BF^  CH. . . , 
e  due  trasversali  qualunque  AD^EK.  Dico  che  i  seg- 
menti d'una  trasver- 
J  \  sale  sono  proporzio- 

;j-~— f-\  nali  ai  segmenti  del- 

\  Paltra,  che  cioe  [410] 

^f IirriJ^y  dueqnalunqTiedeiseg- 

\j  ^  menti  delFuna,  com- 

^/ — 5  presi  dalle  parallele, 

— IZirrrZZI.ZI.^  stanno  tra  loro  come 

p      ~"  ]^"     qnei  due  segmenti  del- 

la  seconda  che  sono 
compresi  tra  le  medesime  parallele.  Proveremo,  ad 
68.,  che : 

AB  :  CD  =:  EF:  UK. 
Diviso  (7i)  in  un  numero  arbitrario  n  di  parti 
eguali,  con  una  di  queste  si  misuri  il  segmento  A  B ; 
sia  m  il  quoziente,  e  ci  sia  resto.  Quindi,  per  i  punti  di 
divisione  dei  due  segmenti  AB^  CD,  siconducano 
delle  rette  parallele  a  quelle  del  fascio  dato.  In  tal 
mode  il  segmento  HK  viene  diviso  [283]  in  n  parti 
eguali,  ed  il  segmento  EF  in  (m  +  1)  pctrti;  m  di 
queste  sono  eguali  tra  loro  e  alle  parti  di  HKj  ed 
una,  quella  oorrispondente  al  resto  della  prima  divi- 
sione, i  minore  delle  parti  stesse.  Da  ci6  risulta  che, 
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xnisnrando  EF con  una  n.esima parte  diHK^  si  trova 
m  per  quoziente,  apponto  come  misnrando  A  B  con 
una  n.esima  parte  di  CD. 

Besta  danque  provato  che  ecc. 

419.  r«r.  In  un  triangolo  una  corda  parcUlela 
ad  un  lata  taglia  gli  altri  due  praporzionalmente.. 

Infatti,  se  nel  triangolo  ABC  hk  corda  HK  h 
parallela  Sk  BCj  tirando  per  A  la  parallela  a  BCjbI 
scorge  che  A B  ei  AC  si  possono  con* 
siderare  come  due  trasversali  di  un 
fadcio  di  parallele,  e  che  A  H,  HB  sono 
nella  prima  trasversale  i  segmenti  cor- 
riepondenti  ai  due  AK^KC  dell'altra. 
Per  il  teorema  di  Talete  &  danque : 

AH\  RB  ^  AK\  KC. 

4i9.  Os0«  Quando,  neir  applicare 
il  teorema  di  Talete,  si  deve  contemplare  la  paral- 
lela che  passa  per  il  pun  to  d'incontro  delle  trasver- 
sali (come  ci  h  accaduto  nelP ultima  proposizione), 
si  pu6  dire  che  questo  punto  tien  luogo  di  una  delle 
parallele. 

490«  Teor.  Se  una  retta  divide  proporzional- 
mente  due  segmenti  compresi  tra  due  parallele^  essa  i 
parallela  a  queste  rette. 

mm.  I  segmenti  AB^ 
CD,  compresi  dalle  paral- 
lele AC,  BD,  siano  segati 
proporzionalmente  nei  pun- 
ti  E  edF\ia  modo  adunque 
che: 

AEiEB  =  CFiFD. 

Proveremo  che  la  retta  EFe  parallela alle  ACjBD. 
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A  tal  fine  si  tiri  per  jFIa  HK^  parallelamente 
kA  AB^e  poi  si  osservi  che,  essendo  CD  ed  HE  dae 
trasversali  di  un  fascio  di  parallel  e,  al  quale  appar- 
tengono  le  CHj  KD  e  il  punto  F  [419],  per  il  teo- 
rema  di  Talbtb  egli  d : 

HK  :  FK  =   CD  :  FD. 
Dalla  proporsdone  data,  componendo  [399],  si  ha  poi : 

AB.EB^CD'.  FD. 
Ed  ora,  poicK^  i  primi  termini  delle  due  nltime  propor- 
zioni  sono  egaali,  come  [268]  lati  opposti  del  rombo 
AHKBj  e  i  terzi  termini  e  i  quarti  sono  ordinata- 
mente  ngaali,  i  anche  [402]  FK  ^  EB.  E  perchd 
codesti  segmenti,  oltre  che  uguali,  sono  paralleli,  £^ 
e  parallela  a,  BK  [274],  come  d.  d. 

4M.  C«r«  In  un  triangolo  una  corda^  che  divida 
proporzianalmente  due  latij  i  parallela  al  terzo  Zato. 

Infatti,  basta  tirare  per  il  yertice  opposto  al  terzo 
lato  la  parallela  a  questo  lato,  per  riconoscere  che- si 
tratta  di  un  caso  particolare  del  teorema  precedente ; 
del  caso,  cio6,  in  cai  il  punto  di  concorso  delle  trasver- 
sali tien  Inogo  di  una  delle  due  parallele. 

499«  Teor*  La  bisettrice  di  un  angolo  di  un  trian' 
golo  ta^lia  il  lato  opposto  in  parti,  che  stanno  tra  loro 
come  gli  altri  due  lati. 

mm.  Sia  un  triangolo  ABCj 
e  sia  AD  la  bisettrice  dell' an* 
golo  CAB.  Si  tratta  di  provare 
che: 

BD  :  DC  =  AB  :  AC. 

A  tal  fine  si  tiri  per  (71a  CEj 

parallelamente  a  Z)  il ,  e  sia  J?  il 

punto  dove  essa  incontra  [250]  il  prolungamento  di 

BA.  Poi  si  osservi  che  i  due  angoli  ACE^  CEA^ 
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perche  uguali  rispettivamente  [251,252]  ai  dae  CADy 
DAB,  che  sono  eguali  per  ipotesi,  sono  eguali  tra 
loro.  Quindi  e  [141]  AE  =  AC. 

Ed  ora,  poichS  nel  triaogolo  BEC  h^  corda  AD 
h  parallela  a  CE,  abbiamo  [418] : 

BD  \  DC  —  AB  \  AEj 
epper6:  BD  :  DC  =  AB  :  ACj  o.  d-  d. 

498.  Tear.  Se  un  lato  di  un  triangolo  i  diviso 
in  parti  che  stiano  tra  loro  come  gli  altri  due  lati,  la 
retta,  che  passa  peril  punio  di  divisione  del  loito  e  per 
il  vertice  delVangolo  opposto,  dimezza  qtiesfangolo. 

mm.  Nel  triangolo  ABC  H  lato  BC  sia  diviso 
in  D  in  modo  che : 

BD  :  DC  =  AB  :  AC. 
Si  vuol  provare  che  Tangolo  CAB  e  diviso  per  meta 
dalla  retta  AD. 

A  tal  fine  sul  prolungamento  di  BA  si  faccia 
AE=  AC^esi tiri CE.  AUora, 
essendo  per  dato : 

BD  :  DC  =  AB  :  AC, 
e  anche 

BD  :  DC  =  AB  :  AE. 
Ma  poiche  nel  triangolo  BEC 
la  corda  AD  taglia  proporzio- 
nalmente  i  lati  BC,  BE,  essa  i  [421]  parallela  al 
terzo  lato  CE.  Per  conseguenza  6  [251;  252] : 

CiA)D  =  A{C)E, 
e  D{A)B  =  C(E)A. 

Ma  gli  angoli  ACE,  CEA,  perch6  [137]  opposti  ai 
lati  eguali  AE,  AC  del  triangolo  ACE,  sono  eguali; 
quindi  ^  anche : 

C{A)D  =  D{A)B,  c.d.A. 

494.  Teor.  Se  la  bisettrice  di  un  angolo  esterno 


e 
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di  un  triangolo  taglia  il  prolungamento  del  lata  op- 
posto,  le  distanze  del  punto  d' inter sezione  dai  termini 
del  lato  stanno  tra  loro  come  gli  altri  due  lati, 

mm.  Nel  triangolo  ABCy  prolungato  un  lato, 
ad  68.  il  lato  BAinDj  si  divida  per  meta  I'angolo 
estemo  DAC.  Quando  fosse  AB  "=.  AC^  allora,  es- 
sendo : 

B{C)A  =  A{B)C, 

D{A)C  =  B(C)A  -f  A{B)C, 

la  meta  dell'angolo  esterno,  cio^ 
Tangolo  D{A)E^  aarebbe  uguale 
ad  ^  ( B )  C;  epper6  [243]  la  biset- 
trice  A  E  non  incontrerebbe  la 
retta  B  C.  In  qnesto  oaso  il  teo- 
rema,  che  consideriamo,  non 
trova  applicazione. 
Ma  quando  AB  ed  AC  sono  disuguali,  tali  sono 
anche  gli  angoli  opposti,  epper6  in  questo  caso,  es- 
sendo  disuguali  anche  D(A)Ej  A(B)C^  la  bisettrice 
dell'angolo  estemo  incontra  [248]  il  prolungamento 
del  lato  opposto.  Sia  E  il  punto  d'incontro.  Ora  si 
tratta  di  provare  che : 

EB  :  EC  =  AB  :  AC. 

A  tal  fine  si  tin  per  C  la  CF  parallela  ad  EA^  e 
sia  F  il  punto  dove  essa  incontra  [250]  la  ^  J3.  Poi 
si  osservi  che  i  due  angoli  AFC,  FCA^  perchi  uguali 
[252,  ^51]  rispettivamente  ai  due  DAE^EACj  che 
sono  eguali  per  ipotesi,  sono  eguali  tra  loro.  Q^indi 
i  [141]  AC  =  A F. 

Ora,  rammentando  che  CF  h  parallela  ad  A  £, 
ed  imaginando  tirata  per  B  la  parallela  a  queste  ret- 
te,.troviamo  di  poter  applicare  il  teorema  di  Talste 
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alle  traeversali  BE^  BA.  Abbiamo  adonque: 

EB  :  EC  =  AB  :  AF, 
ossia:  EB  :  EC  =  AB  :  AC^  c.  d.  d. 

49ft.  Teer*  8e  le  distanze  di  un  punto  del  pro* 
lungamento  di  un  l(xto  di  un  triangolo  dai  termini 
del  lato  stanno  tra  loro  come  gli  cUtri  due  lati,  la 
retta,  che  unisce  quel  punto  col  vertice  opposto,  di- 
mezza  Vangolo  esterno  opposto. 

Dim.  Sia  un  triangolo  ABCj  e  sul  prolanga- 
mento  del  lato  BC  xin  punto  Ej  cosi  posto  che : 

EB  :  EC  =  AB  :  AC. 
Si  tratta  di  dimostrare  che  la  retta  A  E  dimezza  I'an- 
golo  esterno  DAC. 

A  tal  fine  si  tiri  CF  [250]  parallelamente  ad  A  E. 

Ed  era,  riguardando  le  rette 
BE  e  BD  come  due  trasversali 
del  fascio  di  parallele  a  cui  ap- 
partengono  le  rette  A  E^  CF  ed 
il  punto  By  ed  applicando  il  teo- 
rema  di  Talbte,  abbiamo  la  pro- 
porzione : 

EB  :  EC  =  AB  :  AF. 
Confrontando  questa  proporzione  con  la  data,  con- 
chiudiamo  [402]  che  h  AC  =AF. 

Ora,  dacche  gli  angoli  AFC^  FCA  sono  eguali, 
perchi  opposti  ai  lati  eguali  AC^  AF^  e  sono  eguali 
rispettivamente  [252, 251]  ai  due  angoli  DAE^EAC^ 
anche  questi  due  sono  eguali  tra  loro,  c.  d.  d. 

49a*  Te«r.  Due  triangoli,  se  Jianno  gli  angoli  ri* 
spettivamente  ugucdi,  hanno  i  lati  proporzionaii. 

DIM.  Nei  triangoli  ABC,  DEFsisl: 

C{A)B  =  F{D)E    ed    A{B)C  =  D{E)F. 
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Si  vnol  provare  che : 

AB  :  DE  =  AC  :  DF  =  BC  :  EF. 
A  tale  intento,  fatto  AH  ^  DE,  hi  tin  HK  pa- 
rallelaxnente  Sk  BC.  AUora,  essendo  [252] : 
A(H)K  =  A{B)C,  eperdato-4(£)<7  =  D{E)F, 
e  anche  A{H)K  =  D{E)F.  Ed  ora,  se  confron- 
tiamo  i  triangoli  AHK^  DEFy  troviamo  che  hanno 

an  lato  e  due  angoli  simil- 
mente  disposti  rispettiva- 
mente  agaali.  Per  conse- 
guenza  [154]  ^AK^DF. 
Ora  per  il  teorema  di 
Talete  abbiamo : 
AB  :  AH  z^  AC  :  AK] 
quisdi  i  anche : 

AB  :  DE  =  AC  I  DF. 
Nello  modo  si  proverebbe  che : 

AB  :  DE  =  BC  :  EF. 
Epperci6  resta  dimostrato  che,  se  ecc. 

499«  Tear.  Se  due  triangoli  hanno  un  angolo 
eguale  ad  un  angolo,  e  i  lati  che  comprendono  gli  an* 
goli  eguali  sono  in  proporzione^  anche  gli  aliri  angoli 
sono  rispettivamente  uguali, 

Blm.  Nei  triangoli  ABCyDEFsisk: 
C{A)B  =  F{D)E,  ed  AB  :  DE  =  AC  :  DF. 
Si  tratta  di  provare  che  gli  angoli  ABCj  DEF,  op- 
posti  ai  lati  corrispondenti  AC,  DF,  sono  egnali. 

A  tale  intento,  fatto  AH^  DE,  81  tiri  jETiTpa- 
rallelamente  s,  BC  [250].  Allora,  per  il  teorema  di 
Talete,  abbiamo  che : 

AB  :  AH  =  AC  :  AK. 
Se  confrontiamo  questa  proporzione  con  la  data,  tro- 
viamo che  le  due  proporzioni  hanno  tre  termini  ri- 
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spettivamente  ugaali.  Per  conseguenza  [402]  e : 

AK  =  DF. 
Ora,  86  si  confrontano  i  triangoli  A  HK^  DEF^  si  con- 
chiade  che  ^  [149]: 

A{H)K  =  D{E)F.   . 
Ma  poichS  HK  e  parallela  a.  BC^  egli  e  [252] : 

A{H)K  =  A(B)C. 
Quindi^anche  J[(£)C  =  D{E)F,  c.  d.  d. 

498.  Teor«  Se  due  rombi  hanno  gli  angoli  ri- 
spettivamente  uguali^  e  due  lati  consecutivi  delVuno 
9ono  inver^amente  proporzionali  a  due  lati  consecu^ 
tivi  delVcUtro,  i  due  rombi  sono  equivalenti. 

mint  Siano  a,  fiy  y^  8  qaattro  segmenti,  che  for- 
mino  proporzione.  Tirate  due  retfce,  che  s'incontrino 
sotto  angolo  qualunqne,  su  queste,  partendo  dal  pnnto 
comune  0,  si  prendano  quattro  segmenti  OA,  OB^ 
OCy  ODj  che  siano  rispettiva- 
menie  uguali.  ai  quattro  seg- 
menti a,  /),  y,  dj  dimodochd  an- 
che: 

OA  :  OB  =^  OC  :  OD. 
Quindi  per  A  e  per  B  si  tirino 
due  parallele  a,  CD,  e  per  C  e 
per  D  due  parallele  ad  A  B.  Que- 
ste  rette,  incontrandosi  [250],  K      Cj       F 

formano  due  rombi  AD  e  BCj 
che  hanno  gU  angoli  rispetti- 

vamente  uguali,  e  in  cui  due  lati  consecutivi  dell'uno 
sono  inversamente  (*)  proporzionali  a  due  lati  conse- 
cutivi dell'altro.  Dico  che  i  rombi  AD^  BC  sono 
equivalenti. 

(*)  Giacch^  un  lato  di  un  rombo  sta  a  un  lato  dell'altro, 
come  un  altro  lato  di  qaesto  sta  ad  an  altro  lato  del  primo. 


E 

^ 

H 

r~~" 

/ 

• 71 

1 

/ 

/I 

/ 

/I 

1 

/ 

/        1 

1 

/  / 

1 

1 

y 

/       • 

Al 

/? 

^ 

1      / 

' 

/ 

1     / 

1 

/ 

1    / 

1 

/ 

1  / 

/ 

/ 

// 

/ 

/ 

^ 

./ 

J 

—  271  — 

Perci2>  si  nnisca  il  pnnto  0  con  H  e  con  JT,  e  si 
osservi  che,  poichd  k  [268] : 

KC=OA,  DH=OB,  ed  OA:OB  =  OC  i  OD, 
^  altresi  KC  :  DH  =  OC  :  OD. 
Inoltre  sono  egnali  gli  angoli  KCOj  HDO^  perch6 
alterni,  fatti  dalle  parallele  [249]  EH,  KF  con  la 
DC.  I  due  triangoli  OC K^  ODH  hanno  adnnque  nn 
angolo  eguale  ad  un  angolo,  e  in  proporzione  i  lati  che 
comprendono  i  due  angoli  egnali;  per  oonseguenza 
[427]  hC{0)K=D (0) H.  E  perch6  i  lati  OC,OD 
di  questi  angoli  sono  per  diritto,  sono  per  diritto  [130] 
anche  gli  altri  lati  0  £*  ed  0  ^.  La  linea  KO  H  ^  dun* 
que  una  diagonale  del  rombo  EHFK,  epper6  [329]  i 
rombi  AD^C B  sono  equivalenti,  c.  d.  d. 

4M9*  €•■*•  i^«  8e  quattro  segmenti  sono  in  pro'^ 
porzione,  il  retiangolo  degli  estremi  i  equivalente  al 
rettangolo  dei  medt, 

4SO.  Cor,  t^.  3e  tre  segmenti  sono  in  propor- 
zione confinua,  il  quadrato  del  medio  i  equivalente  al 
rettangolo  degli  estremi. 

49U  Cor»9^»  Se  due  triangoli  hanno  un  angolo 
eguale  e  i  lati  che  comprendono  i  due  angoli  eguali 
sono  inversamente  proporzionali,  essi  sono  equivalenti. 

Infatti,  tirando  le  diagonal!  ADy  CB  dei  rombi 
EO,  OF,  si  ottengono  due  triangoli  OAD,  OBC, 
che  hanno  le  proprieta  enunciate  nella  proposizione, 
e  che  sono  equivalenti,  perch^  met&  di  rombi  equi- 
valenti. [354]. 

4Mt.  Teor*  In  un  triangolo  rettangolo  laperpendi- 
colare,  calata  sulVipotenusa  dal  vertice  delV angolo  ret- 
to,  i  media  proporzionale  tra  le  proiezioni  dei  cateti 
sulVipotenusa;  e  ciascun  cateto  i  medio  proporzionale 
tra  la  sua  proiezione  sulVipotenusa  e  Vipotenusa. 
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Dim.  II  triangolo  ABC  sia  rettangolo  in  (7,  e 
CD  sia  perpendicolare  all'ipotenusa. 

Si  osservino  anzitutto  i  due  triangoli  ADC^  CDB. 
Quest!  hanno  gli  angoli  in  D  eguali,  ed  hanno  eguali 
gli  angoli  DCAj  DBCj  perchd  ambidue  oomplemen* 
tari  deirangolo  BCD,  I  lati  dei  triangoli  sono  quin- 
di  [426]  proporzionali ;  epper6 : 
AD  :  CD  —  CD  I  DB. 

Ora  si  oonsiderino  i  trian- 
goli ACDj  ABC.  Questi  sono 
rettangoli  rispettivamente  in  D 
ed  in  C,  e  poi  hanno  Tangolo 
in  A  comune.  Per  conseguen- 
za  [426]         AB  :  AC  =  AC  :  AD. 

Similmente,  confrontando  i  due  triangoli  AC B^ 
CDB  J  si  trova  che: 

AB  :  BC  =z  BC  :  DB. 

Cosi  resta  dimostrato  ohe  ecc. 

4SS.  Oss*  Dalle  preoedenti  proporzioni  si  ri- 
cava  [430]  che  i : 

{CDy  =  AD  •  DB, 
\aC)^  =  AB  .  AD, 
(BC)^  =  AB  .  DB. 

La  prima  di  queste  uguaglianze  dice  che : 

In  un  triangolo  rettangolo  il  quadrato  delta  per* 
pendicolare,  calata  sulV  ipotenuaa  dal  vertice  deU^an* 
golo  retto,  i  equivalente  cU  rettangolo  delle  proiezioni 
dei  cateti  sulV  ipotenusa. 

Dalle  due  ultime,  sommando  ordinatamente,  si  ha : 
(AC)^  +  (fiC)«  =  AB{AD  +  DB) 

Cos!  si  6  dimostrato  di  nuovo,  e  per  via  compiu- 
tamente  diversa,  il  teorema  di  Pitagoba. 


EA 
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4S4.  Teor.  Se  due  corde  di  un  cerchio  si  taglia- 
no,  %  segmenti  delVuna  sono  inversatnente  proporzio- 
noli  ai  segmenti  delValtra. 

Dim*  Consideriamo  le  dae  corde  AB^  CD  che 
si  segano ;  chiamiamo  E  il  panto  d'intersezione. 

Si  condacano  le  corde  ^C,  Z>  jB,  e  si  considerino 

i  triangoli  AECjDEB.In  que- 

sti  gli  angoli  BAC^BDC sono 

eguali,  perchS  iscritti[295]  nello 

stesso  arco  (7il  I>  JS ;  e  gli  angoli 

in  E  sono  eguali,  perchd  oppo* 

sti  al  vertice.  Perci6  i  lati  dei 

triangoli  sono  [426]  propor2do«- 

nali,  ed  in  particolare : 

ED  =  EC  :  EB,  o.  d.  d. 

SMS.  €er«  Se  due  corde  di  un  cerchio  si  tagliano, 

il  rettangolo  dei  segmenti  di  una  corda  i  equivalente 

al  rettangolo  dei  segmenti  delValtra.  [429]. 

4SG.  Teor*  Due  secanti  di  un  cerchio,  uscenti  da 
uno  stesso  punto,  sono  inversamente  proporzionali 

alle  loro  parti  esterne. 

Dim.  Siano  le  due  secanti 
AB^  AC.  Oondotte  le  corde 
D  C,  EB,  si  considerino  i  trian- 
goli ABE^ACD.  Questi  hanno 
Tangolo  in  A  comune,  ed  eguali 
gli  angoli  JEJJD,  jB  (72),  perchft 
[295]  iscritti  nello  stesso  arco  DBCE.  Ne  segue  [426] 
che:  AB  :  AC  —  AE  :  AD,  o.  d.  d. 

489.  Coi>«  Se  da  uno  stesso  punto  sono  tiraie  ad 
un  cerchio  due  secanti,  il  rettangolo  di  una  secante  e 
delta  sua  parte  esterna  i  equivalente  al  rettangolo  del'' 
Valtra  secante  e  delta  sua  parte  esterna. 

18 
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499.  Tear*  Se  da  uno  steaso  punto  8ono  condoUe  ad 
un  cerchio  una  tangents  e  una  secante,  la  tangente  e  me- 
dia  proper  zionalefra  V  inter  a  secante  e  la  parte  esterna. 

Him.  Dal  punto  A ,  esterno  ad  un  cerohio,  siano 
condotte  al  oerchio  una  tangente  AB  e  una  secante 
A  C  qualunque. 

Tirate  le  corde  BD,BC, 
considero  i  triangoli  ABC^ 
ADB,  Quest!  hanno  I'angolo 
in  A  comune,  ed  egualL  gli  an- 
goli  D CBy DBA,  perch*  [295] 
iscritti  nello  stesso  arco  BCD. 
Perci6  [426]  i  lati  del  triangoli 
sono  proporzionali,  e  in  particolare : 

AC  :  AB  =  AB  :  AD. 

480*  Cer.  Se  da  uno  stesso  punto  sono  condotte 
ad  un  cerchio  una  tangente  ed  una  secante,  il  quadrate 
delta  tangente  i  equivalente  al  rettangolo  della  secante 
e  della  sua  parte  esterna.  [430]. 

Problemi. 

440.  ProM.  Costruire  il  segmento,  che  i  quarto 
proporzionale  dopo  tre  segmenti 
dati. 

RIsel.  Sopra  un  lato  di  un 
angolo  qualunque,  partendo  dal 
vertice,  si  prendano  due  seg- 
menti OAjOB,  rispettivamente 
uguali  al  prime  e  al  secondo  dei 
segmenti  dati,  poisullaltro  lato, 
parimente  partendo  dal  vertice, 
si  faccia  OC  eguale  al  terzo  dei  segmenti.  Si  tiri 
AC,  e  poi  per  B  la.  BD  [250J  parallela  ad  AC. Ill 
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segmento  0  D  h  il  [403]  quarfco  proporzionale  doman- 
dato. 

Dim.  Infatti,  per  il  teorema  di  Talete,  egli  S: 

OA  :  OB  =  OC  :  OB. 
441.  Prolil*  Costruire  il  segmento^  che  i  terzo 
proporzionale  dopo  due  segmenti  datu 

RIsel*  Qaesto  problema  h  un  caso  particolare  del 
preoedente,  quel  caso  in  cui  il  secondo  e  il  terzo  dei 
segmenti  dati  sono  eguali ;  epper6  si  pTi6  risolverlo  in 
modo  consimile. 

Akrimenti  si  puo  porre  il 
primo  segmento  e  il  secondo 
sui  lati  di  nn  angolo  retto,  in 
AB^  BC,  poi,  tirata  ACj  inal- 
zare  la  perpendicolare  ad  ^  C 
in  C.  Questa  incontra  [256]  ne- 
cessariamente,  sia  in  D,  il  prolnngamento  di  AB,  e 
BD  &  il  segmento  domandato. 

Dim*  Infatti,  poichS  il  triangolo  A  CD  h  rettan- 
golo  in  C7,  e  da  C7  e  calata  la  perpendicolare  CB  sul- 
ripotenasa  AD,  abbiamo  [432]: 

AB  :  BC  =  BC  \  BD. 
4M.  ProM.  Costruire  un  segmento^  che  sia  me- 
dio proporzionale  tra  dt^e  segmenti  dati, 

RIsol.  I*.  Sopra  A  C,  somma  dei  due  segmenti 

dati  AB^  BC,  presa  come 
diametro,  si  descriva  un  cer- 
chio,  e  si  tiri  per  B  la  per- 
pendicolare ad  AC  J  fino  ad 
incontrare  il  cerchio  in  D. 
II  segmento  BD  hil  doman- 
dato. 
Blm.  Infatti  I'angolo  CDA^  perchS  iscritto  in 


B 
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mezzo  cerchio,  e  [296]  retto,  eppero  [432]  il  segmento 
DB  h  medio  proporzionale  tra  AB  e  BC. 

RIsol.  9\  Costruito  un  semicerchio  su  ^J5,  che 
e  il  maggiore  dei  due  seg- 
menti  dati,  e  portato  in  AC 
I'altro  segmento,  si  tiri  la 
CD  perpendicolare  ad  A  B. 
La  corda  AD  hil  segmento 
domandato. 

Bliii.  E  cio  perche  Tangolo  BDA^  come  iscritto 
in  mezzo  cerchio,  e  [296]  retto,  e  perchA  [432]  un  ca- 
tetd  h  medio  proporzionale  tra  Tipotenusa  e  la  sua 
proiezione  suU'  ipotenusa. 

RIsol.  •*.  Notevole  per  la  semplicita  di  costru- 
zione  h  la  risoluzione  seguente. 

Sopra  una  retta,  preso  un  segmento  A  B  eguale 
al  minore  dei  due  segmenti 
dati,  si  porti  il  maggiore, 
una  volta  in  BC  e  un' altra 
in  AD.  Quindi,  con  centri 
C  e  D  e  raggi  eguali  a 
CB  ^  DA^  si  descrivano 
due  cerchi.  Se  £  6  uno  dei 

punti  d'intersezione  [230]  dei  cerchi,  BE  e  H  seg- 
mento domandato. 

Okm.E3senAo  EC  =  ED,^C(D)E=E{C)D. 
Essendo  inoltre  BD  =  AC,  se  si  confrontano  i  due 
triangoli  BDE,  A  CE,  si  trova  [149]  che  e  EB  =  EA. 
Ed  ora,  poichfi  i  due  triangoli  isosceli  CBE,  EAB 
hanno  un  angolo  alia  base  in  comune,  essi  hanno  gli 
angoli  rispettivamente  uguali,  e  per  conseguenza  [426] 
i  lati  proporzionali.  Cosi : 

CB  :  EB  =  EB  :  AB,  c.  d.  d. 
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448.  ProM«  Dividere  un  dato  segmento  in  parti, 
che  siano  proporzionali  ad  alquanti  segmenti  dati, 

WUmoU  Per  restremiti  A  del  segmento  AB,  che 
si  deye  dividere,  si  tiri  un  raggio  AC  Ad  arbitrio.  Su 
questo  raggio,  partendo  da  il  e  consecutivamente,  si 

trasportino   gli   altri   seg- 
menti  dati  in  AD^DE.... 
8e  H  e  Testremita  deU'ol- 
timo,  si  tiri  HB^  e  poi  per 
i  pnnti  Z>,  £. . .  le  parallele 
ad  HB.  Da  qneste  il  seg- 
mento A  B  vien  diviso  [250] 
nel  modo  richiesto. 
Bim*  Infatti,  poich&  A  Bed  AC  sono  due  trasver- 
sali  di  on  fascio  di  parallele,  i  segmenti  dell'una  sono 
proporzionali  [417]  ai  segmenti  delFaltra. 

444.  Pr^bl.  Dati  due  punti,  trovare  sulla  loro 
retta  un  altro  punto,  le  cut  distame  dai  punti  dati 
stiano  tra  loro  come  due  segmenti  dati, 

KIsel.  Siano  A^  Bi  punti  dati ;  chiamiamo  m,  n 
i  segmenti  dati.  Si  vuol  trovare  sulla  retta  ^  jB  un 
punto,  che  abbia  dd»  Ae  B  distanze  proporzionali  ai 
segmenti  fit,  n. 

Condotta  per  A  tma  retta  qualunque,  si  faccia  in 

essa  AM^m^  e  poi,  partendo 
da  if  e  da  bande  opposte  di  M, 
si  prendano  due  segmenti  MN, 
MN\  che  siano  eguali  al  seg- 
mento n.  InfinC;  unito  B  con  N 
e  con  N'j  si  tirino  per  M  due 
rette  rispettivamente  parallele 
ABNeBN'-j  e  siano  X  ed  Y 
i  punti  in  cui  esse  incontrano  [250]  la  retta  A  B,  Dico 
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che  ciascuno  dei  punti  X  ei  F  ha  dai  punti  A  e  B 
distanze  che  stanno  come  m  ad  n.  {*). 

Dim.  Infatti,  per  il  teoreina  di  Taletb,  egli  & : 

AX  :   BX    ==    AM  :   MN    =    m   :   », 

ed  .ir  :   BY    =    AM  :   MN'  =    w   :   n. 

44A.  Oss.  t\  Nesson  altro  panto  della  retta  A  B 
sodisfa  il  problema. 

Infatti,  detto  X'  un  pnnto  del  segmento  AB^  tale 
che  sia : 

AX'    :    BX'    =    m    :    n, 

essendo  per  conseguenza  [390] : 

AX'    :    BX'    =    AX   :    BX, 
abbiamo,  componendo  [399],  che : 

AB   :   BX'    —    AB  :    BX. 
Da  questa  proporzione  si  conchiude  [401]  che  d: 

BX'  =  BX, 
e  per  conseguenza  che  X^  coincide  con  X. 

Detto  Y'  un  punto  del  raggio  A  Y,  tale  che  sia : 
AY'    :    BY'    =    m    :    n, 
essendo  per  conseguenza  [390,  398] : 

BY'   :   AY'    =    BY  :   AY, 

abbiamo,  dividendo  [400],  che: 

AB   :   AY'    =    AB   :   AY. 
Da  questa  proporzione  si  conchiude  [401]  che  ^ : 

AY'  =  AY, 
epper6  che  Y'  coincide  con  Y. 

Non  potrebbe  poi  sodisfare  il  problema  un  punto 
Z,  preso  sull' altro  prolungamento  di  AB,  perchS, 
avendo  codesto  punto  da  B  distanza  minore  che  da 

(*)  Lo  studioso  far&  la  figara  anche  per  il  caso  che  sia 

m  >  n. 


—  279  — 

A  J  ed  essendo  nel  nostro  caso  m  <  »,  la  proporzione : 

AZ  :    BZ    =2    m    :    n 
i  assnrda.  [401]. 

44I0*  Omm*  it^.  Nel  caso  che  sda  m  ^  n,  il  punto 
-X  6  il  punto  di  mezzo  [285]  di  -4-B,  e  il  punto  Y 
manca,  perche,  cadendo  ^'  in  ^,  la  retta  BN'  coin- 
cide con  la,  BAj  e  per6  la  parallela  a  BN'j  tirata  per 
Mj  6  parallela  alia  retta  A  B. 

449.  Ommm  B\  Quando  un  segmento  AB  e  diviso, 
internamente  in  Xj  ed  esternamente  in  y,  in  modo  che 
le  distanze  del  punto  X  dagli  estremi  del  segmento 
stanno  come  le  distanze  del  punto  Y  dagU  estremi 
stessi,  si  dice  che  il  segmento  AB  ^  diviso  armonica- 
mente  in  X  ed  Y. 

Segnato  ad  arbitrio  uno  dei  due  punti  Xj  Y,  la 
posizione  dell^altro  resta  [403]  determinata. 

Dalla  proporzione  [390] : 

AX   :   BX    =:    AY   :    BY, 
permutando,  si  ottiene  la  proporzione : 

XA    :    YA    =    XB    :    YB, 
dalla  quale  risulta  che,  se  due  punti  X,  Y  dividono 
armonicamente  un  segmento  AB,  reciprocamente  i 
punti  A,  B  dividono  armonicamente  il  segmento  X  Y. 

Si  suol  dire  che  i  quattro  punti  A,  B,  X,  Y 
8ono  armonici;  i  punti  il,  ^  si  dicono  coniugati  ar* 
monici ;  cosi  i  due  X,  Y. 

419.  ProM.  Trovare  il  luogo  dei  punti,  le  cui 
distanze  da  due  punti  dati  stanno  tra  loro  come  due 
dati  eegmenti. 

RI«ol*  Siano  ^4  e  .B  i  due  punti  dati ;  diciamo  m 
ed  n  i  dati  segmenti.  Si  tratta  di  trovare  il  luogo  dei 
punti,  le  cui  distanze  da  il  e  jB  stanno  tra  loro  come 
m  sta  ad  n. 
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Intanto,  se  determiniamo  [444]  quel  due  pnnti  C 
e  D  della  retta  AB^  \e  cni  distanze  da  ^4  e  j5  stan- 
no  nel  rapporto  dato,  cioe  quel  punti  C  e  D,  per 
iquali:  CA  :  CB  =  m  :  n,  (1) 


6 


DA  :  DB  =  m 


n, 


(2) 


otteniamo  due  punti  del  luogo  domandato. 

Ed  ora  sia  M  un  altro  punto  qualunque  del  luogo 
(Aiori  della  retta  AB  [445]);  tal  punto  adunque  per 
cui  sia : 

MA  :  MB  =  m  :  n,  (3) 

e  tiriamo  MC  ed  MB. 

Confrontando  la  proporzione  (3)  con  le  (1 )  e  (2), 
conchiudiamo  [390]  che : 

MA:MB  =  CA:  CB,  (4) 

e  che  MA  :  MB  =  DA  :  DB.  (5) 

Perci6  [423,  425] 
MC  hldk  bisettrice 
deirangolo  BMA 
del  triangolo  B  MA, 
ed  MD  ela,  biset- 
trice dell'angolo  e- 
sterno  EMB.  Per 
conseguenza  [126] 
I'angolo  2)  JIf  Curet- 
te, epper6  [296,305] 

il  punto  M  appartiene  al  cerchio,  di  cui  CD  h  nn 
diametro. 

Ora  poi  proveremo  che  qualunque  punto  di  code- 
sto  cerchio  ha  dai  punti  A  &  B  distanze  che  stanno 
come  m  ad  n.  Posto  che  M  sia  un  punto  del  cerchio, 
si  tin  per  C  la  parallela  ad  MD,  e  siano  Fed  if  i  punti 
nei  quali  essa  incontra  [250]  MA^d.  MB.  Poichd  i 
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triangoli  AFC,  AMD,  come  i  due  CBH,  DBM, 
hannogli  angoli  rispettivamente  uguali,  abbiamo  [426J 
le  proporzioni : 

FC  :  MD   =   AC  :  AD, 
HC  .  MD   z=z  BC  \  BD. 

Ma  per  costrozione  abbiamo : 

AC  \  BC  =   AD  \  BD, 

epper6  anche  [408] : 

AC  \  AD  z=i   BC  \  BD. 

Conseguentemente  [390]  egli  k : 

FC  :  MD  =r   HC  :  MD, 

donde  ristdta  [401]  essere  FC^  HC. 

A  tal  punto  si  osservi  che  Tangolo  D  MC,  per- 
chS  iscritto  in  mezzo  cerchio,  ^  [296]  retto.  Tale  ^ 
perci6  [251]  anche  Tangolo  FCM.  Quindi,  conside- 
rando  i  triangoli  MFC,  MHC,  si  conchiude  [149] 
che  JIf  C 6  la  bisettrice  dell'angolo  BMA]  epper6  [422]: 

MA  :  MB  =2  CA  :   CB  =  m  :   n. 

In  conchiusione  tutti  ed  unicamente  i  punti  del 
cerchio  di  diametro  CD  hanno  da  il  e  i^  tali  distanze 
che  stanno  come  m  ad  n.  Codesto  cerchio  e  dunqne 
il  luogo  ricercato. 

44S.  Prolil.  Trovare  due  segmenti  che  stiano  ira 
loro  come  due  poligoni  dati. 

Ri»al«  Si  trasformino  i  due  poligoni  in  due  trian- 
goli d'uguale  altezza  [339,  337].  Le  basi  di  quest!  so- 
disfanno  la  condizione  voluta. 

Dim*  Infatti  i  poligoni  dati  stanno  tra  loro  come 
i  triangoli,  e  questi  come  le  loro  basi.  [384]. 
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Esereisi. 

601.  Se  pid  rette,  passanti  per  an  medesimo  punto,  sono  tagliate 
da  dae  parallele,  i  aegmenti  di  una  di  qneste  sono  propor- 
zionali  ai  segment!  dell'altra.  [426, 390]. 

602.  Se  due  rette  sono  parallele,  e  due  segmenti  A  B,  BC  della 
prima  sono  proporzionali  a  dne segmenti  A'B'j  B'C  della 
seconda,  le  rette  A  A*,  BB',  CC  concorrono  in  nnostesso 
panto.  [427]. 

603.  Descritto  mezzo  cerchio,  prendendo  per  diametro  an  lato 
AB  diun  triangolo  equilatero  ABC  {e  faori  del  triango- 
lo ),  si  divida  11  mezzo  cerchio  in  tre  parti  eguali  nei  ponti 
D  ed  E,  Si  dimostri  che  le  rette  C  Dy  C  J7  dividono  in  tre 
parti  eguali  il  lato  AB.  ( Si prolunghino  CA,  CB  fino  ad 
incontrare  DE,  [601]). 

604.  Se  per  an  punto  di  una  diagonale  di  an  rombo  si  tirano 
due  rette  rispettivamente  parallele  ai  lati,  le  diagonali  di 
quel  tra  i  rombi  risultanti,  che  sono  attraversati  dalla  dia- 
gonale, sono  rispettivamente  parallele  alle  diagonali  del 
rombo  dato. 

605.  Se  due  triangoU  hanno  gli  angoli  rispettivamente  uguali^ 
e  dai  vertici  di  dae  angoli  eguali  si  tirano  ai  lati  opposti 
due  segmenti  in  modo  che  facciano  coi  lati  stessi  angoli 
eguali,  i  due  segmenti  stanno  tra  loro  come  i  lati  ai  quali 
sono  condotti,  e  tagliano  i  lati  stessi  in  parti  proporzionali. 

606.  Se  in  un  triangolo  rettangolo  h  iscritto  un  quadrate,  e  an 
lato  di  questo  sia  sulP  ipotenusa,  questa  rimane  divisa  in 
parti  continuamente  proporzionali.  [426]. 

607.  Se  un*  altezza  di  un  triangolo  ^  media  proporzionale  tra  i 
segmenti  in  cui  essa  taglia  il  lato  sul  quale  ^  condotta,  11 
triangolo  6  rettangolo.  [427]. 

608.  Se  in  due  triangoli  d'  eguale  altezza  si  conducono  due 
corde  parallele  alle  basi  ed  egualmente  distanti  da  queste, 
le  due  corde  stanno  tra  loro  come  le  basi.  [426, 417]. 

609.  Se  per  il  punto  d'  incontro  delle  diagonali  di  un  trapezio  si 
tira  la  parallela  alle  basi,  il  segmento  di  questa,  com- 
preso  tra  i  lati  concorrenti,  ^  dimezzato  dalle  diagonal]. 
[426, 417]. 
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610.  II  rettangolo  dei  segmenti  compresi  tra  il  pnnto  delle  aU 
tezze  e  le  estremitlb  di  im'altezza  ^  costante.  [426,429]. 

611.  11  raggio  del  cerchio,  che  passa  per  i  pnnti  di  mezzo  dei 
lati  di  un  triangolo,  ^  metk  di  quello  del  cerchio  circo- 
scritto  al  triangolo. 

6 12.  La  parte  di  nna  tangente  a  nn  cercbio,  compresa  tra  dae 
altre  tangenti  parallele  tra  loro,  6  diyisa  dal  ptinto  di  con- 
tatto  in  modo  che  il  raggio  ^  medio  proporzionale  tra  i 
due  segment!.  [482]. 

613.  Se  due  ceroid  si  tagliano,  le  tangent!  condotte  ai  cerchi 
da  qualsiyoglia  pnnto  preso  sui  prolungamenti  dellacorda 
comune,  sono  egnalL  [488, 480]. 

614.  Se  dae  cerchi  si  toccano  estemaroente,  la  parte  di  nna  tan- 
gente comune  ( s' intenda  di  una  di  quelle  non  perpendico- 
lari  alia  retta  dei  centri)  compresa  tra  i  pnnti  di  contatto, 
^  media  proporzionale  tra  i  diametri.  ( Si  tin  la  perpendi- 
colare  alia  retta  dei  centri  nel  pnnto  comune  ai  due  cerchi). 

615.  Se  due  tangenti,  condotte  a  due  cerchi,  estemi  I'uno  al- 
r  altro,  dai  centri  dei  cerchi  stessi,  si  tagliano,  il  rettan- 
golo dei  segmenti,  in  cui  ^  divisa  la  parte  estema  di  una 
tangente,  h  equivalente  al  rettangolo  dei  segmenti  del- 
raltra.  [426,428]. 

616.  Se  si  circoscrive  un  rombo  a  un  trapezio,  queUa  diagonale 
del  rombo,  che  taglia  le  basi  del  trapezio,  passa  per  il 
pnnto  d'incontro  delle  diagonali  di  quest*  ultimo. 

617.  Se  da  un  panto  di  un  cerchio  si  calano  le  perpendicolari 
su  due  tangenti  che  si  tagliano,  e  poi  la  perpendioolare 
suUa  retta  che  passa  per  i  punti  di  contatto,  questa  terza 
perpendioolare  6  media  proporzionale  tra  le  altre- due. 
[294,  426]. 

618.  In  un  triangolo  qualunque  il  rettangolo  di  due  lati  h  equi- 
valente  al  rettangolo  del  diametro  del  cerchio  circoscritto 
e  dell'  altezza  calata  sul  terzo  lato. 

619.  Se  per  il  centre  di  un  cerchio  si  conduce  il  diametro  A  B 
perpendioolare  a  una  retta  data,  e  poi  per  uno  degli  estremi 
del  diametro,  ad  es.  per  A,  si  conduce  una  retta  che  incon- 
tri  in  M  il  cerchio  ed  in  N  la  retta,  il  rettangolo  dei  seg- 
menti AM  edAN^  costante.  Proposizione  pi&  gonerale. 

620.  Luogo  dei  punti  ne'  qnali  i  segmenti,  tirati  a  una  retta 
data  da  un  pnnto  dato,  sono  divisi  in  rapporto  dato. 
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621.  Lnogo  dei  pmiti  clie  dividono  in  rapporto  dato  le  corde  di 
an  angolo  che  sono  parallele  ad  nna  retta  data.  [892,427]. 

622.  Luogo  dei  pnnti,  le  cui  distanze  da  due  parallele  date 
stanno  in  rapporto  dato.  (Si  divide  secondo  qnel  rap- 
porto [444]  an  segmento  terminato  alle  parallele.  Ecc). 

623.  Laogo  dei  panti,  le  cni  distanze  da  dae  rette,  che  si  ta- 
gliano,  stanno  in  rapporto  dato.  ( Si  costraisca  intanto  an 
panto,  le  coi  distanze  dalle  rette  date  siano  egnali  si  seg* 
menti  che  indicano  il  rapporto  dato.  £  si  anisca  qaesto 
panto  con  qaello  d'  intersezione  delle  rette ....). 

624.  Laogo  dei  panti,  dai  qoali  le  dae  parti  di  an  dato  segmento 
sono  vedate  sotto  angoli  egnali.  [422,  448]. 

625.  Dividere  an  segmento  dato  in  n  parti  continnamente  pro* 
porzionali  e  in  modo  che  dae  parti  consecative  stiano 
tra  loro  come  dae  dati  segmenti. 

626.  Dividere  an  dato  segmento  in  tre  parti  in  modo  che  la 
prima  stia  alia  seconda  come  dae  dati  segmenti,  e  la  se- 
conda  alia  terza  come  dae  altri  segmenti  dati. 

627.  Dividere  an  rombo,  od  an  triangolo,  in  parti  che  stiano 
tra  loro  come  dati  segmenti. 

628.  Dividere  an  rombo  in  dae  parti  che  stiano  in  rapporto 
dato,  e  ci6  con  ana  retta  che  passi  per  an  panto  dato  so- 
pra  an  lato.  (Prima  si  divide  il  rombo  nel  rapporto  dato 
con  ana  parallela,  ecc). 

629.  In  an  cerchio  sono  condotti  dae  raggi ;  si  tiri  tal  corda  che 
sia  divisa  dai  raggi  in  tre  parti  egnali. 

630.  Trovare  dae  segmenti,  data  la  loro  somma  e  dato  il  seg- 
mento che  h  medio  proporzionale  trai  segmenti  stessi.  [432]. 

631.  Trovare  due  segmenti,  dei  qnali  h  data  la  differenza  e  il 
rapporto.  [400]. 

632.  Trovare  dae  segmenti,  data  la  loro  differenza  e  data  la 
media  proporzionale  tra  essi.  ( Si  considera  il  cerchio  che 
ha  la  differenza  per  diametro.  Ecc.  [488]  ). 

633.  Trovare  an  panto,  che  abbia  data  distanza  da  ana  retta  o 
da  an  panto  dato,  e  che  abbia  da  dae  altre  rette  date  tali 
distanze,  che  stiano  tra  loro  in  rapporto  dato.  [623]. 

634.  Trovare  an  panto,  le  cni  distanze  da  tre  rette  date  stiano 
come  tre  dati  segmenti.  [623]. 

635.  Tirare  per  an  panto,  dato  fra  i  lati  di  an  angolo,  ana 
corda  in  modo  che  dai  panto  stesso  essa  sia  divisa  in 
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nn  rapporto  dato.  ( Si  unisce  il  vertice  col  panto,  e  po- 
sto  sul  prolungamento  uo  segmento  quarto  proporzio- 
nale,  ecc....,  si  conduce  la  parallela  ad  uno  dei  lati  del- 
V  angolo,  ecc. ). 

636.  Per  un  pnnto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  le 
distanze  della  retta  da  due  altri  punti  dati  stiano  in  rap- 
porto dato.  [444]. 

637.  Per  il  punto  d'intersezione  didue  cerchi  condurre  una  se- 
cante  in  modo  che  le  corde  comprese  nei  cerchi  stiano  in 
rapporto  dato.  ( Bisogna  dividere  secondo  questo  rapporto 
il  segmento  che  unisce  i  centri.  [187, 392]). 

638.  Per  an  punto  dato  tirare  una  retta  in  modo  che  i  seg- 
ment! dei  lati  di  un  angolo  dato,  compresi  tra  questa  retta 
ed  il  vertice,  stiano  in  rapporto  dato.  [426]. 

639.  Per  un  punto  dato  condurre  tal  retta,  che  tagli  due  rette 
date  in  punti,  le  cui  distanze  dal  punto  dato  stiano  in 
rapporto  dato.  [620]. 

640.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta,  che  tagli  tre  rette 
uscenti  da  uno  stesso  punto,  e  in  modo  che  i  segmenti  della 
prima,  compresi  tra  le  altre  rette,  stiano  in  rapporto  dato. 
(  Si  risolva  dapprima  il  problema  ponendo  il  punto  sopra 
una  delle  rette  date.  [639]). 

641.  Gostruire  un  triangolo,  dato  il  perimetro  e  i  rapporti  a :  b, 
b:c, 

642.  Gostruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  1*  angolo  opposto,  ed 
il  rapporto  del  lato  dato  ad  uno  degli  altri  due  lati. 

643.  Gostruire  un  triangolo,  dato  A,  ha^bic,  [427, 244]. 

644.  Gostruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  la  mediana  (o  I'al- 
tezza )  che  gli  corrisponde,  e  il  rapporto  degli  altri  due 
lati.  [448]. 

645.  Gostruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  la  bisettrice  corri- 
spondente,  e  il  rapporto  degli  altri  due  lati.  [422, 447]. 

646.  Gostruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  il  rapporto  degli  al- 
tri due,  e  r  altezza  calata  sopra  uno  di  questi  ultimi. 

647.  Gostruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  1' angolo  opposto,  ed 
il  rapporto  degli  altri  due  lati. 

648.  Gostruire  un  triangolo,  dati  due  lati  e  la  bisettrice  del- 
r  angolo  compreso.  ( Si  osservi  la  figura  del  §  422.  Goi  dati 
si  pu6  costruire  [440]  11  segmento  CE,  epper6  anche  il 
triangolo  ACE^e  in  seguito  il  triangolo  domandato). 
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649.  8e  A  e  B  sono  i  centri  di  dae  cerchi  disugnali,  edAP, 
B  Q  ana  coppia  di  raggi  paralleli,  la  retta  P  Q  incontra 
la  retta  del  centri  in  an  panto  fisso.  Dedarre  an  metodo 
per  condarre  le  tangenti  comani  a  dae  cerchi. 

650.  Le  secanti  comani  ad  on  cercbio  fisso  e  a  tatti  i  cerchi, 
che  passano  per  dae  dati  panti,  passano  per  ano  stesso 
panto.  [436]. 

651.  Se  eiascnno  di  tre  cerchi  taglia  gli  altri  due,  le  secanti 
comani  passano  per  ano  stesso  panto.  [434]. 

652.  Se  sopra  an  segmento,  diviso  in  sesdone  aorea,  si  costrai- 
sce  an  triangolo  rettangolo,  in  modo  che  il  panto  di  di- 
visione  sia  il  piede  della  perpendicolare  calata  dal  yertice 
dell'angolo  retto,  i  lati  del  triangolo  sono  in  proporzione 
continaa.  [432, 407]. 

653.  Se  da  on  panto  di  an  lato  di  an  angolo  acato  si  cala  la 
perpendicolare  soU'altro  lato,  e  dal  piede  di  qaesta  la  per- 
pendicolare sal  prime  lato,  e  cosi  via,  le  distanze  dei  piedi 
delle  perpendicolari  dal  rertice  dell'  angolo  sono  in  pro- 
porzione continaa.  [417]. 

654.  Se  ana  retta  d  tangente  a  an  cerchio,  e  si  cala  dal  panto 
di  contatto  la  perpendicolare  sopra  an  diametro  qaalsi- 
voglia,  e  dalle  estremit  ji  di  qnesto  diametro  e  dal  centre 
si  inalzano  le  perpendicolari  al  diametro  stesso  fine  all'in- 
contro  con  la  tangente,  le  qnattro  perpendicolari  sono  in 
proporzione  continaa. 

655.  Le  corde,  oscenti  dal  panto  di  contatto  di  nna  tangente 
ad  an  cerchio,  sono  tagliate  da  ana  corda  qaalanqae  pa- 
rallela  alia  tangente  in  modo  che  il  rettangolcf,  contenuto 
da  ana  corda  e  dal  sao  segmento  compreso  tra  le  dae  pa- 
rallele,  &  costante.  [294,  429]. 

656.  Se  da  on  panto  dell'  ipotenasa  si  calano  le  perpendicolari 
soi  cateti,  il  rettangolo  dei  segmenti  dell'ipotenasa  h  eqai- 
valente  alia  somma  dei  rettangoli  contenati  dai  segmenti 
dei  cateti.  ( Sia  BCV ipotenasa,  E il  panto  della  stessa, 
ED  ed  EF  \^  parpeadicolari  calate  rispettivamente  sa 
AB,  AC.  Si  cali  da  D  la  perpendicolare  DH  soli' ipote- 
nasa. Si  confrontino  i  triangoli  DEH,  ECF^e  poi  i  dae 
DBH.CEE). 

657.  AB  ^  ana  corda  di  un  cerchio  di  centre  0,  e  (7 an  panto 
.    qaalanqae  del  cerchio.  D  ed  E  sono  i  pnnti  nei  qnaU  la 
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perpendicolare  ad  ^  ^  nel  panto  medio  h  incontrata  dalle 
rette  AC,  BC.  Si  provi  che il  quadrato  del  raggio  &  equi- 
yalente  al  rettangolo  dei  segmenti  0 D,  OE.  (Si  prover Ji 
che  i  triangoli  OCD,  OEC  hanno  gli  angoli  rispettiva- 
mente  ugaali;  11  che  vien  fatto  osservando  che  C{E)D 
e  D(C)0 sono  complementi ddA{B)C). 

658.  In  un  trjangolo  qualunqne  il  rettangolo  di  due  lati  &  equi- 
yalente  alia  somma  del  quadrato  della  hisettrice  dell'  an- 
golo  compreso  e  del  rettangolo  dei  segmenti  in  cui  resta 
diviso  il  terzo  lato.  ( Si  circoscrive  il  cerchio  al  triangolo, 
e,  prolungata  la  hisettrice  A  D  fino  ad  incontrarlo  in  E,  si 
coDfrontano  [426]  i  triangoli  ABD^AEC.  [480,486]). 

659.  8e  ABC  ^un  triangolo  rettangolo  iscritto  in  un  cerchio, 
e  da  un  punto  D  qualsivoglia  del  diametro  AB  si  tira  la 
perpendicolare  al  diametro  stesso,  la  quale  incontri  in  E 
il  cerchio,  ed  in  J^ ed  J? le  rette  AC,  BC,  in  tal  caso  DE 
h  media  proporzionale  tr&DFeDB.  [432, 426, 407]. 

660.  Da  un  punto  A  sono  tirate  le  tangenti  AB,  AC  ad  un 
cerchio  di  centro  0,  e  poi  4  condotta  la  J3  £7  perpendico- 
lare al  diametro  CD;  dimostrare  che  BE  k  dimezzata 
da  iiZ>  in  F,  (I  triangoli  DEF,  DC  A  hanno  gli  angoli 
rispettivamente  uguali,  e  cosl  i  due  DEB,  OCA,  8i  per- 
viene  [407]  alia  proporzione  EF  :  EB  z=z  OC  :  DC). 

661.  Se  per  il  punto  d'incontro  delle  mediane  di  un  triangolo 
si  tira  una  retta  qualunque,  e  si  calano  sulla  stessa  le  per- 
pendicolari  dai  vertici,  la  sonmia  delle  due  perpendico- 
lari,  che  sono  da  una  stessa  handa  della  trasversale  ^ 
Qgaale  alia  terza.  (Si  cali  sulla  trasversale  la  perpen- 
dicolare dal  punto  di  mezzo  dal  lato  non  attraversato 
dalla ...). 

662.  Una  corda  di  un  trapezio,  parallela  alle  basi,  taglia  i  lati 
concorrenti  nel  rapporto  di  m  ad  n.  Si  domanda  il  rap- 
porto  della  corda  alia  somma  delle  basi. 

663.  Se  i  lati  di  un  triangolo  sono  divisi  nel  rapporto  di  m  ad  n, 
e  dai  punti  di  divisione  e  dai  vertici  del  triangolo  si  tirano 
altrettante  parallele  fino  ad  incontrare  una  retta  estema 
al  triangolo,  la  somma  dei  tre  segmenti  tirati  dai  vertici 
^  uguale  alia  somma  degli  altri  tre,  tirati  dai  punti  di  di- 
visione dei  lati. 

664.  Se  un  angolo  ruota  intorno  al  suo  vertice,  e,  presi  sulle 
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posizioni  del  primo  lato  dei  pnnti  in  linea  retta.  si  pren- 
dono  sulle  posizioni  dell'  altro  lato,  partendo  dal  yertice 
comune  0,  dei  segmenti  proporzionali  ordinatamente  a 
quelli  che  sono  sagli  altri  lati,  anche  i  termini  dei  nuovi 
segmenti  sono  in  linea  retta.  (  Siano  ^ ,  B ,  C. . .  i  primi pnn- 
ti, ed  A' J  B\  C ...  i  secondL  Si onisca  B'  con  A'  e  con  C, 
e  si  confrontino  [426]  i  triangoli  AOB^AO  Crispettiva- 
mente  con  A'O'B',  A'O'C.  [128]). 

665.  Se  dai  vertici  di  an  triangolo  si  conducono  ai  lati  oppo- 
sti,  o  ai  loro  prolnngamenti,  tre  segmenti  egnali,  e  da  an 
panto  qnalsivoglia,  intemo  al  triangolo,  si  tirano  tre 
segmenti  rispettivamente  paralleli  ai  precedent!,  e  qnesti 
pare  flno  all'incontro  dei  tre  lati,  la  somma  di  questi  nl- 
timi  6  agaale  ad  ano  dei  primi.  ( Bisogna  nnire  il  pun  to 
interne  0  con  ciascnno  dei  vertici  ^,  B,  C,  e  prolungare 
ciascuDO  di  qnesti  segmenti  fino  al  lato  opposto.  Poi  si 
prova  [884, 426]  che  il  triangolo  ABC  sta  a  ciascnno  dei 
tTQ  OABj  OBC,  OiiC  rispettivamente,  come  ano  dei  tre 
segment!  sta  al  parallelo.  Qnindi...  [405,401]). 

666.  Se  sopra  ana  retta,  partendo  da  an  panto  A  e  dalla  stessa 
banda,  si  prendono  tre  segmenti  ^B,  AC,  AD  oontiuna- 
mente  proporzionali,  e  poi  si  tira  da  A  an  segmento 
AE=ACj  Tangolo  DEB  ^  dimezzato  da  EC,  (Anzi- 
tatto  si  appliohi  alia  proporzione  data  il  teorema  400,  e 
poi  il  408.  Poi  ai  triangoli  AED,AEB  il  teorema  427). 

667.  Se  da  an  panto  P  esterno  ad  an  cerchio  si  tirano  le  tan- 
gent! PCf  PD,  e  la  retta  CD  (*),  che  passa  per  !  pant! 
di  con  tatto,  tagli  in  Q  il  diametro  A  OB,  che  passa  per  P, 
le  distanze  dei  pnnti  A  e  B  dal  panto  P  stanno  come 
qnelle  degli  stessi  AeB  dal  panto  Q.  ( Si  osservi  che  CB 
dimezza  [294]  Pangolo  PCQ,  e  che  la  CA,  perch^  per- 
pendicolare  a  CB,  dimezza  Pangolo  esterno  adiacente 
air  angolo  PC  Q.  [422, 424]). 

668.  Se  per  an  vertice  di  an  triangolo  si  condnce  il  diametro 
del  cerchio  iscritto,  e  dal  panto,  nel  qnale  esso  taglia 
il  lato  opposto,  si  calano  le  perpendicolari  sagli  altri  dae 


{*)  II  punto  P  d  detto  polo  delta  retta  C  Q  D,  e  CQD  e  detta  polare 
del  punto  P,  rispetto  al  cerchio. 
I  puoti  P  e  0  si  dicoDO  coniugati  armoniei  rispetto  al  cerchio.  • 
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lati,  e  si  uniscono  i  piedi  delle  dae  perpendicolari,  si  ot- 
tiene  una  retta  parallela  al  primo  lato. 
€69.  In  ogni  triangolo  il  centro  del  cerchio  isciitto,  il  panto  di 
concorso  delle  mediane  e  il  centro  del  cerchio  iscritto  in 
quel  triangolo,  cbe  ha  i  vertici  ne'  punti  di  mezzo  dei  lati 
del  triangolo  dato,  sono  in  linea  retta.  £  la  distanza  dei 
dne  primi  punti  h  doppia  della  distanza  dei  due  ultimi. 

670.  In  un  triangolo  qualunque  il  centro  del  cerchio  circoscrit- 
to,  il  punto  di  concorso  delle  mediane  e  il  panto  delle  al- 
tezze  sono  in  linea  retta,  e  la  distanza  dei  due  primi  punti 
h  metk  della  distanza  tra  i  due  ultimi. 

671.  In  ogni  triangolo  rettangolo  la  somma  dell^ipotenusa  e 

delUaltezza  corrispondente  6  maggiore  della  somma  dei 
cateti.  (Si  dimostri  [426,400,401]  dapprima  che  la  diffe- 
renza  tra  I'ipotenusa  ed  un  cateto  ^  maggiore  della  difife- 
renza  tra  Taltro  cateto  e  I'altezza). 

672.  In  ogni  triangolo  la  semidifferenza  di  due  lati  ^  media 
proporzionale  tra  le  distanze  del  punto  di  mezzo  del  terzo 
lato  dai  punti  nei  quali  questo  lato  ^  diviso  dalPaltezza 
e  dalla  bisettrice  corrispondente.  (Sia  ABCH  triangolo; 
ABy^  AC'jDil  punto  medio  di  BC;Eed  Fie  estremit& 
della  bisettrice  e  dell'altezza  uscenti  dal  vertice  A,  Ca- 
lando  da  C  la  CH  perpendicolare  alia  bisettrice  AE^  si 
ha  [805]  in  D  If  la  semidifierenza  tra  AB  ed  AC.  Biso- 
gna  confrontore  [426]  i  triangoli  BED  ed  FHD.  Per 
provare  che  h  E(H)D^D(F)H,  gioverli  osservare 
che  il  quadrangolo  A  HFC  h  iscrittibile ). 

673.  Luogo  dei  punti,  nei  qaali  sono  divisi  secondo  un  rapporto 
dato  i  segmenti  condotti  da  un  punto  dato  ad  un  dato  cer- 
chio. ( Si  divida  in  O,  secondo  quel  rapporto,  il  segmento 
che  unisce  il  punto  A  col  centro  C  Usando*del  punto  0 
per  dividere  [440]  gli  altri  segmenti,  si  prova  poi  facil- 
mente  che  il  luogo  ^  un  cerchio.  [426] ). 

674.  Due  segmenti  ^^,  AC  sono  divisi  proporzionalmente  in 
D  ed  in  E,  e  le  perpendicolari  ai  segmenti  stessi,  tirate 
per  D  e  per  Ej  s'  incontrano  in  F,  Dimostrare  che  il  luogo 
del  panto  F  ^  una  retta,  che  passa  per  A,  [417, 426, 427]. 

675.  Per  un  punto  P,  preso  sopra  un  cerchio,  si  tiri  una  corda 

PB  e  su  questa  si  prenda  un  segmento  PB'  in  guisa  che 

il  rettangolo  di  PB  e  PB'  sisk  equivalente  a  un  quadrato 
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date.  Si  domanda  il  luogo  dei  punti  B'.  (Si  tiii  ancbe  il 
diametro  PA^e  trovato  il  pun  to  A'^  si  confrontino  [427] 
i  triangoli  PBA,PA'B'.  [30BJ). 

676.  Luogo  dei  punti  dai  quali  due  cercHi  dati  sono  veduti  sotto 
il  medesimo  angolo.  {8e  M^ua  punto  del  luogo,  il  e  jB  i 
centri,  C  e  D  due  punti  di  contatto,  dal  confronto  di  due 
triangoli  si  trova  che  il  rapporto  di  Af  il  ad  MB  ^  uguale 
a  quello  dei  raggi.  £cc. ). 

677.  Trovare^fuori  di  un  cerchio  dato,  tal  punto,  che  la  somma 
delle  tangenti  condotte  da  esso  al  cerchio  sia  eguale  alia 
secante,  che  passa  per  il  centre. 

678.  Per  un  punto  dato  tirare  una  retta,  che  passi  per  il  punto 
di  concorso  di  due  date,  e  ci6  senza  usare  di  questo  punto. 
( Per  il  punto  dato  A  si  conduca  una  retta,  che  tagli  le 
date  in  J9  e  in  C.  Poi  una  parallela,  che  le  tagli  in  D  e 
in  E.  [443,  602]). 

679.  In  un  cerchio  h  dato  un  punto  A  e  una  corda  B  C.  Si  vuol 
condurre  una  corda  A  Z>,  che  tagli  ^C  in  £  in  guisa  che 
DE  e  DC stiano  in  rapporto  dato.  ( Del  triangolo DEC 
si  possono  [427]  determinare  gli  angoli  ). 

680.  Trovare  un  punto  da  cui  tre  segmenti  AByBCjCD,  di 
una  stessa  retta,  si  vedano  sotto  angoli  eguali.  [422, 447]. 

681.  Condurre  una  tangente  a  un  cerchio  da  un  punto  dato, 
e  ci6  senza  usare  del  centre  del  cerchio.  ( In  base  al  §  438 
si  determina  la  distanza  del  punto  di  contatto  dal  punto 
dato ). 

682.  Descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  due  punti  dati,  e  toc- 
chi  una  retta  data.  ( Si  tira  la  retta,  che  passa  per  i  due 
punti,  fino  all*incontro  della  retta  data.  Su  questa  si  pu6 
quindi  [438,442]  determinare  il  punto  di  contatto). 

683.  Dato  un  angolo  e  un  punto,  trovare  sopra  unlato  un  punto 
che  sia  egualmente  distante  dal  punto  dato  e  dall'  altro 
lato  deir  angolo.  (Costruendo  il  punto,  che  ^  sinunetrico 
col  dato  rispetto  al  primo  lato,  il  problema  h  ridotto  al 
precedente ). 

684.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  rette  date,  e  passi 
per  un  punto  dato.  (II  problema  si  riduce  subito  al  prece- 
dente. [109]). 

685.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  rette  date  e  un  cer- 
chio dato.  ( Gonsiderando  il  cerchio,  che  6  concentrico  col 
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richiestOy  e  che  passa  per  il  centro  del  dato,  si  riduce  la 
questione  alia  precedente ). 

686.  Descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  due  punti  dati  e  toe- 
cbi  nn  cerchio  dato.  ( Si  descriva  un  cerchio,  che  passi 
per  i  punti  ^  e  ^  e  tagli  il  cerchio  dato.  II  punto  d*  incon- 
tro  della  retta  A  B  con  la  secante  comune  h  un  punto  della 
tangente  comune  al  cerchio  dato  ed  al  cerchio  richiesto). 

687.  Sopra  una  retta  data  trovare  un  punto,  le  cui  distanze  da 
due  punti  dati  abbiano  difiPerenza  data.  ( Si  riduce  il  pro- 
blema  al  precedente,  considerando  il  punto,  che  h  simme- 
trico  con  uno  dei  dati,  rispetto  alia  retta  data }. 

688.  Dati  due  punti  AeBe  una  retta  passante  per  By  si  vuol 
determinare  su  questa  retta  due  punti  X^  F  in  modo  che 
siano  equidistanti  da  B,  e  che  X(A)  F  sia  eguale  a  un 
angolo  dato.  ( Si  preudano  suUa  retta  data  due  punti  equi- 
distanti da  B]  poi  si  trovi  suUa  BA  tal  punto  ecc.  [305]). 

689.  Trasformare  un  quadrate  in  un  rettangolo,  nel  quale  due 
lati  consecutivi  abbiano  an  rapporto.dato.  (Sulla  somma 
dei  due  segmenti  A  By  BC,  che  indicano  il  rapporto,  si 
descriva  mezzo  cerchio.  Condotta  per  B  la  perpendicolare 
ad  A  C,  che  incontri  il  cerchio  in  JD,  su  questa  si  pren- 
da  BE,  uguale  al  lato  del  quadrato  dato.  Infine  si  con- 
durranno  perils  parallele  alle  DA,  DC). 

690.  Trasformare  un  quadrato  in  un  triangolo  equilatero.  (Poi- 
ch^  un  triangolo  equilatero  ^  equivalente  ad  un  rettan- 
golo, che  ha  un  lato  eguale  all'  altezza  ed  uno  alia  met& 
del  lato  del  triangolo  equilatero,  il  lato  del  quadrato  ^ 
medio . . .  ecc). 

691.  Dato  un  cerchio  e  due  punti  di  un  diametro  trovare  sul 
cerchio  tal  punto  che  i  segmenti,  che  lo  uniscono  co'  punti 
dati,  formino  con  la  tangente  al  cerchio  in  quel  punto  an- 
golieguali.  [422,447]. 

692.  Dato  un  quadrangolo,  trovare  un  punto,  le  cui  distanze 
da  due  lati  opposti  stiano  in  rapporto  dato,  e  le  cui  di- 
stanze dagli  altri  due  lati  diano  somma  eguale  a  dato 
segmento.  [349]. 

693.  Tirare  da  an  vertice  di  an  triangolo  al  lato  opposto  tale 
segmento,  che  sia  medio  proporzionale  tra  le  parti  in  cui 
esso  taglia  il  lato.  (  Si  supponga  prolongato  11  segmento 
di  una  parte  uguale  ad  esso ). 
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694.  Oondurre  in  un  triaDgolo  aua  corda,  che  sla  parallela  a 
an  lato,  e  che  stia  in  dato  rapporto  col  segmento  di  ono 
degli  altri  lati  compreso  tra  le  parallele.  (  Si  prolonga  ono 
dei  due  lati  di  un  segmento  che  stia  al  primo  lato  nel  dato 
rapporto.  Ecc). 

695.  Gondurre  in  an  triangolo  una  corda  che  sia  parallela  ad 
un  lato,  e  media  proporzionale  tra  i  segmenti  in  cui  essa 
taglia  uno  degli  altri  lati.  ( Si  cerchi  dapprima  la  terza 
proporzionale  dopo  questo  lato  ed  il  primo.  Ecc.). 

696.  Costruire  un  triangolo, date  Aa  )  ^ a » ed  a  :  6.  [688]. 

697.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  la  differenza  ed  il 
rapporto  degli  altri  due.  [672]. 

698.  Se  per  un  punto  E  di  una  mediana  ilZ>  di  un  triangolo 
^^C  si  tirano  due  rette  BE^CE,  che  incontrino  rispet- 
tivamente  in  i7 ed  in  J^ i  lati  ACjAB,  la  retta  FH^  pa- 
rallela a  BC.  ( Si  tiri  per  i^la  parallela  tL  BC,  fino  ad  in- 
contrare  AC  in.  K^e  poi  si  unisca  K  con  E.  Sia  3if  il  punto 
dove  FK  incontra  AD^eai  considerino  i  triangoli  FME, 
CDE.  Quindi  1  due  MKE,  BDE). 

699.  Mediante  la  sola  riga,  date  due  parallele  ed  un  punto  M^ 
condurre  per  Jf  la  parallela  alle  rette  date.  (Per  M  si 
tirino  due  rette,  che  seghino  una  delle  date  in  ^  e  B,  V  al- 
tra  in  C  e  Z).  Per  il  punto  d'  incontro  delle  AD^BCsi  tiri 
una  retta,  che  seghi  le  date  in  E  ed  F.  Le  rette  CE  ed 
FB  s'incontrano  in  un  punto  della  retta  richiesta). 

700.  Con  V  U80  della  sola  riga,  essendo  dato  un  romho  ed  una 
retta,  condurre  una  parallela  alia  retta  data.  ( Si  tirino 
due  rette  per  i  punti,  dove  due  lati  contigui  del  rombo 
incontrano  la  retta  data,  e  per  un  punto  di  una  diago- 
nale . . .  Ecc). 


CAPITOLO  XII 

POLIGONI 8IMILI 


Triangoli  simili. 

449.  Def*  Due  triangoli^  che  abbiano  gli  angoli 
rispettivamente  uguali  e  i  lati  proporzionali  (*),  si  d«- 
cono  simili  (**). 

In  due  triangoli  simili  i  lati  opposti  agli  angoli 
egnali  si  dicono  omologhi]  e  si  dicono  omologhi  anche 
gli  angoli  eguali,  e  i  vertici  degli  angoli  eguali. 

4ftO.  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  due  angoli 
rispettivamente  uguali,  essi  sono  simili  (***). 

Villi.  E  stata  data  nel  §  426. 

451*  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  un  angolo 
eguale,  e  i  lati  che  contengono  i  due  angoli  eguali  sono 
in  proporzione,  essi  sono  simili, 

Ulm.  E  stata  data  nel  §  427,  dove  si  prova  che 
i  rimanenti  angoli  dei  due  triangoli  sono  eguali  tra 
loro ;  donde  si  pu6  [450]  senz'altro  conchiudere  che  i 
triangoli  sono  simili. 

4^9.  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  i  lati  propor^ 
zionali,  essi  sono  simili. 

(*)  Vedi  nota  del  §  410.  Nel  caso  dei  triangoli  simili  sono 
corrispondenti  due  lati  opposti  ad  angoli  eguali. 

(**)  II  t-eorema  del  §  426  prova  che  si  danno  triangoli,  nei 
quali  sono  sodisfatte  ad  un  tempo  tutte  le  condizioni  espresso 
dalla  definizione. 

(***)  Nel  dire  che  i  triangoli  sono  simili,  a  dir  vero,  si 
ripete  1'  ipotesi.  Si  dice  similij  per  brevity,  intendendo  dire  che 
anche  gli  angoli  rimanenti  sono  eguali,  e  che  i  lati  dei  trian- 
goli Bono  proporzionali. 
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Vim.  I  triangoli  ABC^  DEF  abbiano  i  lati 
proporzionali,  e  per  I'appunto  sia : 

AB  :   DE   —    AC  :  DF  =    EC  :    EF. 

Dico  ohe  gli  angoH  oppo- 
sti  ai  lati  corrispondenti  sono 
eguali. 

Sal  raggio  AB  si  faccia 
AH=  DE,  e  poi  si  tiri  HK 
[250]  parallelamente  a  jBC.  Al- 
lora,  per  il  teorema  di  Talete, 
abbiamo  che : 

AB  :  AH  =   AC  :   AK. 
Abbiamo  poi,  per  ipotesi, : 

AB  :   DE  =   AC  :    DF. 
Confrontando  le  due  proporzioni,  troviamo  che  hanno 
i  primi  tre  termini  ordinatamente  uguali.  Per  conse- 
guenza  [402]  6  anche  AK^  DF, 

Ora  dai  triangoli  ABC,  A  HK,  perche  banno  gli 
angoli  rispettivamente  nguali  [252],  abbiamo  [450J 

che:  AB  :   AH  =   BC  :   HK. 

Ma  per  ipotesi  & : 

AB  :    DE  =    BC  :   EF. 

Quindi  [402]  6  HK=EF. 

Se  ora  confrontiamo  i  triangoli  AHK,  DEFj 
troviamo  che  hanno  i  lati  rispettivamente  uguali;  per 
conseguenza  [151]  abbiamo  K{A)H^  -P(-O)  E.  Ed 
essendo  [252]  A{B)C  =  A(H)K,  e  anche  A  (B)  C 
^  D(E)F.  In  conchiusione  i  triangoli  ABC,  DEF, 
oltre  dei  lati  proporzionaL',  hanno  gli  angoli  rispetti- 
vamente uguali ;  sono  dunque  simili,  c.  d.  d. 

4S8«  Probl*  Cosiruire  un  triangolo,  che  sia  si-- 
mile  ad  un  triangolo  dato,  e  che  ctbbia  due  punti  dati 
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come    verttci  omologhi  a  due  vertici  assegnati  del 
iriangolo  dato. 

Rlsol*  Siano  dati  im  triangolo  ABC e  due ptmti 
2>,  E,  Si  vuol  costniire  un  triangolo,  che  sia  simile 
Ad  ABC  J  e  nel  quale  D,  E  siano  due  vertici,  omolo- 
ghi rispettivamente  dixAeB. 

Si  costruii/cano  in  Z>  ed  £,  e  da  una  stessa  banda 
di  DE^  due  angoli  rispettivamente  uguali  agli  angoli 
m  A  e  B  del  triangolo  dato.  Poich^  la  somma  di 
questi  due  angoli  e  minore  di  due  retti  [133],  e  mi- 
nore  di  due  retti  anche  la  somma  dei  due  angoli  co* 
struiti  in  Z)  ed  J57;  epper6  [255]  le  rette  DF  ed  EF 
s' incontrano.  Se  i^  6  il  pun  to  d'incontro,  D  EF  h  il 
triangolo  domandato.  [450]. 

Omu.  Nel  piano  dato  il  problema  ammette  mani- 
festamente  due  soluzioni. 

454*  Teor.  Due  triangoli  simili  stanno  tra  loro, 
come  un  lato  del  primo  sta  al  segmento  che  i  terzo 
proporzionale  dopo  il  detto  lato  e  I'omologo. 

Dim.  Siano  ABC,  DEF  due  triangoli  simili,  e 
per  I'appunto  sia : 

A  (B)  C  =  D{E)F      e      B{C)A  =  E(F)D; 

cosi  BC  ed  EF  sono  due 
lati  omologhi. 

Indichiamo  con  a  il  seg- 
mento,  per  il  quale  e : 
BC  :  EF  =  EF  :  a. 
Proveremo  che : 
ABC'.DEF  =  BC:a. 
Perci6,  sui  prolunga- 
dei  lati  BC,AC,  si  faccia 
CH^  EF  e  CK'^DF,  e  poi  si  unisca  H con  A  e 
con  K. 
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Allora,  poichS  H(C)  K  e  ngoale  a  B{C)  A  e 
qnindi  anche  ad  E{F)D^  i  triaBgoli  KHC  e  DBF 
sono  eguali  [149]. 

E  poiche  triangoli  d'egoale  altezza  staimo  tra 
loro  come  le  basi  [384] : 

ABC  :  ACH  =  BC  :  CH, 
ed  ACH  :  HCK  =  AC  :  CK, 

Ossia  ABC  :  ACH  =  BC  :  EF,  (1) 

ed  ACH  :  DBF  =  AC  :  DF. 

Ma       AC  :  DF  =  BC  .  EF  =  EF:  a. 
Quindi  [390] : 

ACH  :  DEF  =  EF:  a, 
epperft,  invertendo, : 

DEF  :  ACH  =  a  :  EF.  (2) 

Infine,  poichS  nelle  proporzioni  (1)  e  (2)  i  con- 
seguenti  sono  rispettivamente  ngnaii,  conchiudiamo 
[404]  che: 

ABC  :  DEF  =  BC  :  a         c.  d.  d. 

Poligoni  simili. 

465.  Teor.  Se  dlquanti  triangoli,  aventi  due 
vertici  comuni,  sono  rispettivamente  simili  ad  altret- 
tanti  triangoli  aventi  due  vertici  comuni,  e  ciascuno 
dei  vertici  comuni  ai  primi  triangoli  i  omologo,  per 
ciascuna  coppia  di  triangoli  simili,  di  uno  e  di  uno 
stesso  dei  vertici  comuni  degli  altri  triangoli  (*),  e  se- 
condo  che  due  dei  primi  triangoli  cadono  da  una 

{*)  Qui  bisogna  intendere  che,  b6  M,  N  sono  i  vertici  co- 
mani  dei  primi  triangoli,  ed  M',  N'  sono  i  vertici  comuni  de- 
gli altri,  e  se  in  una  coppia  di  triangoli  simili  Med  M'  sono 
due  vertici  omologhi,  codesti  punti  sono  vertici  omologhi  in 
ciascuna  altra  delle  coppie  di  triangoli  (  e  non  potrebbe  essere 
in  una  di  queste  M  omologo  di  jY'). 
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gUssa  handa  o  da  bande  opposte  del  lata  camune^ 
anche  i  triangoU  corrispondenti  cadono  da  una  stessa 
handa  o  da  bande  opposte  del  laio  comune,  allora  le 
distanze  ira  i  vertici  del  primi  triangoU  sono  propor- 
zionali  alle  distanze  ira  %  vertici  dei  secondi,  e  Van- 
goto  compreso  da  due  qualunque  delle  prime  distanze, 
the  abbiano  una  estremith  comune,  i  uguale  alVan- 
golo  compreso  ira  le  distanze  corrispondenti.  (*). 

Dim*  I  triangoli  MNA,  MNB,  MNC...,  oo- 
struiti  sulla  stessa  base  MN,  siano  rispettlvamente 
simili  ai  triangoli  M'N'A\  M'N'B',  M'N'C'..., 
che  sono  costruiti  sti  medesima  base  M'N\  Siano  -Jf, 
M'  vertici  omologhi  per  ciascuna  coppia  di  triangoli 
simili,  e  tali  siano  i  vertici  j^,  ^';  e  secondo  che  due 
dei  primi  triangoli  giacciono  da  una  stessa  banda,  o 
da  bande  opposte  di  M  N,  i  triangoli  corrispondenti 
giacciano  da  una  stessa  banda,  o  da  bande  opposte 

di  M'N'.  Dico  che  le 
?_      r.'         distanze  tra  i  vertici 

dei  primi  triangoli  so- 
no proporzionali  alle 
\  //^V^'1  /I        Iiir-'''''^^'iiJ         distanze  tra  i  vertici 

H^l— ^1  "-^Jvl         del  secondi  triangoli; 

e  che  due  qualunque 
delle  prime  distanze, 
che  abbiano  un  termine  comune,  comprendono  angolo 
egnale  a  quello  delle  distanze  corrispondenti. 

{*)  il  chiaro  che  si  possono  dare  due  gruppi  di  triangoli 
aventi  tra  loro  le  relazioni  accennate  dal  teorema.  Infatti,  co- 
stmiti  ad  arbitrio  qnanti  si  vogliano  triangoli  con  due  ver- 
tici M,  iVcomuni,  e  presi  due  punti  qualunque  Ji',  N%  si  pos- 
sono costruire  su  M'  N'  dei  triangoli  rispettlvamente  simili 
ai  precedent!  [453],  ecc. 
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Per  conto  della  prima  parte  del  teorema,  prove- 
remo  che  la  distanza  tra  due  qualanque  del  vertioi 
del  primi  triangoli  sta  alia  distanza  comspondente, 
come  MN  sta,  ad  M'N'. 

Per  il  caso  che  dei  due  vertici,  che  si  prendono 
nella  prima  figura,  uno  sia  il  punto  If,  ovvero  il  pun- 
to  Nj  i  due  rapporti  sono  eguali  per  ipotesi.  Infatti, 
ad  es.;  si  ha  che : 

AM  :  A'M'   —   MN  :  M'N\ 

per  la  simiglianza  dei  triangoli  AMN^  A'M'N\ 

Passando  al  caso  generale,  proponiamoci  di  pro- 
vare,  ad  es.,  che : 

BC  :  B'C   =   MN  :  M*N\ 

Intanto,  per  la  simiglianza  dei  triangoli  MNB, 
M^N'B'j  abbiamo  che: 

B{M)N  =   B'(M')N\ 
E  per  quella  dei  triangoli  MNCj  M'N'C\  egli  6: 

C{M)N  =   C'{M')N'. 
Per  conseguenza  6 : 

B{M)C  =    B'{M')C\ 

Abbiamo  poi  che  [390]: 

BM  :  B'M'   =   CM  :  C'M\ 

Pertanto  i  triangoli  JSJJfC,  B*M*C'  sono  simili  [451]; 
epper6 : 

BC  :  B'C   =  BM  :  B'M\ 

Ma  BM:  B'M'  =   MN  :  M'N\ 

Quindi  [390]  anche : 

BC  :  B'C    =   MN  :  M'N\ 
Cosi  la  prima  parte  del  teorema  e  dimostrata. 


^ 
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Consideriamo  ora  nella  prima  figura  due  distan- 
ze,  cbe  abbiano  una  estremita  in  comune,  ad  es.  le 
due  BA  e  BC,  e  nella  seconda  figura  le  corrispon- 
denti  distanze.  Dico  cbe  Tangolo  compreso  dalle  prime 
^  uguale  airangolo  compreso  dalle  seconde. 

Perci6  tiro  i  segment!  AC  ed  A*C\  e  considero  i 
triangoli  ABC^  A'B*C\  Poich6,  per  quanto  si  6  ormai 
dimostrato,  questi  due  triangoli  hanno  i  lati  proporzio- 
nali,  i  loro  angoli  sono  [452]  rispettivamente  uguali. 
Abbiamo  adunque : 

C{B)A    =    C'{B')A\ 
E  cosi  resta  provata  anche  la  seconda  parte  della 
nostra  proposizione. 

4&II.  O«0.  l\  Se  tre  punti,  ad  es.  i  tre  ^,  fi,  (7 
di  una  delle  due  figure  fossero  in  linea  retta,  sareb- 
bero  in  linea  retta  anche  i  punti  corrispondenti 
A\  B\  C  Infatti,  in  tal  caso,  essendo  supplementari 
i  due  angoli  MBA^  CBMj  sarebbero  supplementari 
gli  angoli  corrispondenti  M'B'A',  C'B*M\ 

459*  Os8«  9^*  Se  nella  prima  figura,  presi  n  pun- 
ti, ed  attribuito  ad  essi  un  certo  ordine,  uniamo  il  pri- 
me punto  col  secondo,  il  secondo  col  terzo....,  V{n  —  1  ).e- 
simo  con  Vn.esimo^  e  poi  tiriamo  nella  seconda  figura 
i  segmenti  corrispondenti,  otteniamo  due  spezzate, 
che  hanno  i  lati  ordinatamente  (*)  proporzionali  ed 
eguali  gli  angoli  compresi  da  lati  corrispondenti. 

Che  se  uniamo,  in  ambedue  le  figure,  anche  Vn.e- 
simo  punto  col  primo,  allora  otteniamo  due  poligoni, 
che  hanno  i  lati  ordinatamente  proporzionali,  ed 
eguali  gli  angoli  compresi  da  lati  corrispondenti. 

(*)  Con  la  parola  ordinatamente  intendiamo  esprimere 
che  a  lati  consecutivi  d'  ana  spezzata  corrispondono  lati  con- 
secati7i  dell'altra. 
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4ft8.  Def.  DuepoUgoni  (o  due  spezzate),  se  hanno 
i  lati  ordinatamente  {**)  proporzionali^  ed  eguali  gli 
angoli  compresi  da  lati  corrispondenti,  si  dicono  simili. 

Due  lati  corrispondenti  di  due  poligoni  simili  si 
dicono  omologhi.  E  si  dicono  omologhi  due  angoli 
compresi  da  lati  omologhi,  ed  omologhi  i  vertici  di 
questi  angoli. 

4ft9#  ProM.  Costruire  un  poligono,  che  sia  si- 
mile a  un  poligono  dafo,  che  abbia  due  vertici  in  due 
punti  dati,  e  in  modo  che  questi  riescano  omologhi  di 
due  vertici  assegnati  del  poligono  dato. 

Risol.  Sia  dato  an  poligono  qualunque  ABCD...J 
e  due  punti  A',  B\  Si  tratta  di  costruire  un  poligono, 
che  sia  simile  al  dato,  e  che  abbia  due  vertici  in  A\  B\ 
e  in  modo  che  A'  sia  I'omologo  di  ^,  e  j5'  di  i?. 

Perci6  si  uni- 
soano  i  vertici  A%B 
del  poligono  dato 
con  ciascuno  degli 
altri  vertici  del  po- 
ligono stesso.  Quin- 
di  si  costruiscano  i 
triangoli  A' B' C , 
A'B'I)',   A'B'E\.. 

rispettivamente    simili   ai   triangoli    ABC^    ABDy 
ABE...,  e  similmente  disposti;  poi  si  tirino  i  seg- 


(*)  Notiamo  che  non  k  superflna  (clod  inclusa  nelle  altre) 
la  condizione  espressa  dalla  parola  ordinatamente.  Due  poli- 
goni potrebbero  avere  lati  proporzionali  ed  angoli  rispettiva- 
mente uguali  e  non  essere  simili.  (Cfr.  la  nota  del  §  178). 

L'osservazione  precedente  prova  che  esistono  figure  nelle 
quali  hanno  laogo  tatte  ad  an  tempo  le  condizioni  espresse 
nella  definizione. 
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menti  CD',  D'^',  ecc.  Ilpoligono  ^'B'C'i>'..,  che 
risulta,  i  il  poligono  domandato. 

Dim.  Infatti,  poichd  i  triangoli  costruiti  snlla 
base  A  B  sono  simili  rispettivamente  ai  triangoli  co- 
struiti snlla  base  A'B'^  e  similmente  disposti,  le  di- 
stanze  AB,  BC^  CD..,  tra  i  vertioi  dei  primi  trian- 
goli sono  [455]  ordinatamente  proporzionali  alle  di« 
stanze  corrispondenti  A'B*,  B'C\  CD'...]  e  gli  an- 
goli  compresi  dalle  prime  sono  rispettivamente  nguali 
agli  angoli  compresi  dalle  seconde ;  epper6  i  due  poli- 
goni  ABCD....,  A'B'C'D'...  sono  simili.  [458]. 

4eo*  Teop.  Due  poligoni  simili  a  un  terzo  sono 
simili  tra  loro. 

Bim.  Due  poligoni  P,  P'  siano  simili  ad  un  terzo 
P' '.  Dico  che  essi  sono  anche  simili  tra  loro. 

Se  nel  poligono  P  prendiamo  due  lati  consecu- 
tivi  qualunque,  ad  es.  i  lati  AB,  jBC,  per  Tipotesi 
possiamo  dire  che  nel  poligono  P"  ci  dicono  due  lati 
consecutivi  4" 5",  B"C"  tali  che: 

AB  :  A''B"  =  BC  :  S"C", 

e  che  Tangolo  in  P  e  uguale  alFangolo  in  P". 

E  perchfe  i  poligoni  P"  e  P'  sono  simili,  ai  lati 
consecutivi  A''B",  B"C"  deiruno  corrispondono 
nelPaltro  due  lati  consecutivi  A'B',  B'C  tali  che: 

A'B'  :  A"B''   =   P'C"  i  B''C'\ 

e  Tangolo  in  P"  e  uguale  all*  angolo  in  P'. 

Confrontando  le  due  proporzioni  troviamo  che 
hanno  i  conseguenti  rispettivamente  uguali;  quin- 
di[404]: 

AB  :  A'B'  =  BC  :  P'C". 

E  gli  angoli  in  P  e  P',  perche  uguali  alPangolo  in  P  ", 
sono  eguali  tra  loro. 


—  302  — 

In  conchiusione  nei  poligoni  P,  P '  i  lati  sono  or- 
dinatamente  proporzionali  e  gli  angoli  compresi  da 
lati  corrispondenti  sono  egnali.  I  d^e  poligoni  sono 
dunque  simili,  c.  d.  d. 

AM*  Teor*  Se  in  due  poligoni  aimili  si  tirano 
tutte  le  diagonali  che  concorrono  in  due  vertici  omo- 
loghi,  i  poligoni  restano  divisi  in  triangoli  rispettiva" 
mente  simili  e  proporzionali. 

Dim.  Siano  ABC...^  A'B'C...  due  poligoni 
simili,  e  siano  A  ed  A\B  e  B\  ecc.  i  vertici  omolo- 
ghi.  Dico  che,  tirando 
da  due  vertici  omolo- 
ghi,  ad  es.  da  ^  e  da 
A'^  tutte  le  diagonali 
che  concorrono  in  es- 
si,  i  poligoni  restano 
divisi  in  triangoli  ri- 
spettivamente  simili  e 
proporzionali. 

Anzitutto  i  triangoli  ABC^  A'B'C  sono  [451] 
simili,  perchS,  per  la  simiglianza  dei  poligoni,  6: 

A{B)C  =   A'{B')C\ 

ed  AB  :  A'B'   =   BC  :  B'C 

Passiamo  a  considerare  i  triangoli  ACD^A'C'D'. 
Essendo  eguali  per  Tipotesi  gli  angoli  BCD,  B'C'D\ 
ed  essendo  eguali  gli  angoli  BCA,  B'C*A\  come 
angoli  omologhi  dei  triangoli  ABCy  A'B'C,  dei 
quali  pur  ora  abbiamo  dimostrata  la  simiglianza,  an- 
chegli  angoli  ACD,  A'C'D'  sono  eguali.  Inoltre,  per 
dato,  abbiamo  che : 

BC  :  B'C    =   CD  :  CD', 

e,  per  la  simiglianza  dei  triangoli  ABC,  A'B'C, 
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abbiamo  che : 

BC  \  B'C   =   AC  :  A'C\ 
Quindi  anche  [390] : 

AC  '.'A'C    =   CD  :  C'D\ 
Pertanto  anche  i  triangoli  ACD^  A' CD'  sono  [451] 
simili  tra  loro. 

Ora,  giovandooi  della  simiglianza,  test^  ricono- 
scinta,  dei  due  triangoli  AC D^  A^C'D\  e  di  quella 
dei  poligoni,  pofcremmo  dimostrare,  nel  modo  stesso, 
che  anche  i  triangoli  ADE^A'D'E'  sono  simili  tra 
loro ;  e  cosi  snccessivamente,  fino  ad  aver  considerate 
tutti  i  triangoli  in  cui  si  son  divisi  i  poligoni. 

Per  dimostrare  che  i  triangoli  sono  proporao- 
nali,  osserviamo  che,  essendo -4(7ed -4'C"  lati  omo- 
loghi  tan  to  nei  triangoli  simili  ABCjA'B'C'j  quanto 
nei  triangoli  simili  ACD,A'C'D'^  se  chiamiamo  a 
il  segmento  terzo  proporzionale  dopo  ACed  A'C,  ab- 
biamo [454]  le  proporzioni: 

ABC  :  A'B'C    =    AC  :  cc, 

ACD  :  A'C'D'   =   AC  :  a, 

e  per  conseguenza  [390] : 

ABC:  A'B'C   =   ACD   :    A'C'D'. 

Nello  stesso  modo,  dopo  aver  osservato  che  A  D 
ed  A*D'  sono  lati  omologhi,  sia  nei  triangoli  simili 
ACD,A'C'D\  sia  nei  triangoli  simili  ADE,  A'D'E', 
troveremmo  che : 

ACD  :  A'C'D'  =  ADE  :  A'D'E', 
e  COS!  via,  fino  ad  aver  considerate  tutte  le  coppie  di 
triangoli.  Cosi  6  anche  provato  [409]  che  i  triangoli, 
in  cui  sono  divisi  i  poligoni,  sono  proporzionali. 

4B9.  Teor*  /  perimetri  di  due  poligoni  simili 
stanno  tra  loro  come  due  lati  omologhi^  ed  i  poligoni 
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(le  superficie  dei  poligoni)  stanno  tra  loro  come  un 
lata  del  primo  sta  al  segmento  che  i  terzo  proporzio- 
nale  dopo  il  detto  lato  e  Vomologo. 

Dim.  Siano  ABC.j  A'B'C\..  due  poligoni 
simili;  siano  ^5  ed  A'B'  due  lati  omologhi.  Chia- 
miamo  a  il  segmento  che  e  terzo  proporzionale  dopo 
AB  ed  i4'5'.  Si  vuol  dimostrare  che  i  perimetri  dei 
poligoni  stanno  tra  loro  come  AB  sta  ad  A*B\  e  che 
i  poligoni  stanno  tra  loro  come  A  B  sta  ad  a . 

V.  Poiche  i  rapporti  dei  lati  d*un  poligono  ai  cor- 
rispondenti  delFaltro 
sono  eguali,  e,  se  piu 
rapporti  tra  grandez- 
ze  omogenee  sono  e- 
guali,  la  somnia  degli 
antecedenti  sta  alia 
sommadei  conseguen- 
ti,  come  uno  qualun- 

que  degli  antecedenti  sta  al  suo  conseguente  [391], 
la  somma  dei  lati  d'un  poligono,  cio^  il  perimetro 
del  poligono,  sta  alia  somma  dei  lati  dell'altro  poli- 
gono, cioe  al  perimetro  di  questo  poligono,  come  un 
lato  del  primo  sta  al  lato  omologo. 

2^  Per  dimostrare  la  seconda  parte  del  teorema, 
tiriamo  nei  due  poligoni  dai  vertici  omologhi  A^A' 
tutte  le  diagonali  che  concorrono  in  essi.  Sappiamo 
[4(51]  che  i  poligoni  restano  divisi  in  triangoli  rispet- 
tivamente  simili  e  proporzionali.  Cosi,  per  il  teorema 
gia  rammentato  [391],  la  somma  dei  primi  triangoli, 
cioe  il  primo  poligono,  sta  alia  somma  degli  altri 
triangoli,  cioe  al  secondo  poligono,  come  uno  qualun- 
que  dei  primi  triangoli  sta  al  suo  conseguente,  ep- 
per6  anche  come  il  triangolo  ABC  sta- ad  A'B'C. 
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Ma  i  triangoli  ABC,  A'B'C  sono  simili,  ed 
AB,  A'B*  sono  due  loro  lati  omologhi;  epper6  [454]: 

ABC  :  A'B'C  =,  AB  :  a. 

Per  conseguenza  [390]  anche  il  poligono  ABC... 
«ta  al  poligono  A'B'C'...,  come  AB  staada;  ap- 
punto  c.  d.  d. 

408«  Cor.  Due  poligoni  simili  stanno  come  %  qua* 
drati  di  due  lati  omologhi. 

Btiii«  Siano  AB  edi  A'B'  lati  omologhi  di  due 
poligoni  simili  ABCD....  ed  A'B'C'D'....  Dico  che: 

ABCD...'.A'B'C'D'...  =  {AB)^  :  {A'B'y. 

Infatti,  chiamando  a  il  segmento  terzo  propor- 
sionale  dopo  AB  ed  A'B',  abbiamo  [462]  cbe : 

ABCD...:  A'B'C'D'....  =  AB  :  a, 

-ed  anche: 

{ABy  :  {A'B'y  z=z  AB  :  ay 

perch^  anche  i  due  qnadrati  sono  due  poligoni  si- 
mili, ed  ^£  ed  A'B'  sono  loro  lati  omologhi.  Dalle 
due  proporzioni  si  ha  poi  [390]  che : 

ABCD...:  A'B'C'D'...  =  (ABy:{A'B'y. 

404*  Teor.  Se  quattro  segmenH  sono  in  propor* 
zione,  e  i  due  primi  sono  lati  omologhi  di  due  poli* 
^oni  simili,  e  i  due  ultimi  sono  lati  omologhi  di  altri 
due  poligoni  simili,  i  quattro  poligoni  sono  in  pro* 
porzione. 

Dim.  Siano  a,  fi,  y,  d  quattro  segmenti  in  pro- 
porzione ;  a  e  /)  siano  lati  omologhi  di  due  poligoni 
flimili  M,  N]  ed  i  segmenti  y  e  d  siano  lati  omologhi 
di  due  altri  poligoni  simili  P,  Q.  Si,  tratta  di  dimo- 
fltrare  che :  • 

M:  N  =  P  :  Q. 

30 
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Sopra  i  lati  di  due  angoli  eguali  qnalonque,  si 
prendano  i  qoattro  segment!: 

AB  =  a,  DE=fi,  AC=y,  DF=8] 
poi  si  tirino  5(7  ed  EF. 
Se  confrontiamo  i  trian- 
goli  ^5C,  DEF,  trovia- 
mo  che  sono  simili  [451]. 
E  perche  due  poligoni  si- 
mili stanno  tra  loro  [463] 
come  i  qnadrati  di  due  lati 
omologhi^  abbiamo  che : 

ABC  :  DEF  —  ««  :  /3«, 
e  che  ABC  :  BEF  =  y«  :  «*; 

per  consegnenza  [390]  anche : 

«»  :  /J«  =  y«  :  d«, 
D'altra  parte,  essendo  a  e  /)  lati  omologhi  dei 
due  poligoni  simili  Jf ,  A^,  e  y  e  ^  lati  omologhi  dei 
due  poligoni  simili  P,  Q,  abbiamo  [463]  che : 

Jf  :  JST  =  ««  :  /J«, 
e  che:  P  :  Q  =  y«  :  d*; 

qnindi  infine  [390]  possiamo  conchiudere  che  anche : 

M  \  N  =  P  .  a^  c.  d.  d. 

4M(*  Te»r«  Se  quiMro  poligoni  sono  in  propor^ 
zione,  e  i  due  primi  sono  simili  tra  loro,  e  cosi  i  due 
ultimi,  due  hxti  omologhi  dei  due  primi  poligoni  e  due 
lati  omologhi  degli  altri  dueformano  una  proporzione. 

Him.  MeiN  siano  due  poligoni  simili,  ed  a  e  fi 
siano  due  loro  lati  omologhi.  P  e  Q  siano  due  altri 
poligoni  simili,  eyed  due  loro  lati  omologhi.  E  sia : 

M  :  N  =  P  :  Q. 
Si  tratta  di  provare  che : 

a  :  fi  =  y  :  d. 
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Intanto,  poichd  [463] : 

M:  N  =  a*  :  fi^ 
e  P  :  Q  =2  y^  :  8^j 

e  i  primi  rapporti  sono  egnali  per  ipotesi,  anohe : 

««  :  /J«  =  y«  :  »«. 

Ora,  ohiamando  b  11  segmento  quarto  [440]  pro- 
porzdonale  dopo  ttj  fi^y^  abbiamo  [464]  che : 

««  :  j8«  =  y«  :  e«. 

Qnesta  proporzione,  confrontata  con  la  precedente, 
mostra  [402]  che  6  €*  =  d^  epper6  [327]  ancbe  e^d. 
Quindi  infine : 

a  :  fi  =  y  :  dj  c.  d.  d. 

4S0.  Pr#M«  Dati  due  cerchi  ed  un  poligono 
iscritto  (o  circoscritto)  in  uno  di  essi,  iscrivere  (o  eir- 
eoserivere)  nelValtro  cerehio  un  poligonoy  che  sia  su 
mile  al  data. 

lils^l.  1^.  Si  tmisca  il  centre  con  i  vertici  del 
poligono  iscritto,  e  poi  si  tirino  nell'altro  cerehio  al- 
trettanti  raggi,  che 
formino  angoli  ri- 
spettivamente  ngua* 
li  a  qnelli  compresi 
dai  raggi  tirati  nel 
primo  cerchio.Unen- 
do  le  estremiti  dei 
I'ftggi  tirati  nel  secondo  cerehio,  si  ottiene  il  poligono 
domandato. 

BlM.  Oonfrontando  i  triangoli  AOB,  A'0'B\ 
troviamo  che  sono  simili,  perchd,  essendo  isosceli,  ed 
avendo  egnali  (per  costrozione)  gli  angoli  opposti 
alle  basi,  hanno  gli  angoli  rispettiyamente  ngnali. 
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Per  conseguenza  [450]  egli  &  : 

AB  :  A'B'  =  OB  :  O'B'. 

Nello  stesso  modo,  conslderando  i  triangoli  BOCy 
B'  O'C'j  troviamo  che: 

BC  :  B'C  =  OB  :  0'J5'. 

Quindi  [390]  anche: 

AB  :  A'B'  =  BC  :  B'C\ 

Sono  poi  eguali  gli  angoli  CBA^  C'B'A\  perche 
somme  di  angoli  rispettivamente  uguali. 

In  conclusione  i  due  poligoni  hanno  i  lati  ordi- 
natamente  proporzionali,  ed  egaaU  gli  angoU  com- 
presi  da  lati  corrispondenti ;  essi  sono  adunque  si- 
mili,  c.  d.  d. 

RI«ol*  2^  Siano  di  nnovo  dati  dne  cerchi,  e  ad 
uno  sia  circoscritto  un  poligono  ABCD.  Per  circo- 
scrivere  all'altro  cerchio  un  poligono  simile  al  dato, 
unisco  il  centro  del  primo  cerchio  coi  punti  di  con- 
tatto  dei  lati  del  poligono  circoscritto;  quindi  tiro 
neU'altro  cerchio  altrettanti  raggi  in  modo  che  for- 
mino  angoU  rispettivamente  uguaU  agU  angoli  com- 
presi  dai  raggi  condotti  nel  primo  cerchio.  Infine, 
per  le  estremita  dei  raggi  condotti  nel  secondo  cer- 
chio, tiro  delle  tangenti.  Queste,  incontrandosi  [256], 
formano  un  poligono  circoscritto,  che  e  simile  al  dato. 

Dim*  Per  la  dimostrazione  unisco  i  centri  coi 
vertici  dei  poligoni. 

Se  consideriamo  i  triangoli  OBE,  0'B'E\  tro- 
viamo che  hanno  eguali  gli  angoli  EOB^  E'O^B\ 
perche  meti  di  angoli  eguali  [214,  151];  ed  hanno 
eguali  gli  angoli  in  £,  E ',  perche  retti  [209].  Per  con- 
seguenza anche  gli  angoli  OBA^O'BA'  sono  egualL 
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Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  sono  egaali 

gli  angoli  B  AO, 
B'    B'A'O'. 

I  triangoli 
OAB,   O'A'B' 
hanno  adnnque  gli 
(f     angoli  rispettiva- 
xnente  uguali; 
qnindi  [450]  ha  Inogo  la  proporzione : 

AB  :  A'B'  =  OB  :  O'B'. 
Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che : 

BC  :  B'C  =  OB  :  0'B\ 
Per  conseguenza  [390]  anche : 

AB  :  A'B'  =  BC  :  B'C\ 
Gli  angoli  CBA^C'B'A'  sono  poi  eguali,  per- 
ch^ doppi  di  angoli  egaali  (o,  se  si  vnole,  perchft  sup- 
plementari  [262]   degli  angoli  EOFj  E'0*F\  che 
sono  egaali  per  costrazione  ). 

In  conchiasione  i  dae  poligoni  hanno  i  lati  ordi- 
natamente  proporzionali,  ed  egaali  gli  angoli  com- 
presi  da  lati  corrispondenti ;  essi  son  danqae  simi- 
li,  c.  d.  d. 

44l1f.  Tc«r*  I  perimetri  di  due  poligoni  simili, 
iscritti  o  circoscritti  a  due  cerchi,  etanno  ira  loro 
come  i  raggi  dei  cerchi. 

BIm.  1^  Siano 
dae  poligoni  simili 
ABCD.A'B'C'D' 
iscritti  in  dae  cer- 
chi. Unisco  i  cen- 
tri  con  le  estre- 
mita  di  dae  lati  o- 
mologhi,  ad  es.  con  le  estremita  dei  lati  CD^C'D\ 
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e  poi  tiro  le  diagonali  BD^  B'D\  Sappiamo  [461] 
che  i  triangoli  BCD,  B'C'D'  sono  simili,  epper6 
gli  angoli  CBD,  C'B'D'  sono  eguali.  Per  conse- 
guenza  sono  eguali  anche  gli  angoli  COD^  C'O'D^ 
dacch^  sono  [294]  rispettivamente  doppi  degli  an- 
goli CBD,  C"5'i)M triangoU isosceli  OCZ),  OV'D', 
avendo  eguaU  gli  angoli  opposti  alle  basi,  hanno  gli 
angoli  eguaU ;  quindi  [450] : 

DC  :  D'O'  =  OC  :  O'C. 
Se  poi  chiamiamo  P  e  P'  i  perimetri  dei  due  po- 
ligoni,  abbiamo  [462]  che : 

P  :  P'  =  DC  :  D'C\ 
Per  conseguenza  [390]  anche : 

P  :  P'  z=   OC  :  O'C,  c.  d.  d. 

2*.  Siano  ABCD,  A'B'C'D'  due  poligoni  si- 
mili, circoscritti  a  due  cerchi  O  ed  0'.  Siano  iijB  ed 
A  *B '  due  lati  omo- 
loghi;  E^  E'  i  loro 
punti  di  contatto. 
Si  unisca  0  con  A , 
EeS^eiO'GonA', 
E'  e  B\ 

Ora,dappoich6 
OAy  O'A'  dimezzano  [214]  gU  angoU  BAD,  B'A'D\ 
e  questi  sono  eguali,  A  anche  B(A)0  ^  B'{A')0\ 
Per  la  stessa  ragione  &  0(B)  A  =  0'{B*)A\  I  tri- 
angoli OAB,  O^A'B'  sono  dunque  simili  [450],  ep- 
peri:  AB  :  A'B'  =  AO  :  A'0\ 

Ma  per  la  simiglianza  [209]  dei  triangoli  AEOj  A'E'0% 
abbiamo : 

AO  :  A'O'  —  OE  :  0'E\ 
Quindi  [390] : 

AB  :  A'B'  =   OE  :  O'E'. 
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Infine,  detti  P,  P*  i  perimetri  dei  poligoni,  es- 
sendo  [462] : 

P  .  P'  =  AB  \  A'B\ 

egli  e  P  :  P'  =  OE  :  0'E\  c.  d.  d. 

4S8«  Te«reBi»  41  Toi:.oinBo.  Se  un  quodran-- 
golo  i  iscritto  in  un  cerchio,  il  rettangolo  delle  diago- 
nali  i  equivalente  alia  somma  dei  rettangoli  dei  lati 
opposti. 

IMai.  Sia  ABCD  nn  qnadrangolo  iscritto  in  uu 

cerchio;  si  tirino  le  diagonal!  AC/BD.  Dico  essere: 

AC  >  BD  =  AB  '  CD  +  AD  .  BC. 

Si  faccia  E{A)B  ^  D{A)C,  e  si  cohsiderino  i 

triangoli  EAB,  DAC.  Poiche  in  qnesti  gli  angoli 

EABj  DAC  sono  egaali  per 
costruzione,  e  gli  angoli  ABE, 
A  CD  sono  egaali,  perch6  iscritti 
nello  stesso  arco  DCBA^i  lati 
[450]  sono  proporzionali.  Adun- 
que: 

AB  :  AC  —  BE  :  CD, 
epper6  [429]  & : 

AB  CD  =  AC  '  BE. 
Se  ora  confrontiamo  i  triangoli  A  ED,  ABC, 
troviamo  che  in  questi  gli  angoli  EDA,  BCA  sono 
egnaliy  perchi  iscritti  nel  medesimo  arco  ADCB]  e 
che  sono  eguali  gli  angoli  DAE,  CAB,  come  quelli 
che  si  ottengono  agginngendo  Tangolo  CA  E  ai  due 
angoli  egaali  DAC,  EAB.  Pertanto  i  triangoli  sono 
[450]  simili  ed  abbiamo : 

BC  :  ED  =  AC  :  AD] 

qaindi  [429]  & : 

AD  '  BC  =  AC  '  ED. 
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Per  consegaenza  [317]  abbiamo  cbe: 

AB'CD  -{-  AD'BC  =  AC  BE  +  AC   ED. 

Ma  la  somma  dei  rettangoli  AC  >  BE  ed  AC '  ED 
(poichi  i  rettangoli  hanno  medesiiaa  altezza  AC)  ^ 
eqidvalente  a  on  rettangolo  che  ha  altezza  egnale 
ad  ^(7,  e  per  base  la  somma  deUe  basi  BE^ED,  cio6^ 
la  diagonale  BD.  Besta  dunqne  provato  che,  ecc.  (*)» 

^••.  Teor.  Se  i  lati  di  un  triangolo  rettangolo 
sono  IcUi  omologhi  di  tre  poligoni  simili,  quel  polp- 
gono,  un  cut  lato  i  Vipotenusa,  i  equivalente  alla^ 
somma  degli  altri  due. 

Dim*  Sia  ABC  xai  triangolo,  rettangolo  in  (7 ;  e 
Z,  Z,  Y  siano  tre  poligoni  simili,  di  cui  AB^  ACy 
BC  siano   lati    omologhi.   Si 
tratta  di  dimostrare  che  il  po- 
ligono    Z  e   equivalente    alia 
somma  degli  altri  due. 

Poiche  due  poligoni  simili 
stanno  tra  loro  come  i  quadrati  ' 
di  due  loro  lati  omologhi  [463], 
abbiamo  le  proporzioni : 
X\  Z  =  {ACY  :  {ABy, 

ed  y  :  Z  =  {BCy  :  {AB)^, 

dalle  quali  si  deduce  [407]  che : 

(X+Y)  :  Z  =  [(ACy  +  {BCy]  :  {AB)K 

Da  questa  proporzione,  poich^  e : 

{ACy-^iBCy  =  (ABy, 
si  ha  [397]  infine : 

X+Y  —  Z,  c.  d.  cL 

(*)  8e  il  qnadrangolo  iscritto  h  nn  rettangolo,  il  teorem* 
presente  rio&de  in  qaello  di  Fitaqora. 
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4<90.  Probl*  Costruire  un  poligono^  che  sia  si- 
mile a  un  poUgono  dato  ed  equivcUente  ad  un  altro 
poligono  dato* 

Wilmmlm  Indichiamo  con  M  e  oon  N  i  dne  poll- 
goni  dati.  Si  domanda  un  terzo  poligono,  che  sia  si- 
mile al  primo  ed  equivalente  al  secondo.  Sia  m  nn 
lato  del  poligono  itf,  ed  a?  il  lato  omologo  nel  poli- 
gono richiesto  X.  Quando  si  sia  trovato  il  segmento 
x^  il  problema  si  pa6  [459]  considerare  risoluto. 

Si  costmiscano  [340]  intanto  due  qnadrati  M\ 
N'  rispefctivamente  equivalenti  ai  poligoni  dati;  e 
siano  m '  ed  n '  i  laid  dei  qnadrati.  Poi  si  osservi  clie, 
dovendo  il  poligono  X  essere  equivalente  ad  N,  ep- 
pero  anche  ad  ( n ' ) * ,  ha  luogo  la  proporzione  [389, 2®] : 

{m'y  :  (n'y  =  M  :  X. 
Ma  quando  quattro  poligoni,  simili  a  due  a  due,  sono 
in  proporzione,  sono  in  proporzione  [465]  anche  quat- 
tro loro  lati  omologhi ;  abbiamo  adunque : 

m'  :  n'  =  m  :  x. 
Questa  proporzione  mostra  che  il  segmento  x  h  quarto 
proporzionale  dopo  i  lati  dei  qnadrati  equivalenti  ai 
dati  poligoni  ed  il  lato  omologo  del  poligono  M. 

Eserciisi. 

701.  Dae  poligoni  sono  simili,  se  hanno  i  lati  ordinatamente 
proporzionali  ed  egaali  gli  angoli  compresi  da  lati  cor- 
rispondenti,  eccetto  gli  elementi  che  segaono,  sni  qnali 
non  si  fa  nessnna  ipotesi:  1^.  o  due  lati  consecntivi  e 
Tangolo  compreso ;  2^.  o  due  angoli  consecntivi  e  il  lato 
ad  essi  comnne ;  8°.  oppnre  tre  angoli  consecntivi. 

702.  Dne  rombi,  se  banno  nn  angolo  egnale  compreso  da  lati 
proporzionali,  sono  simili. 

703.  Se  in  dne  triangoli  nn  lato  ed  il  raggio  del  cercbio  circo- 
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scritto  sono  in  proporzione,  ed  un  angolo  adiacente  al 
lato  ^  uguale,  i  triaogoli  sono  simili. 

704.  Se  due  triangoli  hanno  nn  angolo  egoale  ad  on  angolo,  e 
le  altezze  calate  sui  lati  che  comprendono  gli  angoli 
egoali  sono  in  proporzione,  i  triangoli  sono  similL 

705.  In  due  poligoni  simili  le  somme  delle  distance  di  due 
ponti  omologhi  dai  lati  stanno  come  dne  lati  omologbL 

707.  Sej  divisi  ad  arbitrio  i  lati  di  on  poligono,  ciascon  lato  di 
on  poligono  simile  si  divide  nello  stesso  rapporto  nel 
quale  &  diviso  il  lato  omologo,  e  si  uniscono  ordinata- 
mente  i  punti  di  diyisione,  si  ottengono  dae  poligoni 
simili. 

708.  Se  alquanti  segmenti,  uscenti  da  uno  stesso  punto,  ven- 
gono  divisi  secondo  uno  stesso  rapporto  qualunque,  e  si 
uniscono  unavoltale  estremit&  dei  segmenti,  un'altrai 
punti  di  divisione,  si  ottengono  due  poligoni  simili  (che 
si  dicono  omoietiei  direUamente ). 

709.  Se  alquanti  segmenti,  uscenti  da  uno  stesso  punto,  si 
prolunganOy  di  14  dal  punto  comune,  di  segmenti  propor- 
zionali  ai  dati,  e  si  uniscono  tanto  le  estremit4  dei  seg- 
menti dati,  quanto  quelle  dei  prolungamenti,  si  ottengono 
due  poligoni  simili  (  che  si  dicono  amoteHci  inversamente). 

710.  Se  due  poligoni  simili  direttamente  hanno  due  lati  omo- 
loghi paralleli,  tutte  le  rette  che  passano  per  due  vertici 
omologhi,  passano  per  uno  stesso  punto  {centra  di  om(h 
tetia). 

711.  Ogni  figura  simile  a  una  data  si  pu6  disporre  in  modo 
che  riesca  omotetica  alia  seconda,  sia  direttamente,  sia 
inversamente,  e  ci6  anche  quando  sia  assegnato  il  centre 
di  omotetia. 

712.  Due  figure  omotetiche  a  una  terza  sono  omotetiche  tra 
loro ;  i  centri  di  omotetia  delle  tre  copie  di  figure  sono 
in  linea  retta. 

713.  Costmire  un  poligono,  che  abbia  perimetro  egoale  a 
quelle  di  un  poligono  dato,  e  che  sia  simile  ad  un  altro 
poligono. 

714.  Dati  due  segmenti,  trovare  un  punto  che  sia  vertice  co- 
mune  di  due  triangoli  simili,  dei  quali  i  segmenti  dati 
siano  lati  omologhL  [447]. 

715.  Iscrivere  in  un  triangolo  un  rombo  simile  ad  un  rombo 
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dato.  (  TalvoUa  riescepiii  facile  coitruire,  invece  di  una 
figura  domandata,  una  figura  ausiliare  simile  alia  rt- 
chiesta,  scegliendo  due  punii  di  questa  figura  aueiliare, 
come  omologhi  a  due  punii,  noti  o  no,  della  figura  che  si 
ricerca,  Costruita  la  figura  ausiliare,  d  poi  facile  de- 
dume  la  figura  domandata.  Ad  es.,  nel  presente  pro- 
blema  giova  circoscrivere  al  rombo  date  un  triangolo  si- 
mile al  dato ;  si  ottiene  cosi  ana  figura,  che  &  simile  a 
qaeUa  che  si  vuol  costruire). 

716.  Costruire  un  quadrangolo,  data  una  diagonale  e  gli  an- 
goli  che  Paltra  diagonale  forma  co'  lati. 

717.  Iscrivere  in  mezzo  cerohio  un  quadrangolo,  che  sia  simile 
a  uno  dato,  che  abbia  due  vertici  snl  semioerchio,  e  gli 
altri  due  sul  diametro. 

718.  Iscrivere  in  un  dato  segmento  di  cerchio  un  rettangolo 
simile  a  uno  dato. 

719.  Costruire  un  triangolo,  data  un*altezza,  il  rapporto  in  cui 
essa  taglia  il  lato  su  cui  6  calata,  e  Tangolo  opposto  a 
questo  lato. 

720.  Dato  un  cerchio  e  un  angolo  al  centre,  condurre  una  tan- 
gente  in  modo  che  i  segmenti  compresi  tra  il  punto  di 
contatto  e  i  lati  dell*  angolo  abbiano  rapporto  dato. 

721.  Iscrivere  in  un  triangolo  un  triangolo,  i  cui  lati  siano  pa- 
ralleli  rispettivamente  a  trerette  date.  (Si  descriva  intan- 
to  un  triangolo,  che  abbia  due  vertici  sui  lati  del  dato). 

722.  Costruire  un  triangolo  date  le  tre  altezze.  (Da  uno  stesso 
punto  si  tirino  tre  segmenti  in  direzioni  diverse  ed  arbi- 
trarie,  che  siano  ug^iali  alle  altezze  date.  Poi  si  faocia  pas- 
sare  un  cerchio  per  le  estremitli  dei  segmenti.  Cosi  si  tro< 
vano  tre  segmenti  inversament^  proporzionali  ai  dati ;  ed 
il  triangolo  di  questi  segmenti  ^  simile  al  domandato). 

723.  Sopra  un  dato  segmento,  preso  per  base,  costruire  due 
rettangoli  simili  e  tali  che  I'altezza  dell' uno  sia  doppia 
deir  altezza  delF  altro. 

724.  Dividere  un  dato  segmento  in  modo  che  11  quadrate  di 
una  parte  sia  triple  del  quadrate  dell'altra.  (Si  costruirii 
dapprima  un  quadrate  che  sia  triple  di  un  altro). 

725.  Costruire  un  triangolo  simile  a  uno  date  e  i  oui  vertici  ca- 
dano  sopra  tre  parallele  date.  (Si  supponga  risolate  il 
preblema.  Siano  A,  B,C  le  tre  parallele,  ed,  X,  Y,Z  i 
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ire  vertici.  8i  cireoscriya  al  triangolo  tin  cercbio,  e  posto 
che  da  qnesto  la  retta  XA  sia  tagliata  in  Z>,  si  tirino  D  Y, 
P^.  Siha: 
X(D)Y=X{D)Z+Z{D)Y=X(T)Z+Z{2C)Y]eec.). 

726.  Costroire  on  triangolo  simile  a  nno  dato,  e  i  coi  vertici 
cadano  sopra  tre  cerchi  concentrici.  (Si  dica  0  il  centra 
dei  cerchi)  e  sia  X  YZ  il  triangolo  domandato.  Se  so- 
pra OX  si  costmisce  an  triangolo  O  XM  simile  ad  X  YZ, 
si  pa6  poscia,  risolvendo  nna  proporzione,  troy  are  il  seg- 
mento  MZ). 

727.  Oostraire  an  triangolo,  che  abbia  an  vertice  in  on  panto 
dato,  gli  altri  dae  sopra  dae  rette  date,  e  che  sia  simile 
ad  an  triangolo  dato.  (Sia  AXY  il  triangolo  richiesto. 
Si  circoscriva  ad  esso  an  cerchio,  e  si  tiri  la  retta  che 
passa  per  A  e  per  il  panto  d'  intersezione  delle  date.  Sia  O 
il  panto  dove  qaesta  retta  incontra  il  cerchio,  e  si  tirino 
OX,  OY.  Gli  angoli  YOX  ed  XOA  sono  egaali  a  dae 
dati,  e  cosi  si  vede  che,  preso  an  panto  0  ad  arbitrio,  si 
pa6  costraire  an  triangolo  omotetico  al  domandato ). 

728.  Per  an  panto  dato  far  passare  an  cerchio,  che  tocchi  ana 
retta  data  e  an  cerchio  dato.  (Sia  A  il  punto  dato,  0  il 
centre  del  cerchio  dato,  B  il  piede  della  perpendicolare 
calata  da  0  snlla  retta  data,  (7  e  D  i  panti,  dove  qaesta 
perpendicolare  incontra  il  cerchio  dato,  E  il  punto  in  cai 
il  cerchio  domandato  tocca  la  retta  data,  ed  F  il  panto 
di  contatto  dei  dae  cerchL  Facilmente  si  riconosce  che 
FE  ed  FC  sono  per  diritto.  Allora  sono  simili  i  trian- 
goli  rettangoli  CFD  eCBE',  da  ci6  si  ricava: 

CB  :  CE  =z   CF  :  CD. 
Se  ora  aniamo  C  con  A ,  e  diciamo  X  il  punto  in  cni  qae- 
sta retta  incontra  il  cerchio  richiesto,  abbiamo : 

CA  :,CE  =  OF  :  CX. 
Epper6  an  che  CB  :  CA  =  CX :  CD,  Ora  si  vede  che  si 
pa6  determinare  il  panto  X]  e  con  ci6  il  problema  &  ri- 
dotto  a  quelle  gi4  risoluto  di  descrivere  an  cerchio  che 
pasai  per  due  punti  e  tocchi  una  retta  data ). 

729.  Trasformare  an  triangolo  in  an  altro,  che  abbia  col  dato 
on  angolo  in  comnne,  e  nel  quale  il  lato  opposto  all'angolo 
comune  sia  parallelo  a  una  retta  data.  ( Sia  ABCil  trian- 
golo, ed  ^  r  angolo,  che  dev'  essere  comune  col  triangolo 
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domandato.  Per  B  e  per  C  si  tirino  BD^  CE  parallela- 
mente  alia  retta  data.  Si  osservi  che  il  triangolo  ABC 
( epper6  anche  il  cercato  )  h  medio  proporzionale  tra  i  due 
triangoli  ABD.ACE). 

730.  Trasibrmare  an  triangolo  in  uno,  clie  sia  simile  a  an  altro 
triangolo  dato.  (Intanto  si  trasforma  il  triangolo  in  uno 
che  abbia  an  angolo  egaale  a  ono  del  dato.  Goal  il  pro« 
blema  h  ricondotto  al  precedente ). 

731.  Tagliare  da  nn  angolo  dato,  con  ana  retta  parallela  a  una 
retta  data,  an  triangolo,  che  sia  eqoivaleute  ad  an  poli- 
gono  dato. 

732.  Dividere  an  triangolo  con  ana  corda  parallela  a  an  lato 
in  parti,  che  stiano  in  an  rapporto  dato.  (Diyiso  an  lato 
secondo  il  rapporto  dato,  e  anito  il  panto  di  divisione  col 
Vertice  opposto,  si  trova  ricondotto  il  problema  a  qaello 
dell'esercizio  729). 

733.  Dividere  an  triangolo  in  parti,  che  stiano  come  segmenti 
dati,  e  ci6  con  rette  parallele  a  ana  retta  data.  (Bisogna 
tirare  per  ano  dei  vertici  la  parallela  alia  data,  fino  al 
lato  opposto ;  dividere  qaesto  lato  in  parti  proporzionali 
ai  dati  segmenti ;  ecc). 

734.  Dividere  an  trapezio  con  ana  corda  parallela  alle  basi  in 
parti,  che  stiano  come  dae  dati  segmenti. 

735.  Se  due  vertici  opposti  di  an  qaadrangolo  iscritto  in  an 
cerchio  sono  in  linea  retta  col  panto  di  concorso  delle 
tangenti  negli  altri  due,  i  rettangoli  dei  lati  opposti  sono 
equivalent!. 

736. 1  lati  del  pentagono,  dell'esagono  e  del  decagono  rego- 
lari,  iscritti  in  ano  steseo  cerchio,  sono  lati  di  an  trian- 
golo rettangolo. 

737.  Supposto  che  i  tre  poligoni  accennati  nel  teorema  469 
siano  tre  triangoli  simili,  si  divida  il  maggiore  in  parti 
rispettivamente  equivalenti  agli  altri  due. 

7  3  8.  In  an  quadran  golo  iscritto  in  an  cerchio,  le  diagonali  stanno 
tra  loro  come  le  somme  dei  rettangoli  dei  lati  che  concor- 
rono  in  ciascana  estremitji  della  diagonale  considerata. 


CAPITOLO  XIII 


AREE    DEI    POLIGONI 


Riceret  di  una  comune  misura  di  due  grandezze. 

491.  Se  unagrandezza  e  ad  nn  tempo  mietira  [372] 
di  due  o  pid.  altre,  essa  si  dice  comune  misura  di  co- 
deste  grandezze. 

Ad  es.,  una  grandezza  &  comune  misnra  di  tntti 
i  suoi  multipli. 

49tt.  Te«r«  Se  una  grandezza  i  una  misura  co- 
mune di  parecchie  altre,  e$ea  i  una  misura  anche  deUa 
loro  somma* 

Vim.  Infatti,  se  una  grandezza  M  6  una  co- 
mune misura  delle  grandezze  A,  Bj  (7...,  queste  si 
possono  considerare  come  formate  di  parti  eguali 
ad  ilf ,  eppero  altrettanto  si  pu6  pensare  della  loro 
somma. 

49S.  C«r«  i^.  Se  unagrandezza  i misura  d'un'at' 
tra,  essa  i  misura  di  ogni  multiplo  di  questa. 

494*  C«r.  W^m  Se  una  grandezza  i  misura  d'un'al'^ 
tra,  ogni  parte  aliquota  della  prima  i  una  misura 
della  seconda. 

4M«  CmT.  M\  Se  due  grandezze  hanno  una  co- 
mune misura,  esse  hanno  innumerevoli  misure  tomuni. 

Infatti,  se  if  ^  misura  comune  di  due  grandezze 
Ay  Bj  ogni  parte  aliquota  della  M  &  una  comune  mi- 
sura [474]  delle  grandezze  Aj^B. 

49€«  Teor.  Se  una  grandezza  i  una  misura  co- 
mune di  due  altre,  essa  i  anche  una  misura  del  resto 
della  divisione  della  maggiore  per  la  minors. 
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HlBft.  Siano  dne  grandezze  omogenee  A  e  B^  e 
sia  A  la  maggiore;  e  misnrando  [372]  A  con  B^  si 
trovi  on  resto  R.  Si  vnol  provare  che  ogni  gran- 
dezza  if,  ohe  sia  una  misnra  comnne  deUe  Ae  B^  e 
anche  nna  misnra  del  resto  R. 

Infatti,  poichi  la  grandezza  A  si  pn6  rignardare 
quale  somma  di  alquante  grandezze  uguali  alia  B  e 
di  una  eguale  ad  22,  e  la  if  i  una  misura  della  B,  se, 
misurando  R  con  if,  si  trovasse  un  resto  i2p  la  gran- 
dezza A  sarebbe  anche  somma  di  parti  eguali  ad  My 
e  di  una  R^  minore  di  if.  Ma  in  tal  case  if  non  sa- 
rebbe una  misura  della  A,  e  ci6  contro  V  ipotesi.  La 
divisione  di  R  per  if  non  pu6  dunque  lasciare  re- 
sidue. 

499.  Teor.  8e  una  grandezza  i  una  misura  co^ 
mune  del  divisore  e  del  resto  di  una  divisione^  essa  i 
anche  una  misura  del  dividendo. 

Dim.  Siano  A^B^diR  rispettivamente  dividendo, 
divisore  e  resto  di  una  divisione,  ed  if  sia  una  misura 
comune  di  i3  ed  i2.  Dico  che  M  k  anche  una  misura 
del  dividendo  A. 

Infatti,  poich^  la  grandezza  A  si  pu6  riguardare 
come  somma  di  parti  eguali  a  J?  e  di  una  eguale  ad  i2,  e 
la  grandezza  if  k  una  misura  comune  di  tutte  le  parti, 
essa  ^  anche  una  misura  [472]  della  somma  A^  come  d.  d. 

499*  Te«r*  II  resto  di  una  divisione  i  minore 
della  meth  del  dividendo. 

Blm.  Sia  R  il  resto  della  divisione  di  una  gran- 
dezza A  per  una  grandezza  minore  B.  Dico  che  22  h 
minore  della  met&  di  A . 

Posto  che  sia  m  il  quoziente  della  divisione,  noi 
possiamo  riguardare  la  grandezza  A  come  composta 
di  fit  grandezze  uguali  a  jB,  e  di  una  R  minore 
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di  B.  Ora  &  chiaro  che,  volendo  rendere  nguali  tutte 
qneste  {m  -{-  1)  parti  di  Aj  bisogna  aumentare  il  re- 
sto  E  a  scapito  delle  altre  parti.  II  resto  &  dunque  mi- 
nore di  ^V^  parte  di  ^;  e  perchd,  essendo  JB  <  -4,  il 
qnoziente  m  &  almeno  egaale  ad  uno^  il  resto  &  in  ogni 
caso  minore  della  meta  di  A.  Come  d.  d. 

M9.  Te^r.  8e  in  una  successione  indefinita  di 
grandezze  omogenee,  dctscuna  grandezza  i  uguale  alia 
metli  della  precedents  o  minore,  da  un  certo  posto  in 
poi  i  termini  della  eerie  eono  minori  di  una  grandezza 
data  qualunqtie. 

Blm.  1^.  Gonsideriamo  da  prima  la  serie  inde- 
finita: 

A.  A  A 

2   '  4  '  8    ""' 

in  cui  ciascuna  grandezza  &  nguale  alia  meta  della 
precedente ;  e  sia  Z  una  grandezza  qualonqne  omo- 
genea  a  quelle  della  serie.  Dico  che  da  un  certo  posto 
in  poi  i  termini  della  serie  sono  minori  di  Z. 

Sappiamo  [380]  che,  date  due  grandezze  omoge- 
nee  qualunque,  si  pu6  sempre  trovare  una  parte  ali- 
quota  d'lma  qualsivoglia  delle  due  grandezze,  la  quale 
sia  minore  dell'altra  delle  grandezze  date.  Suppo- 
niamo  che  sia: 

m 

Ora,  nella  serie  che  consideriamo,  procedendo  abba- 
stanza,  si  trova  certamente  un  termine,  sia  ad  es.  -^ , 
per  il  quale  il  numero  n,  che  indica  qual  parte  esso  sia 
della  grandezza  A,  h  maggiore  di  m.  Ma  se  ^  n  >  fit,  d : 

A  A 

n  m  ' 
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epper6,  a  maggior  ragione,  e  anche: 

2^.  Se  nella  sucoessione  indefinita: 

ciascnna  grandezza  6  minore  della  met&  della  prece- 
dente,  i  singoli  termini,  prescindendo  dal  primo,  sono 
rispettivamente  minori  di  quelli  della  serie : 

A^  A  A 

epper6,  a  maggior  ragione,  da  nn  certo  posto  in  poi  i 
termini  della  prima  serie  sono  minori  d'una  grandez- 
za data,  qualunqne. 

480.  Teor«  S^  due  date  grandezze  omogenee 
hanno  una  misura  comune^  e  si  divide  la  prima  per 
la  eeconda,  poi  la  aeconda  per  il  reato,  poi  il  re- 
sto  per  il  nuovo  reato,  e  coai  via,  aeguitando  aibhO' 
atanza  ai  perviene  neceaaariamente  ad  un  reato  che  i 
una  miaura  del  precedente;  e  codeato  ultimo  reato  i  la 
maaaima  comune  miaura  delle  due  grandezze  date. 

Dim*  Siano  AeB  due  grandezze  omogenee  date, 
le  quali  abbiano  nna  misura  comune  M.  Si  divida  A 
per  B,  e  sia  i2j  il  resto  della  divisione.  Si  divida  B 
per  J7p  e  sia  R^  il  resto.  Si  divida  R^  per  222)  ^  ^^^ 
via.  Dico  che,  seguitando  abbastanza  in  codesto  pro- 
cesso  di  divisioni  successive,  si  perviene  necessaria- 
mente  ad  un  ultimo  restO;  che  S  una  misura  del  pre- 
cedente; e  proveremo  che  codesto  tQtimo  resto  6  la 
massima  comune  misura  delle  due  grandezze  AeB. 

Consideriamo  a  tal  fine  la  serie: 

Aj      Bj      xvp       R^i       "3)      R^'»** 

91 
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formata  con  le  grandezze  date  e  i  resti  delle  divisioni 
successive. 

Notiamo  in  prime  luogo  che  una  grandezza,  la 
quale  sia  una  comune  misura  di  due  termini  consecu- 
tivi  qualunque,  i  una  misura  comune  di  tutti  i  ter- 
mini della  serie. 

Ed  inyero,  una  grandezza  N,  che  sia  misura  co- 
mune di  due  termini  consecutivi,  S  una  misura  del 
termine  che  li  precede,  perche  una  grandezza,  che  sia 
una  misura  comune  del  divisore  e  del  resto  di  una 
divisione,  ^  una  misura  del  dividendo  [477] ;  ed  6  una 
misura  del  termine  susseguente,  perche  una  gran- 
dezza, che  sia  una  misura  comune  del  dividendo  e  del 
divisore  di  una  divisione,  h  una  misura  del  resto  [476]. 

Avvertiamo,  in  secondo  luogo,  che,  se  nell'acoen- 
nato  processo  delle  divisioni  successive  non  si  perve- 
nisse  mai  ad  un  resto  che  fosse  una  misura  del  prece- 
dente,  seguitando  abbastanza  si  perverrebbe  necessa- 
riamente  ad  un  resto  minore  d'una  grandezza  data 
qualunque.  Infatti,  se  nella  serie : 

Aj        Jjj        Xij,        Xtj,        Zig,         K^*,* 

si  eopprimono  i  termini  di  posto  pari,  o  quelli  di  po- 
sto  dispari,  i  rimanenti  formano  una  serie  in  cui  cia- 
scun  termine  e  minore  della  meta  del  precedente^ 
perche  il  resto  d'una  divisione  e  sempre  minore  della 
meti  del  dividendo ;  e  noi  sappiamo  [579]  che  in  una 
serie  cosi  fatta,  se  essa  e  indefinita,  da  un  certo  posto 
in  poi  i  termini  sono  minori  d'una  grandezza  data 
qualunque. 

Ed  ora  h  facile  provare  che  si  perviene  necessa- 
riamente  ad  un  ultimo  resto,  che  &  una  misura  di 
quelle  che  lo  precede. 
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Infatti,  poiche  la  grandezza  M  e  tina  misura  co- 
mune  diAeB^  che  sono  dae  termini  consecutivi  della 
serie,  essa  S  ana  misura  di  tatti  i  termini  della  serie. 
So  questa  continuasse  indefinitamente,  da  un  certo 
posto  in  poi  i  termini  sarebbero  minori  di  Mj  e  allora 
sarebbe  vero  questo  che  una  grandezza  pu6  essere  una 
misura  di  grandezze  minori  di  essa. 

Frovato  che  la  serie  ha  necessariamente  un  ultimo 
termine,  ci  resta  a  far  vedere  che  questo  ultimo  termi- 
ne,  sia  esso  i2 „  7  ^  1&  massima  comune  misura  diAeB. 

Codesto  termine  Rnj  ^  intanto  una  comune  mi- 
sura di  A  e  B^  perche,  essendo  una  misura  di  se  stesso 
e  per  ipotesi  anche  del  termine  precedente,  esso  e 
una  misura  comune  di  tutti  i  termini  della  serie,  e 
quindi  anche  di  ^  e  j8. 

Esso  h  poi  la  massima  comune  misura  di  ^  e  JS, 
dacch^  ogni  misura  comune  di  A  e  B  ^  una  misura 
comune  di  tutti  i  termini  della  serie,  epper6  6  anche 
una  misura  di  i2  „ .  E  non  pu6  una  grandezza  mag- 
giore  di  Rn  essere  una  misura  di  i?^* 

Cosi  abbiamo  dimostrato  che,  date  ecc, 

48t«  Cor.  Se,  applicando  a  due  grandezze  omo- 
genee  date  il  processo  delle  divisioni  successive,  non 
pud  darsi  che  si  giunga  ad  un  resto  che  sia  una  misura 
del  precedente,  le  due  grandezze  non  hanno  nessuna 
comune  misura,  cioi  sono  incammensurabili, 

489.  Tear.  Un  segmento  e  la  sua  parte  aurea 
sono  incommensurabili. 

Him.  Sia  AB  un  segmento  qucdunque,  ed  AR^ 
la  sua  parte  aurea  [342].  Si  vuol  provare  che  ^J5  ed 
A  R  J  sono  incommensurabili. 

A  tal  fine  sul  segmento  R^  J3,  preso  per  base,  si 
costruisca  un  triangolo  isoscele  CR^B,  cheabbiai 
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lati  CE^j  CB  eguali  ad  AR^.  Sappiamo  [343]  che 

Tangolo  BCR^h  meta  di  ciasonno  di  quelli  alia  base. 

Ora  e  facile  riconoscere  che  in  nn  triangolo  isoscele 

cosi  fatto,  se  si  dimezza  nn 

angolo  alia  base,  la  biset- 

trice  divide  11  lato  opposto 

in  due  parti  disnguali,  di 

cni  la  maggiore  h  ngaale 

alia  base  del  triangolo,  e 

la    minore   &   base    di   nn 

nnovo  triangolo  isoscele  nel 

qnale  pnre  I'angolo  opposto  alia  base  ^  meta  di  cia- 

scnno  di  qnelli  alia  base. 

Cio  premesso,  imaginiamo  di  appliq^are  ai  seg- 

menti  ABj  AR^il  metodo  delle  divisioni  snccessive, 

per  trovare,  se  pnr  c'  e,  nna  loro  comune  misura. 

La  prima  divisione  e  gidr  fatta;  BR^  &  il 
resto. 

Ora  bisogna  dividere  AR^^oil  segmento  eguale 
BC^  per  BR^,  Percio  basta  dimezzare  T angolo 
CR^B]  e  se  RiR^  ©  ^^  bisettrice,  BR^  e  il  resto 
della  divisione. 

Ora  bisogna  dividere  BR^  per  BR^^  Percio  ba- 
sta dimezzare  Tangolo  B R^R^]  se  R^R^hla, biset- 
trice, 5-B3  e  il  nuovo  resto. 

Ormai  d  palese  che  11  processo  non  termina  mai, 
perchfe,  per  qnanto  si  prolunghi  la  spezzata  R  ^  JBg-Bg..., 
I'estremita  del  nnovo  lato  di  essa  non  pno  mai  cadere 
in  B^  ed  il  segmento  compreso  tra  B  e  Testreinita 
del  nnovo  lato  della  spezzata  ^  il  resto  della  nuova, 
divisione.  Conchiudiamo  [481]  che  il  segmento  AB 
e  la  sna  parte  anrea  AR^  sono  incommensnrabi- 
li,  c.  d.  d. 
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498.  Te«r.  La  diagonale  e  il  lata  d'un  quadrato 
sono  incommensurdbili  (*). 

Dint.  Sia  un  quadrato  A  B  CD  qualunque.  Pro- 
veremo  ohe  AC  ed  AB  sono  incommenstirabili. 

Intanto,  perchA  la  diagonale  e  Tipotenusa  d'un 
triangolo  rettangolo,  che  ha  per  cateti  i  lati  del  qua- 
drato, essa  6  maggiore  del 
lato  del  quadrato.  [143]. 

La  diagonale  &  poi  minore 
del  doppio  del  lato,  perche 
in  ogni  triangolo  ciascunlato 
e  minore  della  somma  degli 
altri  due.  [144]. 

Percio,  se  si  divide  la  dia- 
gonale d'un  quadrato  per  il 
lato,  si  trova  resto  necessa- 
riamente. 

Ed  ora  applichiamo  il  processo  delle  successive 
divisioni. 

Prendendo  sulla  AC  una  parte  AR^,  che  sia 
eguale  ad  A  B,  abbiamo  in  CR  ^  il  resto  della  prima 
divisione. 

Ora  bisogna  dividere  il  lato  del  quadrato  per  CR^ . 
Perci6  si  conduca  per  R  j  la  perpendicolare  ad  A  (7, 
e  sia  E  il  punto  dove  essa  incontra  B  C.  PoichA  gli 
angoli  R^BE,  ER^B  sono  complementari  degli 
angoli  eguali  [137]  ABR^.BR^A^  anch'essi  sono 
eguali,  epper6  [141]  e  BE  =  ER^.  Ma  6  ER^^ 
CiJj,  perchfi  nel  triangolo  rettangolo  ER^C,  essendo 
semiretto  Tangolo  ECR^,  tale  e  [258]  anche  Taijgolo 

(*)  Si  legge :  Celebratissimum  est  hoc  theorema  apud  vc- 
teres  philosophos,  adeo  ut,  qui  hoc  nesciret,  eum  Plato  non 
hominem  esse,  sed  pecudem  diceret 
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R^EC.  Per  conseguenza  8khh\a,mo  BE  ^  CR^]  ep- 
per6,  se  si  intraprende  la  divisione  diBC  per  CR^^ 
dopo  una  prima  sottrazione  si  ha  per  resto  CE.  E 
perchS  CE  si  pu6  riguardare  come  diagonale  del 
qnadrato  di  lato  CR ^,  e  ormai  palese  che  ad  un  re- 
sto nuUo  non  si  pu6  mai  per  venire.  Infatti  a  tal  pun  to 
dell'operazione  ci  troviamo  nelle  stesse  condizioni 
che  da  principio,  dacche  si  deve  dividere  le  diago- 
nale d'un  quadrate  per  il  lato  del  quadrate.  Possiamo 
quindi  conchiudere  [481]  che  la  diagonale  d'un  qua- 
drate e  il  lato  sono  incommensurabili. 

Rapporto  tra  due  grandezze  omogenee, 

484.  Le  grandezze  geometriche  si  possono  rappre- 
sentare  mediante  numeri,  e  cosi  la  Geometria  puo  trar 
profitto  della  scienza  del  calcolo.  Quanto  stiamo  per 
esporre  spetta  veramente  all'Aritmetica,  piuttosto  che 
alia  Geometria;  ad  ogni  modo  non  sara  inutile  rib a- 
dire  qui  i  concetti  fondamentali.  Si  ammette  per  il 
rimanente  di  questo  capitolo  che  il  lettore  abbia  co- 
noscenza  dell'Aritmetica  e  dell^ Algebra  elementare. 

48ft.  Teor.  JSe  due  grandezze  sono  commensura- 
bili,  la  frazione,  i  cut  termini  esprimono  come  le  due 
grandezze  sono  multiple  d'una  loro  comune  misura, 
i  costante. 

Diiii.  Siano  due  grandezze  omogenee  A^  B]  e 
(7,  D  siano  due  loro  misure  comuni  qualunque  [475]. 
Le  grandezze  A^  B  siano  multiple  della  C  rispettiva- 
mente  secondo  i  numeri  m,  n ;  e  siano  multiple  della  D 
rispettivamente  secondo  i  numeri  j},  q.  Dice  che  le 
frazioni  -^  ,  -|-  sono  eguali. 

Infatti,  essendo  per  ipotesi : 
A  =  mC,    B  =  nCy    A=pD,    B  =  qD, 


—  327  — 

egli  e : 

mCz=zpD        ed        nC  —  qD, 
epper6  anche : 

mnC  =  pnD        ed        m7t{?  =  mgi), 

e  per  conseguenza : 

pnD  =   mqD. 

Da  questa  egnaglianza  si  conchiude  che  e : 

pn  =  mq^ 
6pper6  anche: 

-^  =  — ,  c.  d.  d. 

q  n  ' 

48a.  Oa0«  Poichi,  misurando  duegrandezze  com<> 
mensurabili  con  la  lore  massima  comune  misura,  si  ot- 
tengono  quozienti  minori  che  misurandole  con  un'altra 
loro  comune  misura  qualunque,  tra  le  frazioni,  i  cui  ter- 
mini esprimono  come  due  grandezze  commensurabili  A, 
B  sono  multiple  d'una  loro  comune  misura,  quella  cor- 
rispondente  alia  massima  comune  misura  ha  termini 
rispettivamente  minori  dei  termini  di  qualunque  al- 
tra.  Quindi,  se  (7  &  una  comune  misura  qualunque  di 
-4,  B,  se  Z>  e  la  massima  comune  misura,  ed  -^  ,  -|-  sono 
le  corrispondenti  frazioni,  i  termini  della  prima  sono 
equimultipli  rispettivamente  dei  termini  della  secon- 
da;  e  cio  per  un  noto  teorema  della  teoria  delle  fra- 
zioni, oppure  per  questo  [480]  che  ogni  misura  co- 
mune di  due  grandezze  ^  una  misura  della  loro  mas- 
sima comune  misura. 

489*  Bef*  8e  due  grandezze  sono  commensura" 
bill,  qualunque  frazione,  i  cui  termini  esprimano  come 
le  due  grandezze  sono  rispettivamente  multiple  d'una 
loro  comune  misura,  si  dice  rapporto  della  prima  gran- 
dezza  alia  seconda. 
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Coed,  ad  es.;  se  ^,  ^  sono  due  grandezze  com- 
mensurabili,  se  (7  6  una  loro  comane  misara,  ed  esse 
sono  multiple  della  C  rispettivamente  secondo  i  na- 
men  m ,  n,  la  frazione  -^  &  il  [485]  rapporto  della  A 
alia  B. 

La  frazione  -^  &  il  rapporto  della  B  alia  A . 

498.  Omm.  Se  una  grandezza  A  k  mtdtipla  d'nn'al- 
tra  B  secondo  il  numero  m,  le  due  grandezze  sono 
commensurabili ;  la  B  stessa  6  nna  loro  comane  mi- 
sura,  anzi  la  massima  comune  misura.  Usando  di  que- 
sta  comune  misura,  si  trova  per  rapporto  di  ii  a  £  la 
frazione  -p- ,  cioA  Tintero  m. 

Se  C  &  un  altra  misura  qualunque,  ed  ^  e  £  sono 
multiple  di  C  secondo  i  numeri  |>,  {,  essendo  [485] : 


P.  _ 


w, 


il  numero  p  6  multiple  del  denominatore  q. 

489«  Beciprocamente,  data  una  grandezza  B  ed 
un  numero  razionale  qualunque,  si  puo  comporre  una 
grandezza  A^  il  cui  rapporto  alia  data  sia  appunto  il 
numero  dato. 

Se  il  numero  dato  S  un  intero  m,  codesta  gran- 
dezza Ah  a  multiple  di  B  secondo  il  numero  m, 

Se  il  numero  dato  e  la  frazione  a  termini  in- 
teri  -^ ,  si  prende  un  n.esimo  della  jB,  e  poi  se  ne 
forma  il  multiple  secondo  il  numero  m. 

Ma  si  otterrebbe  la  stessa  grandezza  A^  pren- 
dendo,  in  luogo  della  frazione  ^ ,  una  frazione  equi- 
valente,  ed  operando  suUa  B  come  indica  la  nuova 
frazione. 

490*  Consideriamo  infine  il  caso  di  due  gran- 
dezze A  e  B  incommensurabili. 
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Prendendo  nn  nninero  razionale  qualunqne  r,  e 
costraendo  quella  grandezza  il  cni  rapporto  alia  B  h 
il  nomero  r,  oi  risnlteri  una  grandezza  maggiore  o 
minore  della  A. 

Imaginiamo  di  spartire  tutti  i  numeri  razionali 
in  due  olassi,  mettendo  in  una  tutti  quelli  con  cui  si 
ottengono  grandezze  maggiori  della  ^ ,  e  in  un'  altra 
classe  tutti  quei  numeri  con  cui  si  ottengono  gran-* 
dezze  minori  della  A. 

£  manifesto  che  i  numeri  della  prima  classe  sono 
tutti  maggiori  di  quelli  della  seconda,  e  che  si  pos- 
sono  trovare  due  numeri,  uno  della  prima  classe, 
I'altro  della  seconda,  la  cui  differenza  sia  tanto  pic- 
cola  quanto  si  vuole. 

Ad  ogni  modo,  se  -^  e  un  numero  della  prima 
classe,  e  -^  uno  della  seconda^  poiche  la  grandezza 
che  si  ottiene  dalla  B,  operando  secondo  la  frazio- 
ne  -^ ,  6  maggiore  di  quella  si  ottiene  operando  se- 
condo la  frazione  ~~- ,  6  certamente  mq>  np^  e  per 
conseguenza  anche : 

^    ^    P 
n  q 

E  dividendo  la  B  in  un  numero  arbitrario  n  di 
parti  eguali,  e  formando  d'una  di  queste  i  multipli 
successivi,  si  troveranno  due  consecutivi  di  questi 
multipli  tra  i  quali  cadrd.  la  grandezza  A.  Se  il  mi- 
nore dei  due  multipli  e  formate  con  m  enneaimi  della 
B,  la  frazione  "'^^  appartiene  alia  prima  classe,  e  la 
frazione  —  alia  seconda.  Poiche  la  differenza  tra  i 
due  numeri  6  ~,  prendendo  n,  che  6  arbitrario, 
grande  abbastanza,  si  puo  ottenere  che  codesta  dif- 
ferenza  sia  minore  di  un  numero  dato  qualunque. 

Le  due  classi  di  numeri,  delle  quali  parliamo,  de* 
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terminano  Tin  numero  irrazionale,  che  si  dice  rap-^ 
porto  della  A  alia  B.  Adanque : 

Def.  Se  due  grandezze  A,  B  sono  incommensureh 
hilt,  si  dice  rapporto  della  A  alia  B  quel  numero  irror' 
zionale,  che  i  minore  dei  numeri  razionali  che  sono  i 
rapporti  alia  B  di  grandezze  maggiori  della  A,  ed  i 
maggiore  dei  numeri  razionali,  che  sono  i  rapporti 
alia  B  di  grandezze  minori  della  A. 

4l9i«  La  parola  rapporto,  alia  quale  abbiamo  ora 
attribuito  un  sigaificato  numerico,  fu  adottata  al- 
trove  per  coraporre  una  locuzione  con  oui  esprimere 
che  quattro  grandezze  sono  in  proporzione. 

Ora  vedremo  che  6  lecito  atfcribuire  in  quella  lo- 
cuzione alia  parola  rapporto  il  suo  significato  nume- 
rico ;  proveremo  cioe  che : 

4llt9«  Te«r.  Se  quattro  grandezze  sono  tali  che, 
misurando  la  prima  e  la  terza  rispettivamente  con 
equisummultipli  qualisivogliano  della  seconda  e  della 
quartaj  si  trovano  sempre  quozienti  egualij  il  rap^ 
porto  numerico  della  prima  alia  seconda  i  uguale  at 
rapporto  numerico  della  terza  alia  quarta;  e  recipro- 
camente, 

Blm.  Sia  la  proporzione  [386] : 

A  \  B  =  C  \  D, 
e  sia  -^  una  frazione  a  termini  interi  qualunque. 

Imaginiamo  di  misurare  la  grandezza  A  con  un 
n.esimo  della  B,  Secondo  che  il  quoziente  h  minore, 
uguale  o  maggiore  di  m,  possiamo  dire  che  il  rap- 
porto di  ^  a  j5  ^  minore,  uguale  o  maggiore  del  nu- 
mero ■^.  E  poichfe,  corrispondentemente,  misurando 
C  con  un  n.esimo  di  Z),  si  trova  un  quoziente  che  ^ 
minore,  uguale  o  maggiore  di  m ,  il  rapporto  di  £7  a  i> 
6,  corrispondentemente,  minore  anch'  esso^  uguale  o 
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maggiore  di  -^ .  In  oonchiusione  il  rapporto  diAsiB 
e  quello  di  (7  a  Z>,  paragonati  con  un  nomero  razio- 
nale  qualunque,  si  trovano  tutti  e  due  minori,  od 
egoali,  o  tutti  e  due  maggiori  di  codesto  numero. 
Essi  sono  dunque  uguali,  c.  d.  d. 

Seciprocamente)  se  il  rapporto  numerico  di  ^  a 
B  e  uguale  al  rapporto  numerico. di  C  a  D^  le  quat- 
tro  grandezze  sono  in  proporzione. 

Infatti,  presa  di  B  una  parte  aliquota  arbitraria, 
ad  es.  una  n.esima  parte,  si  misuri  con  essa  la  gran- 
dezza  il ;  sia  m  il  quoziente. 

Se  la  divisione  non  dk  resto,  il  rapporto  di  Ab,B 
e  la  frazione  -^ ;  e  poiche,  per  ipotesi,  codesta  fra- 
zione  e  anche  il  rapporto  di  (7  a  Z),  si  conchiude 
che,  anche  misurando  C  con  un  n.esimo  di  2),  si 
trova  il  quoziente  m . 

Se  la  prima  divisione  da  resto,  allora  il  rapporto 
numerico  di  A  a  B  i  compreso  tra  le  frazioni  -^ 
ed  *"  ^  ^  ;  e  perch^,  per  ipotesi,  cade  tra  queste  fra- 
zioni anche  il  rapporto  di  (7  a  Z),  si  conchiude  che, 
anche  misurando  C  con  un  n.esimo  di  D,  si  trova  il 
quoziente  m. 

Cosi  resta  dimostrata  I'identita  delle  due  defini- 
zioni  (le  diremo  una  geometrica  e  I'altra  aritmetica) 
di  proporzione  tra  quattro  grandezze. 

498.  Occorre  spesso  di  adoperare  i  rapporti  di 
piu  grandezze  di  una  data  specie  rispetto  ad  una 
stessa  grandezza  di  quella  medesima  specie.  Allora 
questa  grandezza  prende  il  nome  di  unitii  (di  misura) 
per  quella  data  specie  di  grandezze. 

II  rapporto  d'una  grandezza  a  quella  della  sua 
specie,  che  6  stata  scelta  per  unit4,  si  suol  dire  bre- 
vemente  il  valore  di  quella  grandezza. 
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Per  unit  Jb  di  misora  del  segmenti  si  pa6  scegliere 
on  segmento  arbitrario ;  una  volta  scelto,  esso  si  dice 
nniti  di  lunghezza  od  niiit4  lineare. 

Per  nnita  di  misura  dei  poligoni  si  assume  il  qua- 
drato  che  ha  per  lato  I'miita  lineare. 

Come  aniti  di  misura  degli  angoli  si  suol  assu- 
mere  Tangolo  retto. 

Come  unit&  degli  archi  di  uno  stesso  cerchio  si 
suol  prendere  il  quadrante  o  quarto  di  quel  cerchio. 

404.  Dovendo  determinare  il  valore  di  una  gran* 
dezza,  cio^  il  rapporto  della  grandezza  all'unit4  della 
sua  specie,  bisognerebbe  decidere  dapprima  se  code- 
ste  due  grandezze  sono  commensurabili.  Noi  cono- 
sciamo  un  processo  a  quest' uopo;  ma,  anche  nel  caao 
che  le  grandezze  siano  segmenti,  Toperazione,  gene- 
ralmente,  si  arresta  ad  una  impossibiliti  materiale  di 
esser  continuata.  Per  questo  in  pratica  si  preferisce 
di  dividere  preventivamente  I'unitd*  in  un  numero 
piu  o  meno  grande  di  parti  eguali,  e  di  considerare  una 
di  queste  come  misura  comune,  con  Tintenzione  di 
trascurare  il  resto,  se  un  resto  si  presenta  nella  divi- 
sione  della  grandezza  data  per  quella  parte  aliquota 
dell'unita.  Manifestamente  in  questo  modo  si  ottiene 
un  valore  approssimato  anche  nel  caso  in  cui  la  gran* 
dezza  sia  commensurabile  con  Tuniti. 

Ma  quando  la  grandezza,  di  cui  si  deve  determi- 
nare il  valore,  h  un  poligono,  in  questo  caso  la  deter- 
xninazione  diretta,  anche  se  approssimata,  e  quasi 
sempre  oltremodo  malagevole.  In  questo  caso  il  va- 
lore si  suol  determinare  indirettamente,  deducendolo 
col  sussidio  del  calcoio  da  valori  di  lati  o  di  segmenti 
tirati  convenientemente  nel  poligono  dato. 

4SA»  II  valore  di  un  poligono,  oioe  il  rapporto 
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del  poligono  al  quadrato  uniti  di  znisura,  si  dice  area 
del  poligono  (*). 

Aree  del  poligoni. 

496.  Te^r.  II  rapporto  tra  due  rombi  o  due 
triangoli  di  eguale  altezza  i  uguale  al  rapporto  delle 
bast. 

Dim.  Si  &  data  nel  §  384.  [492]. 

ABU.  Omm.  Poiche  sappiamo  [340]  trasformare 
an  poligono  qualtmqne  in  nn  triangolo  eqnivalente,  e 
trasformare  [337]  un  triangolo  dato  in  nno  di  equi- 
valente  nel  quale  nn' altezza  sia  eguale  a  un  dato 
segmento,  quando  fosse  chiesto  il  rapporto  tra  due 
poligoni,  si  potrebbe  trasformarli  in  due  triangoli 
d' eguale  altezza,  e  cercare  poi  il  rapporto  delle  basi 
dei  due  triangoli. 

408.  Teop.  H  rapporto  tra  due  rettangoli  -i 
uguale  al  rapporto  delle  basi  moltiplicato  per  il  rap^ 
porto  delle  altezze. 

Dim.  Siano  due  rettangoli  A  e  B,  Si  vuol  pro- 
yare  che  il  rapporto  Ai  As^  B  ^  uguale  al  rapporto  di 
CD  ad  EFy  moltiplicato  per  il  rapporto  di  HC  a  KE. 

Per  la  dimostrazione  si  costruisca  un  rettangolo 
L,  la  cui  base  ilf^sia  eguale  alia  base  EF  del  ret- 
tangolo Bj  e  la  cui  altezza  PM  sia  eguale  a  CH. 

Insegna  I'Arimretica  che  il  rapporto  di  A  o,  B  si 
pu6  avere  moltiplicando  il  rapporto  di  il  ad  Zr  per  il 

{*)  Non  si  deve  confondere  area  con  super  fide,  L'area  h 
il  valore  numerico  della  superficie.  L'area  d'ona  stessa  super- 
ficie  pTi6  essere  un  numero  od  nn  altro  secondo  la  scelta  del- 
ranit&  di  misura.  Area  h  quantity  (intensa) ;  superficie  ^  gran- 
dezza  (estesa). 
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rapporto  di  Z  a  i?.  Ma  il  rapporto  di  ^  ad  £,  poichS 
questi  due  rettangoli  hanno  altezze  ugnali,  &  [496] 
uguale  al  rapporto  di  CZ)  ad  MN^  cio6  al  rapporto 
di  CZ>  ad  Z?  i^.  E  il  rapporto 
di  Z  a  iJ,  poichS  questi  due 
rettangoli,  quando  si  pren- 
dano  per  basi  i  lati  PM  e 
KE,  hanno  altezze  uguali, 
e  [496]  uguale  al  rapporto 
di  PJf  a  KE,  cioe  al  rap- 
porto di  Zf  C  a  KE.  Dunque  infine  il  rapporto  del  ret- 
tangolo  A  al  rettangolo  B  ^  uguale  al  prodotto  del 
rapporto  di  CD  e^i  EF  per  il  rapporto  di  -ff  C  a  KE^ 
c.  d.  d. 

49S«  Teor*  L'area  di  un  rettangolo  d  uguale  al 
prodotto  della  base  per  Valtezza  (*). 

Blm.  Sia  AC  \m  rettangolo  qualunque,  %  DF 
un  quadrato,  il  cui  lato  EF  sia  eguale  all'unit&  li- 
neare.  Per  il  teorema  precedente, 
il  rapporto  del  rettangolo  ^  C  al 
quadrato  DF  q  uguale  al  prodotto 
del  rapporto  di  jB C  ad  EF  per  il 
rapporto  di  -4  jB  a  D  JB.  Ma  il  rap- 
porto diAC9,DF,  daccW  DFh 
Tunita  di  superficie,  si  dice  ap- 
punto  [495]  area  del  rettangolo^  senza  piu ;  e  i  rap- 
porti  della  base  BC a^d  EF,e  dell' altezza  ABaDE, 
daccli6  EF  e  DE  sono  eguali  aU'unita  lineare  [493], 
si  dicono  valori  della  base  e  delV  altezza  del  rettan- 

(*)  Per  brevity  in  laogo  di  valore  di  un  segmento,  se  co- 
desto  segmento  ha  un  nome,  si  adopera  qnesto  noma,  senz^al- 
tro.  Dal  contesto  del  discorso  si  capisce  immediatamente  in 
qual  senso  ^  usata  quella  tal  parola. 
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golo  AC,  e  piii  spesso  per  brevita  base  ed  altezza, 
senz'altro.  Per  consegnenza  Varea  ecc. 

ftoa.  €«r«  L'area  di  un  quadrate  i  uguale  alia 
seconda  poienzd  del  lata. 

Un  qaadrato  infatti  h  an  rettangolo,  nel  quale 
base  ed  altezza  sono  egaali  tra  loro  (*). 

Mil*  Se  a,  h  sono  i  valori  del  cateti  e  c  6  il  var 
lore  deiripotenusa  di  un  triangolo  rettangolo,  i  tre 
numeri  a^^h'^^c'^  rappresentano  le  aree  dei  quadrat! 
dei  cateti  e  dell'ipotenusa.  E  poicbd  il  quadrato  del- 
I'ipotenusa  h  equivalente  alia  somma  dei  quadrati  dei 
cateti  [332],  e  I'Addizione  aritmetica  h  I'operazione 
mediante  la  quale  dai  valori  delle  parti  si  desume  il 
valore  del  tutto,  possiamo  scrivere : 

In  base  a  questa  relazione,  che  ha  luogo  tra  i 
valori  dei  lati  di  un  triangolo  rettangolo,  quando  si 
conoscono  i  valori  di  due  lati,  si  puo  calcolare  quelle 
del  terzo. 

A09*  Os0«  Abbiamo  ricavata  la  precedente  rela- 
zione  tra  i  valori  dei  lati  di  un  triangolo  rettangolo 
(relazione  che  si  pu6  dire  teorema  di  Pitagoba  m^- 
trico)  dal  teorema  di  Pitagoea  (grafico).  A  codesto 
modo  di  dimostrazione,  che  fa  apparire  la  detta  rela- 
zione come  dipendente  dalla  scelta  dell'Tmiti  di  su- 
perficie,  e  da  preferire  il  seguente. 

Indicando  con  m  ed  n  i  valori  delle  proiezioni 

(*)  Qui  si  6  palesata  Forigine  della  locuzioiie  quadrato 
di  un  numero,  che  si  incontra  in  Aritmetica,  per  designare  la 
seconda  potenza  di  on  nnmero.  Cosi  si  dice  anche  che  Parea 
diun  qaadrato  h  nguale  al  quadrato  del  lato  (bisticcio),  in- 
tendendo  dire  che  Parea  di  an  qaadrato  ^  uguale  alia  seconda 
potenza  del  valore  di  un  lato. 
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del  cateti  sull'ipotenusa,  abbiamo  le  seguenti  propor- 
zioni  tra  nomeri  [432,  492] : 

c  :  a  =  a  :  m 

c  :  b  =  6  :  w, 
donde  a*   z=:  cm 

6*   =   en 
edinfine  a* -}"  ^*  =  c(»i-{-»)  =  c*. 

A08.  Teor.  L'area  di  un  rombo  i  uguale  al  prO' 
dotto  della  base  per  Valtezza. 

Dim.  Infatti,  se  un  rombo  ed  on  rettangolo 
hanno  basi  eguali  ed  eguali  altezze,  essi  sono  equiva- 
lenti  [320],  epper&  hanno  aree  nguali. 

ft04.  Te«r.  Uarea  di  un  trapezia  i  uguale  al 
prodotto  della  semisomma  delle  basi  per  Valtezza. 

Dim.  Si  h  visto  [327]  infatti  che  un  trapezio  i 
equivalente  a  un  rombo,  che  ha  base  uguale  alia  se- 
misomma  dei  lati  paralleli  del  trapezio  e  la  stessa 
altezza  che  questo.  [503]. 

HOA.  Teor.  Uarea  di  un  triangolo  i  uguale  alia 
meth  del  prodotto  della  base  per  Valtezza. 

Uliii.  Infatti  un  triangolo  ^  met&  di  un  rombo, 
se  questo  ha  base  ed  altezza  rispettivamente  uguali 
a  quelle  del  triangolo.  [503 J. 

AOa*  Tear.  L'area  di  un  poligono  circoscritto 
ad  un  cerchio  i  uguale  alia  meta  del  prodotto  del  pe^ 
rimetro  per  Vapotema, 

Dim.  Infatti,  se  un  triangolo  ha  base  uguale  al 
perimetro  di  un  poligono  circoscritto  ad  un  cerchio  e 
altezza  eguale  al  raggio,  esso  k  equivalente  [328]  al 
poKgono.  [505]. 
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Cenno  suirapplicazione  deir  Algebra  alia  Geometria. 

AHir,  Quando  le  grandezze  geometriche,  che  en« 
trano  in  una  questione  di  Geometria,  sono  rappresen- 
tate  da  numeri,  e  in  generate  da  lettere,  quella  tale 
questione  si  potr&  trattare  col  snssidio  dell'  Algebra. 

Qaando  alcone  grandezze  d'  una  questione  sono 
date  mediante  i  loro  valori  numerici,  allora  Tapplica- 
zione  dell' Algebra  d  voluta  dalla  questione  stessa.  In 
tal  caso  bisogna  cercare  di  esprimere,  in  base  alle  re- 
lazioni  geometriclie  che  hanno  luogo  tra  le  grandezze 
note  e  le  incognite,  le  relazioni  numeriche  che  hanno 
luogo  tra  i  valori  delle  grandezze  stesse.  Sisolvendo 
poi  I'equazione  o  il  sistema  d'equazioni  che  ne  ri- 
sulta,  si  ottengono  il  valore  o  i  valori  numerici  do- 
mandati. 

Qui  vogliamo  considerare  piuttosto  il  caso  in  cui 
r  applicazione  dell' Algebra  6  fatta  deliberatamente 
nell'idea  di  conseguire  piti  facilmente  I'intento,  sep- 
pure  non  si  debbano  trovar  numeri,  nh  formule  per 
calcolarli  quando  che  sia. 

O  che  si  tratti  di  dimostrare  un  teorema,  o  di 
risolvere  un  problema,  si  rappresentano  le  grandezze, 
di  cui  si  tratta,  mediante  lettere,  intendendo  che 
queste  rappresentino  i  valori,  noti  o  incogniti,  delle 
grandezze  stesse  rispetto  ad  una  unita  di  misura,  che 
si  lascia  ordinahamente  indeterminata.  Quindi  si 
cerca  di  esprimere  le  relazioni  algebriche  che  sussi- 
stono  tra  i  detti  valori;  la  qual  cosa  manifestamente 
non  pu6  riuscire,  se  non  quando  si  conoscano  oppor- 
tuni  teoremi  relativi  alle  grandezze  che  si  conside- 
rano  in  quella  tale  questione* 


! 
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Secondo  che  si  trattera  di  dimostrare  un  teorema 
o  di  risolvere  nn  problema,  le  relazioni  sopra  accen- 
nate  saranno  egaaglianze  identiche,  oppure  equa- 
zioni. 

Nel  primo  caso,  operando  secondo  le  regole  del 
calcolo  letterale,  si  procurera  di  trasformare  le  iden- 
tity in  altre  esprimenti  il  teorema  da  dimostrare. 

Ad  es.,  volendo  dimostrare  che  la  differenza  di 
due  qnadrati  &  equivalente  al  rettangolo  della  somma 
e  della  differenza  dei  lati  dei  quadrati,  si  puo  dire : 
siano  a  e  b  i  valori  dei  lati  dei  quadrati,  e  ^  Is,  diffe- 
renza dei  quadrati.  Cosi,  essendo : 

^  =   a*  —  6«, 
per  un  noto  teorema  d' Algebra,  egli  6  anche : 

^  =  (a  4-  &)  (^  —  &)) 
dove  appnnto  si  riconosce  [499]  espresso  il  teorema 
da  dimostrare. 

Nel  secondo  caso,  quando  cioS  si  debba  risolvere 
nn  problema,  si  risolve  Tequazione,  o  il  sistema  d'  e- 
qnazioni  ottennto.  La  formula  di  risoluzione  indica 
veramente  con  quali  calcoli,  in  un  caso  determinatOi 
dai  valori  dati  si  possono  ottenere  quelli  delle  gran* 
dezze  incognite.  Ma,  studiando  la  formula  di  risolu- 
zione, si  pu6  spesso  ricavarne  il  processo  per  costruire 
mediante  la  riga  e  il  compasso  le  grandezze  doman- 
date  (quando,  ben  s'intende,  la  questione  sia  di  tal 
natura  che  bastino  questi  istrumenti).  E  questo  i  il 
vero  scope  a  cui  siintende  allorquando,  come  abbiamo 
detto,  si  ricorre  all' Algebra  per  risolvere  una  que- 
stione di  pura  G-eometria,  una  questione,  cio&,  in  cui 
ne  sono  dati  numeri,  nd  si  domandano  numeri. 

Qui  &  neoessario,  per  via  d'esempi  opportuni,  ap* 
prendere  ad  interpretare  le  formule  di  risoluzione.  Ci 
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restringiamo  al  caso,  che  &  rordinario,  in  cui  le  inco- 
gnite  rappresentano  segment! ;  e  consideriamo  for- 
mole  di  risoluzione  di  equazioni  di  primo  o  di  secondo 
grado. 

A09»  ii  manifesto  il  significato  delle  formule : 
a?-=a  +  6,        X   =    a  —  6. 
Consideriamo  piattosto  la  formula  seguente  a;  =  ^  ^ 

Mettendola  sotto  la  forma  c  :  a  =  &  :  a;,  si  ri- 
conosce  che  il  segmento  incognito  h  quarto  proper* 
zionale  rispetto  ai  segmenti,  i  cui  valori  sono  rappre- 
sentati  rispettivamente  dalle  lettere  c.  a  eb. 

A09.  L'equazione  a?  =  -^  equivale  alia  propor- 
zione  &  :  a  =  a  :  a;,  la  quale  mostra  che  il  seg- 
mento X  A  terzo  proporzionale  rispetto  a  6  ed  a. 

MO*  L'equazione  x  =^  ab  sembrerebbe  assurda, 
dacchd  esprimerebbe  che  il  segmento  x  ^  equivalente 
al  rettangolo  dei  segmenti  a  e  6.  Per6  basta  scriverla 
sotto  la  forma  x  *  1  =  abj  ed  intendere  che  I'unitdi 
rappresenti  I'unita  lineare,  per  riconoscere  che  essa 
esprime  che  il  segmento  domandato  ^  quarto  propor- 
zionale dopo  Tuniti  lineare  ed  i  segmenti  a  e  6 . 

Mi«  II  caso,  che  abbiamo  ora  considerate,  pu6 
presentarsi  quando  uno  dei  segmenti  che  si  devono 
considerare  6  Tuniti  lineare.  In  questo  caso,  distri- 
buendo  uno  o  piii  fattori  eguali  airuniti,  nei  nume- 
ratori  o  nei  divisori,  si  fa  sparire  I'apparente  assur- 
dit4  nei  significato  della  formula  di  risoluzione. 

E  chiaro  che  non  occorre  questa  operazione,  ad 
as.,  per  l'equazione  x  =:mbj  quando  si  sappia  che  la 
lettera  m  non  rappresenta  un  segmento,  ma  un  coej£- 
oiente  numerico. 

M9m  L'equazione  x  =  -^^,  messa  sotto  la 
forma  a?  =  ~  •  —^ ,  mostra  che  bisogna  cominciare 


e 
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a  costmire  il  segmento,  che  &  quarto  proporzionale 
dopo  6,  6  6  c.  Detto  f  cotal  segmento,  resta  poi  a 
costruire  il  segmento  quarto  proporzionale  dopo  d^ 
a  edf. 

AiS.  Analogo  &  il  processo  nel  caso  che  il  nume- 
ratore  e  il  denominatore  contengano  un  maggior  nu- 
mero  di  fattori.  Possiamo  poi  dire,  in  generale,  che  il 
numeratore  deve  contenere  un  fattore  di  piii  che  il 
denominatore  (s'intende  di  quel  fattori  che  rappre- 
sentano  segmenti). 

614.  L'equazione  x  =  ^'"^^^  ,  e  meglio  I'equi- 
valente  a?  =  -^ — |-  -^  mostra  che  il  segmento x  ^l^ 
somma  di  una  terza  e  di  una  quarta  proporzionale. 

Mft.  L'equazione  di  secondo grade  x  =  V  abj  o 
Tequivalente  x^  =  ab^  messa  sotto  la  forma: 

a  :  X  =  X  :  b, 
mostra  che  il  segmento  x  S  medio  proporzionale  tra  i 
segmenti  a  e  b. 

IktU.  L'equazione  05=  V  a^  -\-  b^  indica  che  il 
segmento  x  e  Tipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo, 
che  ha  i  cateti  eguali  ai  segmenti  a  e  b. 

Mir* Invece  Tequazione 05=  V a^  —  6*  esprime 
che  il  segmento  05  e  un  cateto.  L'  ipotenusa  e  il  seg- 
mento a;  I'altro  cateto  ^  il  segmento  b. 

Ai8*  Sono  facili  da  interpretare,  ad  es.,  le  equa- 
zioni  X  =    |/  a*  -j-  6^  +  c*  —  d^ 


2 


ed  X  =   1/3^  +  1  +c 

MS.  Avendosi  x  =  Ka*-j-ftc,  si  comincia  a 
determinare  il  segmento  d  medio  proporzionale  tra  b 
e  c.  Cosi,  essendo  d^  =  6  c,  la  nostra  equazione  di- 
venta  x  =  Ka*  +  ^*>   <^^^  sappiamo  interpretare. 

Termineremo  con  un  esempio. 

5f  o.  Prolil.  Dividere  un  segmento  in  due  parti 
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in  modo  che  il  quadrato  d'una  parte  sia  equivalente 
al  rettangolo  delV  intero  segmento  e  delVcUtra  parte. 

RIflol*  Indichiaxno  oon  a  il  valore  del  segmento 
dato  6  con  x  quello  della  prima  parte ;  il  valore  del- 
I'altra  ^  a  —  x.  Tra  questi  valori  deve  sassistere 
I'eqaazione : 

x^  =  a  {a  —  x). 

Sisolvendo  si  ottiene : 

La  seconda  soluzione,  perchS  negativa,  non  pu6 
esprimere  un  modo  di  divisione  del  segmento,  che  so- 
disfaccia  alle  condizioni  del  problema,  e  quindi  si  tra- 
sonra.  L'altra  soluzione  mostra  che  per  dividere  il 
segmento  nel  modo  volnto  bisogna  anzdtatto  costruire 
tin  triangolo  rettangolo,  nn  cni  cateto  sia  eguale  al 
segmento  dato  e  Taltro  alia  meti  del  segmento  stesso. 
Poi;  sottraendo  dall'ipotenasa  del  triangolo  la  met& 
del  segmento  dato,  si  ottiene  la  parte  maggiore  di 
quelle  due  in  cni  si  deve  dividere  il  proposto  segmento. 

E  questa  h  appunto  la  costruzione,  che  gi&  cono- 
sciamo,  per  dividere  un  segmento  in  sezione  aurea. 

(La  seconda  soluzione,  insieme  con  la  prima,  ri- 
solve  il  seguente  problem  a,  in  cui  il  proposto  h  conte- 
nuto  come  caso  particolare, :  trovare  sopra  una  retta, 
che  passa  per  due  dati  punti  A  e  BjXm  punto  tale  che 
la  sua  distanza  dal  punto  A  sia  media  proporzionale 
tra  la  sua  distanza  da  jB  ed  il  segmento  AB). 

Esercici. 

739.  Dati  i  cateti  di  an  triangolo  rettangolo,  calcolare  1'  al* 
tezza  relativa  aU'ipotennsa. 

740.  Dato  nn  cateto  di  an  triangolo  rettangolo  e  Taltezza  re- 
lativa all'ipotennsa,  calcolare  I'area  del  triangolo. 
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741.  Data  V  area  di  an  triacgolo  rettangolo  e  data  V  altezza 
calata  suU' ipotenusa,  calcolare  i  segmenti  delP  ipotenusa 
ed  i  cateti. 

742.  Date  le  distanze  di  un  punto  dai  cateti  di  tin  triangolo 
rettangolo  e  dati  i  cateti,  calcolare  la  distanza  di  quel 
panto  dair  ipotenasa. 

743.  Data  1'  altezza  e  il  perimetro  di  un  triangolo  isoscele,  se 
ne  calcolino  i  lati. 

744.  Dati  i  lati  di  un  triangolo,  se  ne  calcolino  le  media- 
ne.  [583]. 

745.  Calcolare  i  lati  e  gli  apotemi  dei  poligoni  regolari  di  3,4,5, 
6,  8,  10,  12  lati,  dato  il  raggio  del  cerchio  circoscritto. 

746.  Nel  centre  di  uno  stagno  quadrate,  il  cui  lato  6  lungo  22 
piedi,  sorge  un  bambou,  e  la  parte  di  questo,  che  emer- 
ge daU'acqua,  ^  lunga  5  piedi.  Tirando  il  bambou  a  riva, 
la  somnut&  viene  a  coincidere  col  punto  di  mezzo  di  uno 
dei  lati  della  sponda.  Si  calcoli  la  profondit4  delPacqoa 
nella  vasca.  (Da  un  libro  Chinese,  scritto  2000  anni prima 
deir  era  volgare ). 

747.  Dato  un  cateto  di  un  triangolo  rettangolo  e  uno  dei 
segmenti  in  cui  Pipotenusa  ^  tagliata  dalla  corrispon- 
dente  altezza,  calcolare  1*  area  del  triangolo. 

748.  Calcolare  1*  area  di  un  triangolo  eqnilatero,  data  la  som- 
ma  di  un  lato  e  deir  altezza. 

749.  Calcolare  V  area  di  un  triangolo  rettangolo,  data  la  som- 
ma  dei  cateti  e  la  perpendicolare  calata  sull'ipotenusa. 

750.  Data  una  delle  basi  d'  un  trapezio  e  1*  altezza,  si  calcolino 
i  valori  degli  altri  lati,  supposto  che  siano  egaali. 

751.  Dati  i  valori  delle  distanze  di  tre  punti  da  due  rette  che 
sono  perpendicolari  tra  lore,  riconoscere  se  i  tre  punti 
sono  in  una  stessa  retta. 

Att.  I  seguenti  problemi  si  risolvano  col  sussidio  dell' Al- 
gebra. 

752.  Sottrarre  da  due  dati  segmenti  due  segmenti  eguali,  in 
mode  che  la  somma  dei  resti  sia  eguale  ad  un  terzo 
segmento  dato. 

753.  Dividere  il  lato  maggiore  di  un  dato  rettangolo  in  mode 
che  la  differenza  dei  quadrati  delle  parti  sia  equivalente 
al  rettangolo. 

754.  Descrivere  un  rettangolo  di  dato  perimetro,  e  cost  che 
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abbia  i  lati  rispettivamente  parallel!  ai  lati  di  an  rettan- 
golo  ed  equidistant!  da  quest!  lati. 

755.  Segnare  sui  lat!  di  un  rettangolo  quattro  punt!  in  modo 
che  siano  equidistant!  rispettivamente  da!  vertici  del  ret- 
tangolo, e  che  siano  vertici  d'una  losanga. 

756.  Dati,  sopra  una  retta,  tre  punt!  A,  B,  C,  segnare  suUa 
stessa  un  punto  X tale  che  Bi&  (A  Xy  =  B X '  C X. 

757.  Dividere  un  dato  segmento  in  tre  parti  in  modo  che  la 
prima  stia  alia  seconda  come  due  dat!  segment!,  e  la  se- 
conda  alia  terza  come  due  altr!  segment!  dati. 

758.  Da  due  segment!  dat!  si  taglino  via  due  parti  eguali,  in 
modo  che  !  rest!  stiano  tra  loro  come  due  segment!  dati. 

759.  Dimezzare  un  triangolo  con  una  retta  parallela  ad  un 
lato.  Oppure,  dividerlo  con  questa  parallela  in  part!  che 
stiano  tra  loro  come  due  dati  segment!. 

760.  Dimezzare  un  triangolo  in  modo  che  una  parte  sia  un 
triangolo  isoscele. 

761.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  il  perimetro  e 
r  altezza  calata  sulP  ipotenusa. 

762.  Dividere  un  segmento  in  modo  che  il  rettangolo  delle  parti 
sia  equivalente  adun  quadrate  dato ;  oppure,  in  modo  che 
il  quadrate  d'una  parte  sia  doppio  d!  quelle  dell*altra. 

763.  Dividere  un  segmento  talmente  che  il  quadrate  d'una 
parte  sia  equivalente  al  rettangolo  contenuto  dall'  altra 
parte  e  da  un  altro  segmento  dato. 

764.  Costruire  un  rettangolo,  che  sia  equivalente  ad  un  qua- 
drate dato,  ed  abbia  doppio  perimetro. 

765.  Costruire  un  rettangolo,  che  abbia  perimetro  eguale  a 
quelle  di  un  rettangolo  dato,  e  che  sia  equivalente  ad  an 
altro  rettangolo  dato. 

766.  Iscrivere  in  un  quadrate  dato  un  quadrate  di  lato  dato. 

767.  Iscrivere  in  un  triangolo  equilatero  un  triangolo  equila- 
tero,  che  sia  equivalente  alia  met&  del  dato. 

768.  Sottrarre  da  due  segment!  dati  due  segment!  eguali  in 
modo  che  la  somma  de!  quadrat!  dei  rest!  sia  equiva- 
lente ad  un  quadrate. 

769.  Iscrivere  in  un  triangolo  dato  un  rettangolo  che  sia 
equivalente  ad  un  quadrate  dato. 

770.  Costruire  un  triangolo  rettangolo  che  abbia  dato  perime- 
tro e  che  sia  equivalente  ad  un  quadrate  dato. 


CAPITOLO  XIV 

CICLOMETRIA 


Lemmi. 

591.  Def*  II  segmento,  che  tLnisce  il  panto  di 
mezzo  di  un  arco  col  punto  di  mezzo  della  corda  sot- 
tesa  dall'arco,  si  dice  freccia  di  quell'arco. 

Utt.  Per  segnare  la  freccia  d'un  arco  qualun- 
que,  basta  tirare  la  perpendicolare  alia  sua  corda  nel 
punto  di  mezzo.  E  infatti,  poich^  il  punto  in  cui  co- 
desta  perpendicolare  incontra  Tarco  6  equidistante 
[163]  dalle  estremita  dell'arco,  e  corde  ugaali  sono 
sottese  da  archi  eguali  [219],  la  perpendicolare  in- 
contra I'arco  nel  suo  punto  di  mezzo. 

StM.  Teor.  Se  due  archi  sono  entrambi  minari 
di  mezzo  cerchio,  ed  uno  i  metd,  delValtro,  la  freccia 
delVarco  minore  i  minore  della  meth  della  freccia 
delVarco  maggiore. 

Dim*  Sia  un  cerchio  di  centre  0,  ed  in  esso  una 
corda  AB  qualunque.  Calia- 
mo  dal  centre  la  perpendi- 
colare suUa  corda,  e  siano  C 
e  D  i  punti  in  cui  essa  in- 
contra la  corda  e  Tarco  BA. 
Poichi  [187,  522]  C  eD  sono 
i  punti  di  mezzo  della  corda 
e  dell'  arco,  il  segmento  CD  ^la,  freccia  dell'  ardo. 

Cosi,  tirando  dal  centre  la  perpendicolare  alia 
corda  A  D,  abbiamo  in  EF  la  freccia  dell'arco  DA. 
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Ora  si  tratta  di  dimostrare  che  EF  ^  minore 
della  metk  di  CD. 

A  tal  fine  si  tin  EH,  perpendicolare  ad  02>.  Poi* 
ch&  qnesta  retta  passa  per  il  panto  di  mezzo  del  lato 
AD  del  triangolo  A  CD,  ed  e  parallela  al  lato  AC, 
essa  dimezza  [285]  il  terzo  lato  CD.  E  poichS  OE, 
come  ipotennsa  del  triangolo  OEH,  h  maggiore  del 
cateto  OH,  sottraendo  questi  segmenti  dai  raggi 
OF,  OD,  troviamo  essere  EF  <  HD.  Cosi  resta  di- 
mostrato  cbe  ecc. 

S9A»  Cor.  Raddoppiando  abbastanza  il  numero 
dei  lati  di  una  spezzata  regolare  iscritta  in  un  arco, 
si  pud  ottenere  una  spezzata  regolare  iscritta  in  quel- 
Varco  nella  quale  la  freccia  delVarco  che  sottende  un 
lato  sia  minore  di  quaUivoglia  segmento  dato. 

Infatti;  poiche  nella  serie  indefinita  formata  dalle 
freccie  corrispondenti  alle  spezzate  successive  cia- 
scan  termine  6  minore  della  meta  del  precedente  [523], 
da  an  certo  posto  in  poi  i  termini  sono  minori  d'an 
segmento  dato  qaalnnque.  [479]. 

695*  Teor«  La  differenza  tra  i  perimetri  di  due 
poligoni  regolari  di  2n  lati,  uno  circoscritto  e  VaU 
tro  iecritto  in  un  cerchio,  i  minore  della  metd^  della 
differenza  tra  i  perimetri  di  due  poligoni  regolari 
di  n  lati,  uno  circoscritto  e  Valtro  iscritto  nel  cerchio 
stesso. 

Dim.  Sia  an  cerchio  di  centre  0,  ed  AB  sia  an 
lato  di  an  poligono  regolare  iscritto  di  n  lati.  Tiriamo 
da  0  la  perpendicolare  alia  corda  AB;  e  siano  C  e  D 
i  ponti  in  cui  essa  incontra  la  corda  e  I'arco  £>1.  La 
corda  AD  h  nn  lato  del  poligono  regolare  iscritto 
di2nlati.  [187,  522]. 

Tiriamo  per  A  la  tangente  al  cerchio  [208],  e 
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sia  E  il  punto  dove  essa  incontra  [256]  la  retta  0  C. 
Tiriamo  per  D  la  tangente  al  cerchio,  e  sia  F  il  panto 
dove  essa  incontra  A  E. 

II  segmento  AEh  me* 
ik  d'un  lato  del  poligono 
regolare  circoscritto  di  n 
lati ;  e  la  somma  AF'\-  FD 
i  equivalente  ad  nn  lato 
del  poligono  regolare  cir- 
coscritto di  2  n  lati. 

Si  tiri  da  D  la  DH 
perpendicolare  ad  ^  j&,  e 
poi  si  faccia  FK  ^  FD. 
Essendo  [143] : 

FH  <  FD    ed    FD  <  FE, 
il  punto  K  viene  a  cadere  necessariamente  tra  i  pnnti 
H  ed  E.  Infine  si  tiri  KL  perpendicolare  ad  OE. 

Ed  ora  si  osservi  che,  poichS  il  perimetro  del  po- 
ligono circoscritto  di  n  lati  h  composto  di  2n  seg- 
menti  eguali  ad  i4£,  e  il  perimetro  del  poligono 
iscritto  di  n  lati  6  composto  di  2  n  segmenti  eguali 
ad  AC^  la  dilFerenza tra  codesti  perimetri  (differenza 
che  indicheremo  con  Sn)  ^  composta  con  2n  seg- 
menti eguali  alia  difierenza  tra  AE  eA.  AC.  Abbiamo 
adunque : 

dn  =  2n(AE  —  AC). 

Cosi,  poich^  il  perimetro  del  poligono  circo- 
scritto di  2?»  lati  6  composto  di  2n  segmenti  eguali 
ad  u4  jP  -f-  FD,  cio6  ad  ^  J^,  e  il  perimetro  del  poli- 
gono iscritto  di  2  n  lati  i  compostO'  di  2  n  segmenti 
eguali  ad  ^  Z>,  la  differenza  tra  codesti  perimetri  (dif- 
ferenza  che  indicheremo  con  d^n)  ^  composta  con  2ii 
segmenti  eguali  alia  differenza  tre^  AK  ed  AD.  Ab- 
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biamo  adunque : 

8^n  =  2n(AK  —  AD). 

Se  la  differenza  {AK  —  AD)  fosse  uguale  aUa 
xnet&  della  differenza  {AE  —  AC),  sarebbe  d^n 
tigaale  alia  metk  did  n  [376].  Provando  che  la  prima 
differenza  h  minore  della  meti  della  seconda,  si  po- 
tra  concbiudere  cbe  d^n  ^  minore  della  metk  di  9„. 

Confrontando  i  triangoli  ADC,  ADH,  troviamo 
cbe  banno  A  D  comune,  retti  gli  angoli  in  C  ed  in  H^ 
ed  eguali  gli  angoli  in  A^  percbe  [299]  angoli  al  cer- 
cbio cbe  comprendono  gli  arcbi  eguali  BD,  DA.  Per 
consegnenza  [154]  h  AC ^  AH,  e  quindi  abbiamo: 

*;.  =  2nHE. 

Notiamo  poi  cbe,  essendo  AH  <i  AD,  h: 
AK  —  AH  >  AK  —  AD, 
cio6  HK  >   AK  —  AD] 

per  consegnenza  h : 

6^n  <   2nHK. 
Gosi,  se  possiamo  provare  cbe  HK  &  minore  della 
meta  di  HE,  possiamo  concbiadere,  a  maggior  ragio* 
ne,  cbe  d^n  ^  minore  della  metd*  di  d  „. 

Perci6  si  confrontino  i  triangoli  DKH,  DKL. 
Essi  banno  Z^Z*  comune,  retti  gli  angoli  in  ^ed  in  £, 
ed  eguali  gli  angoli  in  D,  percbS  complementari  ri- 
spettivamente  degli  angoli  HKD,  KDF,  cbe  sono 
gli  angoli  alia  base  del  triangolo  isoscele  FDK.  Per 
consegnenza  [154]  6  HK=KL.  Ma  ^  JTZ  <  KE] 
quindi  ^  HK  <  KE,  eppero  HK  ^  minore  della  metk 
di  HE,  e  per  conseguenza  infine  Asa  &  minore  della 
meta  di  J  „ ,  c.  d.  d.  (*). 

(*)  Per  il  nostro  intento  ci  ^  bastato  provare  cbe  la  diffe- 
renza, cbe  abbiamo  rappresentato  con  (f«/i,  ^  minore  della 
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58#.  O«0*  La  precedente  dimostrazione  vale, 
86nz'  altro,  anche  per  il  caso  che,  invece  di  poligoni 
circoscrikti  ed  iscritti  in  un  cerchio,  si  tratti  di  spez- 
zate,  circoscritte  ed  iscritte  in  on  arco  qualunqae. 

SMKm  €or«  Dato  un  cerchio  ed  un  aegmento  quor 
lunque,  si  possono  trovare  due  poligoni,  uno  ctVco- 
seritto  e  V altro  iscritto,  nei  quali  la  differenza  tra  i 
perimetri  sia  minore  del  segmento  daio. 

Infatti,  se  si  cosbruisoono  due  poligoni  regolari 
d'egnal  numero  di  lati,  uno  circoscritto  e  1' altro 
iscritto  nel  datp  cerchio,  e  poi  si  va  raddoppiando 
successivamente  il  numero  dei  lati,  la  differenza  tra  i 
perimetri  dei  poligoni  &  ogni  volta  mi^^ore  della  meta 
della  differenza  tra  i  perimetri  dei  due  poligoni  pre* 
cedenti  [525] ;  e  perci6,  seguitando  a  bastanza,  si  per- 
viene  necessariamente  [479]  a  due  poligoni,  uno  cir- 
coscritto e  I'altro  iscritto,  nei  quali  la  differenza  tra 
i  perimetri  e  minore  del  segmento  dato. 

598.  Teor.  La  differenza  tra  due  poligoni  rego^ 
lari  di  2  n  lati,  uno  circoscritto  e  V altro  iscritto  in  un 
cerchio,  i  minore  della  meth  della  differenza  tra  %  po^ 

met&  della  difPerenza  cf  n  •  Ma  si  pa6  dimostrare  che  (f  s  n  ^  mi- 
nore di  un  quarto  di  cf  n  .  Daremo  alcuni  cenni  della  dimostra- 
zione. Biferendoci  alia  nostra  figara,  cominciamo  ad  osservare 
clie  K{D)Ah  retto  [296].  Percid  kiAH<AD<,AK.  Cosi,* 
se sopra il^,  partendo  da  A^  si  prende  un  segmento  AM  =  ADj 
11  panto  M cade  tra  He  K.  Essendo  MK  ^  AK  —  AD^  Isk 
difficolt&  &  ridotta  a  provare  che  MK  ^  minore  di  an  quarto 
diHE. 

Per  K  si  tiri  la  perpendicolare  h  DK,e  siano  H',  3f ',  E' 
i  punti,  dove  incontra  D  H,  DM^  DE,  Si  proverb  che  I>ihf  di- 
mezza  KDH;  che  6  KM'  =  KM]  che  ^  KM'  <  M'H',  ep- 
per6  anche  KM'  <^-J-  H'E',  ed  a  piii  forte  ragione  KM^ 
cio6  KM  <  -f  HEf  perchi  [esercizio  400]  d  H'E'  <  HE. 
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ligoni  regolari  di  n  lati,  una  circoscritto  e  Valtro 
Ucritto  nel  cerchio  stesso. 

Him*  Sia  AB  un,  lato  di  nn  poligono  regolare  di 
n  lati,  iscritto  in  nn  cerchio.  Tiriamo  per  il  centre  C 
la  perpendicolare  alia  corda  AB  e  poi  per  A  la  tan-^ 

gente ;  e  sia  2>  il  panto 
d'incontro  [256]  di 
queste  due  rette ;  sia- 
no  JSJ,  i^  i  punti  in  cui 
la  CD  incontra  Tarco 
BA  e  la  corda  AB. 
Infine  tiro  per  E  la 
tangente,  e  sia  H  il 
panto  dove  essa  in- 
contra AD, 

Sappiamo  che  A  D 
h  meiik  di  on  lato  di 
mi  poligono  circoscritto  di  n  lati  ]AE  inn  lato  del  po- 
ligono iscritto  di  2  n  lati ;  ed  ^  J7,  HE  sono  ciascuno 
meti  d'un  lato  del  poligono  circoscritto  di  2n  lati. 

Poiche  il  poligono  di  n  lati  circoscritto  e  compo- 
sto  di  2n  triangoli  egaali  al  triangolo  ACD^  ed  il 
poligono  di  n  lati  iscritta  e  composto  di  2  n  triangoli 
egaali  al  triangolo  ACFjla,  diflferenza  tra  i  due  poli- 
goni  (differenza  che  indicheremo  con  ^ n)  ^  compo- 
sta  di  2n  triangoli  egaali  al  triangolo  AFD. 

E  perche  il  poligono  di  2n  lati  circoscritto  ^ 
composto  di  2n  quadrangoli  eguali  al  quadrangolo 
CAHE,  ed  il  poligono  di  2w  lati  iscritto  6  composto 
di  2  n  triangoli  egaali  al  triangolo  C  AE^ldk  differenza 
tra  i  due  poligoni  (differenza  che  indicheremo  con 
/Itn)  ^  composta  di  2n  triangoli  egaali  al  triangolo 
AHE. 
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Cosi,  per  provare  che  ^sn  ^  minora  della  meta 
di  dn  1  basta  provare  che  il  triangolo  AHE  h  minore 
della  meti  del  triangolo  AFD. 

Perci6  basta  osservare  che,  essendo  HD>  HE 
ed.  HE^  AH^  6  HD  >  AH,  e  che  per  consegaenza 
il  triangolo  HDE  ^  maggiore  [321]  del  triangolo 
AHE.  Poich^  qnesti  due  triangoli  sono  parti  distinte 
del  triangolo  ii/^ 2),  il  triangolo  AHE  h  minore  della 
met&  del  triangolo  AFD. 

Conchiudiamo  che  6  ^,;^  <  -i-  -J„,  ed  in  ge- 
nerale  che  e^e.  (*). 

5*9«  €or.  Data  un  cerchio  ed  un  poligono  (**) 
qualunque,  si  possono  trovare  due  poligoni,  una  cir- 
coscritto  e  Valtro  iscritto  nel  cerchio,  la  cui  differema 
sia  minore  del  poligono  dato. 

Infatti,  se  si  costruiscono  due  poligoni  regolari 
d'egual  numero  di  lati,  uno  circoscritto  e  I'altro 
iscritto  nel  dato  cerchio,  e  poi  si  va  raddoppiando 
successivamente  il  numero  dei  lati,  la  differenza  tra 
i  poligoni  6  ogni  volta  minore  della  meti  della  diffe- 
renza tra  i  due  poligoni  precedenti  [528] ;  e  perci6, 
seguitando  abbastanza,  si  perviene  necessariamente 
[479]  a  due  poligoni,  uno  circoscritto  e  1'  altro  iscrit« 
to,  la  cui  differenza  e  minore  del  poligono  dato. 

(*)  Si  pu6  provare  senza  difficolt&che  ^J2n<^  Jn*  E 
infatti facilmente  si  prova  che dal triangolo  AFDai  possono 
ricavare  quattro  triangoli  equivalenti  al  triangolo  AHE,  e 
che  c'  ^  anche  nn  resto. 

(**)  Se  in  voce  d'un  poligono  fosse  data  una  parte  di 
piano  qnalunque,  si  prenderebbe  da  qnesta  nna  parte  che 
fosse  an  poligono  e  si  trascnrerebbe  il  rimanente. 
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Classi  di  grandezze.  Class!  contigue. 

&SO.  Diremo  classe  di  grandezze  Tiiisieme  delle 
grandezze  che  sodisfanno  ad  una  determinata  condi- 
zione.  Codeste  grandezze  si  diranno  gli  elementi  'di 
quella  classe. 

Ad  es.,  i  perimetri  dei  poligoni  iscrifcti  in  nn  cer« 
chio  costituiscono  una  classe  di  segmenti. 

Indicheremo  una  classe  con  una  lettera  maiusco* 
la;  con  la  stessa  lettera  minuscola  dinoteremo  I'ele- 
mento  generale  della  classe.  Dovendo  significare  de- 
terminati  elementi,  useremo  della  stessa  lettera  mi- 
nuscola con  different!  indici. 

ftSi*  Def.  Diremo  contigue  due  classi,  quando 
ogni  elemento  d'una  classe  sia  maggiore  di  tutti  gli 
elementi  dell'altra,  e  si  possano  trovare  due  elementi, 
nno  d'  una  classe  e  V  altro  dell'  altra,  tali  che  la  loro 
differenza  sia  minore  d'una  grandezza  della  stessa 
loro  specie,  data,  qualunque. 

Ad  es.,  sono  contigue  la  classe  dei  perimetri  dei 
poligoni  circoscritti  ad  un  cerchio  e  la  classe  dei  pe- 
rimetri dei  poligoni  iscritti  nel  cerchio  stesso. 

Infatti,  il  perimetro  di  qualunque  poligono  cir- 
coscritto  S  maggiore  del  perimetro  di  qualunque  po- 
ligono (convesso)  iscritto  [175];  e  si  possono  trovare 
[527]  due  poligoni,  uno  circoscritto  e  V  altro  iscritto, 
nei  quali  la  differenza  tra  i  perimetri  sia  minore  d'un 
segmento  dato  qualunque. 

A89«  Di  due  classi  contigue  diremo  maggiore 
quella  composta  con  le  grandezze  che  sono  maggiori 
degli  elementi  dell' altra  classe.  Questa  si  dirk  la 
classe  minore. 
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Bappresenteremo  il  gruppo  di  due  classi  conti- 
gue,  sorivendo,  tra  parentesi,  separate  da  una  virgola, 
le  lettere  che  esprimono  le  due  classi.  La  lettera,  che 
esprime  la  olasse  maggiore,  si  scrivera  a  sinistra. 

Cosi,  ad  es.,  la  notazione  ( M,  N)  rappresenta 
I'insieme  di  due  classi  contigue ;  i(f  &  la  classe  mag- 
giore,  ed  N  la  minore. 

ftSS*  La  maggiore  di  due  classi  contigue  potrebbe 
contenere  un  elemento  minimo ;  e  la  minore  di  due 
classi  contigue  potrebbe  contenere  un  elemento  mas- 
simo.  Ma  non  pu6  darsi  che  ad  un  tempo  la  classe 
maggiore  contenga  elemento  minimo  e  la  minore 
elemento  massimo. 

Infatti,  data  la  coppia  di  classi  contigue  ( Mj  N)^ 
se  la  classe  M  avesse  un  elemento  minimo  m^,  e  la 
classe  N  un  elemento  massimo  n^ ,  essendo  m^  3>  n^, 
la  differenza  tra  un  elemento  della  classe  M  ed  uno 
della  classe  N,  sarebbe  necessariamente  uguale  o 
maggiore  della  differenza  m^  —  f^y,  e  ci6  contro 
I'ipotesi  che  le  classi  3f,  N  siano  contigue,  che  si  pos- 
sano  quindi  trovare  due  elementi,  uno  d'  una  classe 
e  I'altro  dell'altra,  la  cui  differenza  sia  minore  d'una 
grandezza  della  loro  specie,  data,  qualunque. 

A34.  Teor.  Data  una  coppia  di  classi  contigue^ 
esiste  una  grandezza  ed  una  sola,  che  ha  la  propriety 
d'essere  minore  di  tutte  le  grandezze  della  classe  mag- 
giore  e  di  essere  maggiore  di  tutti  gli  elementi  delta 
classe  minore. 

mm.  Sia  una  coppia  di  classi  contigue  ( ilf ,  N). 
Dico  che  esiste  una  grandezza  ed  una  sola,  che  ha 
la  proprieta  d'essere  minore  di  tutti  gli  elementi 
della  classe  jf ,  e  di  essere  maggiore  di  tutti  gli  ele- 
menti della  classe -A^. 
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Infatti,  qualunque  sia  la  specie  degli  elementi 
che  compongono  le  dne  classi,  siano  segmenti,  od  an- 
goli,  od  archi  d'ano  stesso  cerchio,  o  poligoni,  poichi, 
preso  un  elemento  qualunque  della  olasse  maggiore  ed 
uno  qualunque  della  classe  minore,  esiete  sempre  una 
grandezza  che  6  minore  del  primo  e  maggiore  del  se- 
condo,  nulla  vieta  di  ammettere  (*)  che  esista  una 
grandezza,  la  quale  sia  minore  di  tutti  gli  elementi 
della  classe  M  e  maggiore  di  tutti  gU  elementi  deUa 
classe  A^  Chiamiamo  A  una  grandezza,  che  abbia 
questa  proprieta. 

.Dico  che  nessun'altra  grandezza  differente  da  k 
(non  equivalente  a  A)  non  puo  godere  I'accennata 
proprieta  di  A. 

Infatti,  se  un'altra  grandezza  A',  differente  da  A, 
fosse  anch'essa  minore  di  tutti  gli  elementi  della 
classe  M  e  maggiore  di  tutti  gli  elementi  della  classe 
N,  la  differenza  tra  un  elemento  della  prima  classe 
ed  uno  della  seconda  sarebbe  uguale  o  maggiore  della 
differenza  tra  A  e  A',  e  ci6  contro  I'ipotesi  che  le  due 
classi  siano  contigue. 

63ft«  Cor.  Una  coppia  di  classi  contigue  si  pud 
usareper  determinare  una  grandezza,  e  appunto  quella 
unica  [534]  (**),  che  i  minore  di  tutti  gli  elementi 
d'una  classe  e  maggiore  di  tutti  gli  elementi  dell'altra. 

La  grandezza  determinata  da  due  classi  conti- 
gue ^  compresa  tea  le  classi,  separa  le  due  classi. 

53S.  Ommm  Se  la  maggiore  di  due  classi  contigue 

(*)  Della  prima  parte  della  proposizione  se  ne  fa  danqne 
nn  postulato  (postulato  della  continuitcL  delle  grandezze  gee* 
metriche). 

(**)  Qnando  si  tratti  di  superficie,  s*intende  unica  rispetto 
airestensione,  non  gik  rispetto  alia  forma. 

83 
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ha  elemento  minimo,  o  la  minore  elemento  massimo, 
in  tal  caso  h  meno  evidente  che  ci  sia  una  grandezza 
che  separi  le  due  classi.  Per  questo  caso  si  puo  assu- 
mere  come  grandezza  di  separazione  rispettivamen- 
te  [533]  r  elemento  minimo  della  classe  maggiore  o 
I'elemento  massimo  della  classe  minore.  (*). 

Rettificazione  approssimata  del  cerchio. 

4 

IMH.  Teor.  Dato  un  cerchio  qualunque,  esiste  un 
segmento  ed  uno  solo,  il  quale  ha  la  propriety  di  es- 
sere  minore  del  perimetro  di  qualunqtie  poligono  cir^ 
coscritto  e  maggiore  del  perimetro  di  qualunque  poli^ 
gono  iscritto. 

Dim.  Dato  un  cerchio  qualunque,  imaginiamo 
di  comporre  due  classi,  una  coi  perimetri  dei  poli- 
goni  circoscritti,  I'altra  coi  perimetri  dei  poligoni 
iscritti.  Codeste  due  classi  sono  contigue. 

Infatti,  poiche  di  due  poligoni  qualunque,  che 
siano,  uno  circoscritto  e  I'altro  iscritto  in  uno  stesso 
cerchio,  il  poligono  iscritto  i  parte  del  circoscritto  ed 
6  convesso,  il  perimetro  del  poligono  circoscritto  6 
maggiore  [175]  del  perimetro  deir  iscritto.  Ogni  ele- 
mento della  prima  classe  e  dunque  maggiore  di  tutti 
gli  element!  dell'altra. 

Si  possono  poi  trovare  un  elemento  della  classe 
maggiore  ed  uno  dell  'altra  la  cui  differenza  sia  mi- 
nore d'  un  segmento  dato  qualunque,  perche,  dato  un 

(*)  Non  abbiamo  Toluto  definire  la  grandezza,  che  separa 
dae  classi  contigne  in  modo  cbe  fosse  contemplato  ancbe  que* 
sto  caso,  percli^  ne  risolta  un  enunciato  troppo  luDgo  (cbe  si 
dovrebbe  poi  ripetere  spesso)  ed  ancbe  percb^  le  classi  conti- 
gne, cbe  dovremo  considerare,  non  presentano  mai  elemento 
minimo  od  elemento  massimo. 
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cerchio  ed  un  segmento  qualunque,  si  possono  tro- 
vare  [527]  due  poligoni  uno  circoscritto  ed  uno  iscrit- 
to,  nei  qnali  la  differenza  tra  i  perimetri  sia  minore 
del  segmento  dato. 

Le  due  elassi  sono  adunque  contigne;  epper6 
resta  provato  che,  ecc.  [534]. 

&S8*  Omm*  G-iova  osservare  che  delle  due  class! 
contigue  considerate  nel  precedente  paragrafo,  nS 
la  maggiore  ha  elemento  minimo,  n^  la  minore  ha 
elemento  massimo;  in  altre  parole,  non  c'^  poligono 
circoscritto,  il  quale  abbia  perimetro  minore  di  quelle 
di  ogni  altro  poligono  circoscritto ;  ne  poligono  iscrit- 
to,  il  quale  abbia  perimetro  maggiore  di  quelle  di 
ogni  altro  poligono  iscritto. 

Infatti,  dato  un  poligono'  circoscritto,  basta  ti- 
rare  una  tangente  al  cerchio,  distinta  da  quelle  a  cui 
appartengono  i  lati  del  poligono,  per  ottenere  un 
poligono  circoscritto  avente  perimetro  minore  [144] 
di  quelle  del  poligono  dato.  E  dato  un  poligono 
iscritto,  basta  unire  le  estremita  d'un  lato  con  un 
punto  deirarco  che  lo  sottende,  e  poi  sopprimere  il 
lato,  per  ottenere  un  poligono  iscritto  avente  peri- 
metro maggiore  [144]  di  quelle  del  poligono  dato. 

Ed  era,  iscritto  in  un  cerchio  un  poligono  rego- 
lare  di  un  numero  qualunque  di  lati,  imaginiamo  di 
andar  successivamente  raddoppiando  e  senza  fine  il 
numero  dei  lati  del  poligono.  Andra  crescendo  senza 
fine  il  numero  dei  punti  cemuni  al  cerchio  ed  al  con- 
torno  del  poligono ;  e  diventera  minore  d'un  segmento 
dato  fi,  per  quanto  piccolo,  la  freccia  [524]  dell'arco 
che  sottende  il  lato  del  poligono.  E  quando  questa 
freccia  sia  minore  di  un  segmento  e,  si  pu6  dire  che 
e  minore  di  €  la  distanza  di  un  punto  qualunque  M 
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del  cerchio  dal  lato  del  poligono  sotteso  dall'arco,  a 
cai  questo  punto  M  appartiene.  In  somma,  al  raddop- 
piarsi  indefinito  del  numero  del  lati  di  nn  poligono 
regolare  iscritto,  il  contorno  del  poligono  tende  a 
confondersi  col  cerchio,  senza  per6  poter  diventare 
con  questo  coincidente.  [203]  (*). 

Nel  tempo  stesso  il  perimetro  del  poligono  cre- 
sce,  avvicinandosi  a  quel  segmento,  che  abbiamo 
chiamato  A,  in  modo  da  differirne  di  meno  d'un  seg- 
mento  dato  qualunque,  senza  poter  mai  eguagliarlo. 
Queste  considerazioni  (**)  c'inducono  a  dare  la  se- 
guente : 

639.  Def.  n  segmento,  che  i  maggiore  del  peri- 

(*)  Analogamente  si  pa6  dire  del  poligono  regolare  cir- 
coscritto.  lutaiito  dalla  figura  del  §  525  risulta  che,  raddop- 
piando  il  numero  dei  lati  dl  un  poligono  regolare  circoscritto, 
il  lato  del  poligono  diventa  minore  della  sua  met&;  donde  se- 
gue [479]  che,  se  il  numero  dei  lati  di  un  poligono  regolare 
circoscritto  h  grande  abbastanza,  il  lato  h  minore  d'un  seg- 
mento  dato  qualunque.  E  perch^  la  differenza  tra  la  distanza 
di  un  vertice  del  poligono  dal  centre  ed  il  raggio  ^  [1^5]  mi- 
nore della  met&'  di  un  lato  del  poligono,  quando  il  numero  dei 
lati  di  un  poligono  circoscritto  e  grande  abbastanza,  la  distan- 
za tra  un  punto  qualunque  del  contorno  del  poligono  ed  il  cer- 
chio (presa  sul  segmento  che  unisce  quel  punto  col  centre) 
e  minore  [209, 160]  d'un  segmento  dato  qualunque. 

(**)  Aggiungiamo  che  a  cerchio  maggiore  corrisponde 
un  segmento  A  maggiore.  Infatti,  posti  a  coincidere  i  centri 
dei  due  oerchi,  e  iscritto  nel  maggiore  un  poligono  regolare, 
raddoppiando  a  bastanza  il  numero  dei  lati  del  poligono,  si 
pu6  ottenere  che  il  contorno  cada  tutto  fuori  del  cerchio  mi- 
nore. Ci6  ha  luogo  quando  la  freccia  dell'arco,  che  sottende 
un  lato,  h  minore  della  differenza  dei  raggi  dei  cerchi.  [524, 
215].  Facilmente  se  ne  ricava  poi  un  poligono  circoscritto  al 
cerchio  minore,  e  tutto  interne  al  poligono  iscritto  nel  cer- 
chio maggiore.  Ecc.  [175, 537]. 


r 
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metro  di  ognipoligono  iscritto  in  un  cerchio,  e  minore 
del  perimetro  di  ogni  poligono  circoscritto,  i  equiva^ 
lente  al  cerchio  (*). 

AAO.  II  problema  di  costruire  il  segmento  equi- 
valente  a  nn  cerchio  dato,  problema  che  porta  il  titolo 
«  rettificazione  del  cerchio  » ,  non  si  pu6  risolvere  (**) 
col  solo  sussidio  di  rette  e  di  cerchi  (cioS  mediante  riga 
e  compasso ).  Perci6  bisogna  contentarsi  di  costruire 
dei  segmenti  che  siano  approssimativamente  equiva- 
lenti  ad  nn  cerchio  dato.  Un  modo  sarebbe  questo  di 
dividere  il  cerchio  in  parti  eguali,  poi  una  di  queste 
per  meta,  poi  una  delle  nuove  parti  per  meta,  e  cosl 
via,  perch^  cosi  si  trova  il  lato  di  un  poligono  regolare 
iscritto,  e  quindi  anche  il  perimetro  del  poligono,  che 
&  un  segmento  approssimato  al  cerchio  per  difetto. 
E  perchd,  conoscendo  V  n.esima  parte  di  un  cerchio, 
si  puo  [359]  costruire  il  lato  e  quindi  il  perimetro  del 
poligono  regolare  di  n  lati  circoscritto,  si  potra  tro- 
yare  anche  un  segmento  approssimato  al  cerchio  per 
eccesso;  dimodoche  si  potra  poi  conoscere  anche  il 
grade  d'approssimazione.  Ma  in  pratica  gli  errori  di 
costruzione,  dovuti  airimperfezione  degli  istrumenti  e 

(*)  La  ragione  della  difficolt&,  che  s'incontra  nel  confronto 
di  un  cerchio  con  un  segmento,  6  questa  che  non  si  pu6  dire 
che  il  cerchio  ^  maggiore  (piu  lungo)  del  perimetro  d'un  po- 
ligono iscritto,  perch^  nessana  parte  del  perimetro  h  uguale  a 
parte  del  cerchio.  Infatti  finora,  dicendo  che  un  ente  ^  minore 
d'un  altro,  intendevamo  dire  che  il  primo  ^  uguale  od  equiva- 
lente  ad  una  parte  dell'altro.  Piili  difficile  h  il  confronto  del  cer- 
chio col  perimetro  d'  un  poligono  circoscritto,perch^  non  inter- 
viene  I'antico  assioma  « la  retta  ^  il  piii  breve  cammino  da  un 
punto  all* altro  ». 

(**)  Questa  impossibility  fu  dimostrata  (1882)  dal  Lm- 

DBMANN. 
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all'imperfetto  loro  uso,  error!  di  tanto  peggior  conse- 
guenza  finale,  quanto  e  piu  grande  il  numero  del  lati, 
impediscono  manif  estamente  di  trovar  nel  modo  accen- 
nato  un  segmento  che  abbia  an  grado  prestabilito  qua- 
lunque  di  approssimazione.  Percio  si  e  cercato  di  ri- 
solvere  il  problema  col  sussidio  del  calcolo ;  e  questo 
metodo  e  suscettivo  di  quella  approssimazione  qua- 
lunque  che  si  pu6  desiderare.  Per  questa  via,  invece 
del  segmento  equivalente  al  cerchio,  si  trova  il  valore 
del  segmento,  cioe  il  suo  rapporto  ad  un  segmento 
preso  per  unita  di  misura.  Ma  se  ne  dedncono  poi  an- 
che  regole  semplici  per  la  rettificazione  approssimata. 

541*  Teor.  II  rapporto  del  cerchio  al  diametro 
i  costante  (*). 

Dim. Indichiamo  con  C eC^  i  segmenti, che  sono 
rispettivamente  equivalenti  a  due  cerchi  di  raggi  R 
ed  i2'.  Costruiamo  due  poligoni  qualunque,  uno  iscritto 
e  Taltro  circoscritto  al  secondo  cerchio,  e  indichiamo 
con  j> '  e  P'  i  loro  perimetri.  Costruiamo  poi  [466]  due 
altri  poligoni  rispettivamente  simili  ai  due  conside* 
rati,  e  che  siano  uno  iscritto  e  Taltro  circoscritto  al 
primo  cerchio  ;  e  indichiamo  con  ^  e  P  i  loro  perime- 
tri. Sappiamo  che  hanno  luogo  [467 j  le  proporzioni: 

pip'    =    R  :   E' 
e  P  :   P'    =    R  :   R'. 

Se  indichiamo  con  D  il  segmento  quarto  propor- 
zionale  rispetto  ad  2?,  i?'  e  C,  tale,  cioe,  che  sia: 

R  :  R'   —   C  :  D, 
abbiamo  [390]  poi: 

p  :  p'  =  C  :  D 
e  P  :  P'  =  C  :  D. 

{*)  Cioh :  i  rapporti  dei  segmenti,  equivalenti  rispettiva- 
mente a  cerchi  dati,  ai  rispettivi  diametri  dei  cerchi  sono  egaalL 
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Da  qneste  proporzioni,  essendo  p  <,C  e  C  <ZP,  con- 
chindiamo  [401]  essere: 

p'  <  D  <  P', 
ossia  che  il  segmento  D  ha  la  proprieta  di  esser  mag- 
giore  del  perimetro  di  qualunque  poligono  iscritto 
nel  cerchio  di  raggio  i?',  e  di  essere  minore  del  peri- 
metro di  qualunque  poligono  circoscritto.  Egli  6  per- 
tanto  [537,  539]  D  ^  C,  e  per  conseguenza: 

R  :  R'  z=  C  :  C, 
eppero  anche  [392] : 

C  :  C    =  2i2  :  222', 
e[408]:  C  :  2R  =    C  :  2R',  c.  d.  d. 

54!9*  Cor*  Due  cerchi  stanno  tra  loro  come  i  raggi, 

Qnesta  proporzione  e  una  conseguenza  [395]  del- 
Tultima  trovata ;  ma  h  stata  dimostrata  nel  corso  della 
precedente  dimostrazione. 

A18.  ProbL  Dato  il  valore  del  raggio  di  un  cer- 
chio e  quello  delVapotema  di  un  poligono  regolare 
iscritto,  calcolare  Vapotema  e  il  lato  del  poligono  re- 
golare  iscritto  che  ha  numero  doppio  di  lati. 

Risol.  Sia  un  cerchio  qualunque,  0  il  centre,  ed 
AB  il  lato  del  poligono  regolare  iscritto  di  n  lati.  Se 
si  tira  il  diametro  CE  perpendicolare  alia  corda  A  Bj 
questa  viene  dimezzata  in  Z>,  e 
I'arco  AB  in  C,  dimodoche  AC  e 
il  lato  del  poligono  regolare  iscritto 
di  2 »  lati.  E  se  da  0  tiriamo  0  F 
perpendicolare  ad  A  C,  otteniamo 
in  0  F  Tapotema  del  poligono  di  2  n 
lati ;  ed  0  Z)  e  Tapotema  del  poli- 
gono di  n  lati.  Indichiamo  con  r, 
«nj  lift  e  a  in  rispettivamente  i  valori  dei  segmenti 
OC,OD,ACeiOF. 
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Ora  si  tiri  AE^  e  Qi  osservi  intanto  ehe  il  seg- 
mento  OF,  perch&  nnisce  i  punti  di  mezzo  [187]  di 
due  lati  del  triangolo  C  AE^h  [287]  nguale  alia  meta 
del  terzo  lato.  Pertanto  il  valore  di  AE  ^^a^n-  £* 
perch^  Tangolo  CAE,  come  iscritto  in  mezzo  cer- 
chio,  6  [296]  retto,  e  AD  ^  perpendicolare  ad  £ C,  e 
ciascun  cateto  di  on  triangolo  vettangolo  e  [432]  me- 
dio proporzionale  tra  I'ipotenasa  e  la  sua  proiezione 
sull'ipotenusa,  abbiamo : 

CE  :  AE  =  AE  :  ED 
e  CE  :  AC  =1  AC  :  CD, 

ossia  [492] : 

2r  :  2fl,„   =  2a^n  :  (r  +  a^) 
e  2r  :     Zt„    =      Z,„  :  (r  —  a„). 

Per  conseguenza  A : 

2a^n  =   V2r{r  +  a^i 

ed  hn  =    K2r(r  — a„). 

Queste  sono  le  formule  domandate. 

ft44«  ProM.  Data  il  valore  del  raggio  di  un  cer- 
chiOy  e  quelli  del  perimetro  e  delVapotema  di  un  po- 
ligono  regolare  iscritto,  calcolare  il  perimetro  del  po- 
ligono  regolare  circoscritto,  di  egual  numero  di  lati. 

RIsol.  Indichiamo  ordinatamente  conpn  ed  a„ 
i  valori  del  perimetro  e  dell'  apotema  di  un  poligono 
regolare  di  n  lati,  iscritto  in  un  cerchio ;  e  con  r  e  P„ 
i  valori  del  raggio  del  cerchio  e  del  perimetro  del 
poligono  regolare  circoscritto  di  n  lati. 

E  manifesto  che  i  due  poligoni,  che  consideria- 
mo,  sono  simili  [262],  e  che  I'apotema  delPiscritto  e 
il  raggio  del  cerchio  si  possono  riguardare  come  i 
raggi  di  due  cerchi  a  cui  i  poligoni  stessi  sono  cir- 
coscritti.  Quindi  [467]  abbiamo : 

Pn  '  Pn  =  r  :  a^ 


—  361  — 

epper6:  P^  =    ^^^'  ^  , 

e  qnesta  e  la  formula  doxnandata. 

S4A.  Abbiamo  provato  [541]  che  il  rapporto  del 
cerchio  al  diametro  6  costante.  Bappresentando  que- 
sto  numero  con  la  lettera  n^  e  con  c  ed  r  i  valori 
del  segmento  equivalente  ad  un  cerchio  qualunque 
e  quello  del  suo  raggio,  abbiamo : 

-rr^-  =  n.    donde     c  =  2jrr. 
2r 

Questa  formula  mostra  che,  quando  fosse  noto  il  va- 
lore  di  sr,  facilmente,  dato  il  raggio,  si  potrebbe  cal- 
colare  la  lunghezza  del  cerchio. 

646.  Calcolo  del  numero  ;r.  Se  indichiamo 
con  |>  e  P  i  valori  dei  perimetri  di  due  poligoni  qua- 
lunque, uno  iscritto  e  I'altro  circoscritto  ad  un  cer- 
chio, con  c  il  valore  del  segmento  equivalente  al  cer- 
chio, e  con  r  quello  del  raggio,  essendo  [539] : 

p    <    c    <    P, 

eglie[545]:     -L^    <    n    <    -^. 

Questa  limitazione  fa  vedere  che^  se  i  perimetri  |>  e  P 
diflferiscono  poco  tra  loro,  i  juozienti,  che  si  otten- 
gono  dividendoli  per  il  diametro,  sono  due  valori  ap- 
prossimati  di  jr,  uno  per  difetto  e  I'altro  per  ecces80« 
La  differenza  tra  i  due  quozienti  esprime  il  grade 
d'approssimazione. 

Le  formule  trovate  nei  §§  543, 544  mostrano  che, 
per  poter  calcolare  due  valori  p  e  P,  tanto  approssi- 
mati  quanto  si  vuole,  basta  conoscere  I'apotema  di 
un  poligono  regolare  iscritto.  Facilmente  si  trova,  ad 
es.,  essere  a^  z=z  r  V^  :2edag  =  r|/3  :2.  Cosi, 
fondando  il  calcolo  sulFapotema  del  quadrate  iscritto, 
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si  possono  calcolare  saccessivamente  i  valori  degll 
apotemi  del  poligoni  regolari  iscritti  di  8,  16,  32 
lati,  ecc.  Conoscendo  Tapotema  di  un  poligono  rego- 
lare  iscritto  e  il  raggio  del  cerchio,  si  pa6  [501]  poi 
dedume  il  late  del  poligono  e  qnindi  il  perimetro,  e 
infine  anche  il  perimetro  del  poligono  regolare  circo- 
scriito  di  altrettanti  lati.  [544]. 

Con  questo  metodo,  e  per  I'appnnto  partendo  dal- 
I'esagono  iscritto,  spingendo  il  calcolo  fino  ad  otte- 
nere  i  perimetri  dei  poligoni  regolari  iscritto  e  circo- 
scritto  di  96  lati,  Abchimede  trov6  che  n  6  compreso 
fra  3  -f-  -^Y"  ®  3  -4-  -^  .  II  secondo  valore,  ossia  — , 
molto  usato  in  pratica,  supera  tc  di  meno  di  mezzo 
centesimo. 

Mezio  ha  trovato  per  7t  il  valore  -j^ ,  facile  a 
tenere  a  mente,  e  molto  approssimato,  giacche  su- 
pera X  di  meno  di  mezzo  milionesimo. 

LuDOLF  da  Colonia  ha  calcolato  32  cifre  deci- 
mali  di  % . 

Becentemente  Shanks  ne  ha  caloolate  707. 

Questi  due  ed  altri,  con  vari  metodi,  trovarono 
tutti : 

%  =  3,14159205358979323846 

Ma  per  qualunque  uso  pratico  ha  sufficiente  appix)s* 
simazione  il  valore  n  =  3,1416. 

Quadratura  approssimata  del  cerchio. 

549.  Teor.  Un  triangolo,  che  abbia  la  base  equi- 
valente  ad  un  cerchio  dato  e  altezza  eguale  al  raggio, 
i  minore  di  qualunque  poligono  circoHcritto  ed  i  mag- 
giore  di  qualunque  poligono  iscritto, 

mm.  Chiamiamo  7'un  triangolo,  che  abbia  la 
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base  C  equivalente  ad  un  cerchio  dafco  e  Taltezza 
eguale  al  raggio. 

Poich6  un  poligono  circoscritto  e  equivalen- 
te [328]  ad  un  triangolo,  che  ha  per  base  il  perime- 
tro  P  del  poligono  ed  altezza  eguale  al  raggio,  ed  e 
C  <P  [539],  il  triangolo  T  e  minore  [322,344]  di 
qualunque  poligono  circosorifcto. 

Consideriamo  ora  un  poligono  iscritto  qualun- 
que; dividiamolo  in  triangoli  unendo  il  centro  coi 
vertioi ;  e  prendiamo  per  altezze  dei  triangoli  le  per- 
pendicolari  calate  dal  centro  sui  lati  del  poligono. 
Tutte  queste  altezze  sono  minori  del  raggio  del  cer- 
chio [187,216].  Se  fossero  tutte  uguali  al  raggio,  al- 
lora  il  poligono  iscritto  sarebbe  equivalente  ad  un 
triangolo  avente  la  base  uguale  al  perimetro  p  del 
poligono,  ed  altezza  eguale  al  raggio.  E  poich6  cosi 
fafcto  triangolo,  perch^  ^  p  <.€,  e  minore  del  trian- 
golo T,  a  piu  forte  ragione  il  poligono  iscritto  e  mi- 
nore del  triangolo  T. 

Cosi  si  6  provato  che  ecc. 

A48.  Def.  Due  superficie,  che  siano  comprese  tra 
due  medesime  classi  contigue,  sono  equivalenti  (*). 

549.  Teoi%  La  superficie  di  un  cerchio  i  equiva- 
lente ad  un  triangolo,  che  ha  la  base  equivalente  al 
cerchio  ed  altezza  eguale  al  raggio. 

Dim.  Dato  un  cerchio  qualunque,  consideriamo 
la  classe  composta  coi  poligoni  circoscritti  e  quella 

('^)  Codesta  naova  definizione  di  eqaivalenza  non  contra- 
dice  quella  che  abbiamo  dato  aQteriormente ;  ma  ne  e  una 
estensione.  E  infatti  non  k  difficile  il  provare  cbe,  se  due  poli" 
goni  sono  compresi  tra  due  classi  contigue,  essi  sono  equi- 
valenti nel  senso  che  si  possono  dividere  in  parti  rispettiva- 
mente  uguali. 
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composta  coi  poligoni  iscritti.  Codeste  due  class!  sono 
contigne.  Infatti  qualanqae  poligono  circoscritto  i 
maggiore  di  qualnnque  poligono  iscritto ;  e  si  possono 
trovare  [529]  due  poligoni,  nno  circoscritto  e  Taltro 
iscritto,  la  coi  differ enza  sia  minore  di  qnalsivoglia 
snperficie  data. 

Tra  le  due  classi  contigne  considerate  e  com- 
presa  manifestamente  la  superiicie  del  cerchio  dato. 
Ma  &  compreso  tra  codeste  classi  anche  il  triangolo, 
che  ha  la  base  equivalente  al  cerchio  edaltezza  eguale 
al  raggio,  perch^,  comesi&diniostrato[547],  anch^esso 
6  minore  di  qualnnque  poligono  circoscritto,  e  mag- 
giore di  qualnnque  poligono  iscritto.  Pertanto  la  sn- 
perficie del  cerchio  ed  il  triangolo  sono  equivalen- 
ti  [548],  c.  d.  d. 

A50.  Cor*  Uarea  di  un  cerchio  i  uguale  al  pro- 
dotto  di  n  per  il  quadrato  del  raggio. 

Infatti,  dacchd  la  superficie  di  un  cerchio  h  [549] 
equivalente  ad  un  triangolo,  che  ha  la  base  equiva- 
lente al  cerchio  e  altezza  eguale  al  raggio,  se  indi- 
chiamo  con  a  Tarea  del  cerchio  (I'area  della  superfi- 
cie del  cerchio);  con  r  il  valore  del  raggio,  e  con  c  la 
lunghezza  del  cerchio,  abbiamo  [505]  intanto : 

r 

Ma  [545]  6:  c  =  2xr, 

quindii:  a  =  jcr^y  c.  d.  d. 

SMm  Teor*  La  superficie  di  un  cerchio  sta  al  qua-- 
drato  del  raggio,  come  il  cerchio  sta  al  diametro. 

Dim*  Imaginiamo  che  il  segmento  AB  sia  equi- 
valente ad  un  cerchio  dato  qualnnque.  Posto  il  rag- 
gio del  cerchio  perpendicolarmente  ad  AB^  ad  es.  in 
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AC  J  si  nnisca  C  con  B.  Sappiamo  [549]  che  il  trian- 
golo  ABC  e  equivalente  alia  superficie  del  cerchio. 
Ed  ora,  costruitonn  quadrate  DEHF^  di  lato  eguale 


al  raggio  del  cerchio,  si  prolunghi  2>-B  di  un  seg- 
mento  EK=:  ED,  e  si  tiri  FK.  II  triangolo  KDF 
A  equivalente  al  quadrate  HD\  e  DK  e  uguale  al 
diametro. 

Ora,  perchS  triangoli  d' eguale  altezza  stanno 
[384]  tra  loro  come  le  basi,  abbiamo : 

ABC  :  DKF  —  AB  :  DK\ 
eppero,  indicando  con  S  la  superficie  del  cerchio, 
con  R  il  raggio,  con  22  *  il  quadrate  del  raggio,  e  con 
CtI  segmento  equivalente  al  cerchio,  anche: 

/S  :  iZ«  =  (7  :  2J?,  c.  d.  d. 

ftftt*  Cer.  Le  superficie  di  due  cerchi  stanno  tra 
loro  come  i  quadrati  dei  raggi. 

Se  indichiamo  rispettivamente  con  S  ed  8'  le 
superficie  di  due  cerchi  di  raggi  iJ  ed  iZ',  e  con  C 
e  C"  i  segmenti  equivalenti  ai  cerchi,  abbiamo  [551] : 

5  :  J?2  =  C  :  2i?, 
ed  S'  :  /2'2  =  C  :  2 R\ 

Ma  [541]:  C  :  2  i?  =  C"  :  2  22'; 

quindi  [390]  anche : 

S  \  R^  =  S' 
epper6  [408]  infine : 

8  \  8'  —  i?« 

5AS.  Def.  La  parte  della  superficie  di  un  cer- 
chio, che  h  compresa  tra  un  arco  ed  i  raggi  che 


22'« 


i?'«. 


c.  d.  d. 
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hanno  i  termini  nelle  estremita  dell'arco,  si  dice  set-' 
tore.  L'angolo  dei  due  raggi  si  dice  angolo  del  settore. 

&54»  Teor*  Due  archi^  o  due  settori  di  un  mede-- 
simo  cerchio,  stanno  ira  loro  come  gli  angoli  al  cen^ 
tro  corrispondenti. 

Dim.  In  un  cerchio  qualunque  siano  due  archi  qua- 
lunque  AB  e  CD.  Dico  che  questi  archi  stanno  traloro 
come  i  corrispondenti  angoli  al  cen- 
tre AOB^  COD.  E  che  anche  i  due  y^        \ 
settori -405,  COD  stanno  tra  loro        /  ^"^ 
come  i  loro  angoli  AOB.  COD.        rt — r=^*^'-r— i 

Presa  dell'arco  CD  una  parte         v''"^y    ^"^7 
aliquota  ad  arbitrio,  ad  es.  una  ^C^^---^^ 

n.e8ima  parte,  si  misuri  con  essa 
Parco  AB.  Sia  m  il  quoziente  della  divisione,  e  suppo- 
niamo  che  ci  sia  un  resto.  Se  ora  uniamo  col  centre 
tutti  i  punti  di  divisione  dei  due  archi,  troviamo  che 
Tangolo  COD  resta  diviso  in  »  parti  eguali  [200],  ed 
in  (m  +  1 )  parti I'angolo -40B ; m  di  queste  sono  eguali 
[200]  tra  loro  e  alle  parti  di  C(0)  D,  ed  una,  quella 
corrispondente  al  resto,  e  minore  [201]  delle  altre  par- 
ti. Pertanto,  misurando  I'angolo  iiOjB  con  una  n.esima 
parte  deirangolo  COD,  si  trova  m  per  quoziente,  ap- 
punto  come  s'6  trovato  il  quoziente  m  misurando 
Tarco  AB  con  una  n.esima  parte  delFarco  CD. 

Se  una  divisione  non  da  resto,  altrettanto  av- 
viene  delPaltra. 

Cosi  resta  dimostrata  la  proporzione: 

arco^S  :  arco  CD  =  A{0)B  :  C{0)D. 

Nello  stesso  modo,  perche  ad  angoli  eguali  corri- 
spondono  settori  eguali,  e  ad  angolo  minore  settore 
minore,  si  prova  che : 
settore  AOB  :  settore  COD  =  A{0)B  :  C{0)D. 
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A6ft.  Cor*  n  rapporio  di  un  arco  alVintero  cer- 
chio,  e  quello  di  un  settore  alia  superficie  del  cerchio, 
8ono  eguali  ambidue  al  rapporto  del  corrispondente 
angolo  a  quattro  retti. 

Infatti  quattro  [retti  A  T  angolo  al  centro,  che 
corrisponde  alFintero  cerchio;  e  la  superficie  di  un 
cerchio  si  puo  riguardare  quale  un  settore,  il  cui  an- 
golo 6  di  quattro  retti. 

A6tt.  Poich^  si  sanno  calcolare  la  lunghezza  e 
Tarea  di  un  cerchio  di  dato  raggio,  si  possono  calco- 
lare la  lunghezza  di  un  arco  e  Tarea  di  un  settore, 
purch6,  oltre  del  raggio,  sia  dato  il  valore  dell'angolo 
corrispondente. 

Se  per  unita  degli  angoli  prendiamo  T  angolo 
retto,  e  dinotiamo  con  x  la  lunghezza  deirarco,  con 
y  Tarea  del  settore  e  con  a  il  valore  dato  del  cor- 
rispondente angolo  al  centro,  abbiamo  le  proporzioni : 

X  :  2nr  =   a  :  4, 
ed  y  :  flpr*   =   a  :  4, 

le  quali  valgono  a  determinare  i  valori  di  a?  e  di  y. 

EsercizK 

771.  Se  AB^  B C,  CD,,,,,  HK  Bono  segmenti  consecutivi e 
per  diritto,  la  linea,  composta  dai  semicerchi  dei  qaali 
detti  segmenti  sono  diametri,  h  equivalente  al  mezzo  cer- 
chio,  che  ha  per  diametro  A  K,  [405]. 

772.  Se  sui  lati  di  un  triangolo  rettangolo,  presi  come  diame- 
tri,  si  costruiscono  tre  cerchi,  la  superficie  del  maggiore 
h  equivalente  alia  somma  di  quelle  degli  altri  due.  [405]. 

773.  Se  un  triangolo  rettangolo  k  iscritto  in  mezzo  cerchio,  e 
sui  cateti  ed  esternamente  si  descrivono  due  mezzi  cer- 
chi, da  qnesti  e  dal  primo  sono  compresi  due  menistki 
{lunule  A'Ippocrate),  la  cui  somma  6  equivalente  al 
triangolo. 

774.  Se  sui  lati  di  un  quadrate  iscritto  in  un  cerchio  ed  ester- 
namente si  descrivono  quattro  semicerchi,   la  somma 
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delle  qnattro  lunule  h  equivalente  alia   saperficie  del 
quadrato. 

775.  Se  sopra  niascun  lato  di  nn  triangolo  equilatero,  iscritto 
in  un  cerchio,  si  descrive,  estdmamente  al  cerchio,  mezzo 
cercfaio,  la  somma  delle  tre  lunule  supera  11  triangolo  di 
un  ottavo  della  superficie  del  cerchio  dato. 

776.  Se  due  poligoni  regolari  di  n  lati  sono  1'  uno  iscritto  e 
1'  altro  circoscritto  ad  uno  stesso  cerchio,  questo  cercMo 
h  medio  proporzionale  tra  il  cerchio  iscritto  nel  prime 
poligont)  ed  il  cerchio  circoscritto  al  secondo,  E  cosi  di- 
casi  delle  superficie  dei  tre  cerchi. 

777.  Se  un  diametro  ^  ^  si  divide  in  n  parti  eguali  AC^CD,.., 
MBjQ  poi  sui  segmenti  AC^  AD^,,,.  AM  da,  una  banda,  e 
Bui  segmenti  CB^  DB,,..,MB  dalP  altra,  presi  per  diame- 
tri,  si  descrivono  dei  semicerchi,  la  superficie  del  cerchio 
dato  resta  divisa  in  n  parti,  che  hanno  perimetri  e  su- 
perficie equivalenti. 

778.  Se  sopra  un  raggio  0  il  di  dato  cerchio  si  descrive  un 
cerchio,  e  condotti  per  0  ed  0'  due  raggi  OB,  O'B'^  da 
una  stessa  banda  di  0  0'  e  perpendicolari  ad  00' ,  poi  su 
BB'j  preso  come  diametro,  e  dalla  banda  opposta  di  0, 
si  descrive  mezzo  cerchio,  e  si  dica  C  il  punto  dove  esso 
taglia  il  cerchio  dato,  la  figura,  compresa  tra  i  due  archi 
BCf  h  equivalente  alia  somma  delle  due  figure  OBB^  e 
BC'A. 

779.  Se  sopra  due  raggi  OAy  OB  di  uno  stesso  cerchio,  che 
siano  perpendicolari  tra  lore,  si  descrivono  due  semicerchi 
dalla  banda  del  quarto  di  cerchio  AB  (quadrante  AB). 
e  sia  C  il  punto  dove  i  semicerchi  si  tagliano,  la  figura 
compresa  dai  due  archi  OC  ^  equivalente  a  quella  com- 
presa dagli  archi  C A,  CBe  dal  quadrante  A  B. 

780.  La  superficie,  compresa  tra  due  cerchi  concentric]  ( anel- 
lo)j  6  equivalente  a  quella  di  un  cerchio,  che  ha  per  dia- 
metro una  corda  del  maggior  cercliio,  che  sia  tangente 
al  minore. 

781.  La  superficie  di  un  anello  ^  equivalente  a  quella  di  un 
rettangolo,  che  ha  base  equivalente  a  quel  cerchio  il  cui 
raggio  6  la  semisomma  dei  raggi  dei  cerchi  che  compren- 
dono  V  aneUo.  ed  altezza  eguale  alia  differenza  dei  raggi 
stessL 


f 
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782.  Se  AByBC,  CD  sono  segmenti  consecutivi  di  una  stessa 
retta,  e  il  primo  ed  il  terzo  sono  egaali,  e  si  descrivono 
da  una  stessa  banda  tre  semicerchi  sni  diametri  AB,  CD, 
A  Dj  ed  uno  da  banda  opposta  con  diametro  B  C,  si  ot- 
tiene  ana  figara  (salinon),  la  coi  superficie  ^  eqoivalente 
a  quella  del  cerchio,  che  ha  per  diametro  la  somma  del 
due  raggi  dei  due  cercbi  concentrici. 

783.  Se  sul  diametro  il  J?  di  an  cerchio  si  prendono  due  pnnti 
C  e  X)  ad  arbitrio,  e  si  descrivono,  sa  ^  O  e  ^  D  da  ana 
banda,  e  bmBD  e  BC  dalPaltra,  qaattro  semicerchi,  il 
contomo  della  figara  {pelecoide)  risultante  ^  eqaiyalente 
al  cerchio  dato,  e  la  saperficie  sta  a  qaella  del  cerchio^ 
come  CD  sta  ad  A  B. 

784.  Se  si  divide  in  C  ad  arbitrio  il  diametro  ^  ^  di  mezzo 
cerchio,  e  sui  segmenti  AC,CB  come  diametri  si  descri- 
vono due  mezzi  cerchi  dalla  stessa  banda  del  dato,  la  fi« 
gura  ( arhelo)  limitata  dai  tre  mezzi  cerchi  6  equivalente 
ad  an  cerchio,  che  ha  il  diametro  medio  proporzionale 
trailC  e  CB. 

785.  Se  qaattro  cerchi  hanno  per  diametri  rispettivi  le  parti 
di  dae  corde  di  on  cerchio  che  si  tagliano  ad  angolo  retto, 
la  somma  delle  loro  superficie  k  eqaiyalente  a  qaella  del 
cerchio  dato. 

788.  Dividere  la  saperficie  di  an  cerchio  in  n  parti  eqoivalenti, 
e  ci6  con  cerchi  concentrici  col  dato. 

787.  Dividere  la  saperficie  di  an  cerchio  dato  in  n  parti  eqni- 
valenti,  e  ci6  con  cerchi  tangenti  al  cerchio  dato  in  an 
panto  dato. 

788.  Due  settori  circolari,  che  siano  compresi  tra  angoli  egoa- 
li,  hanno  perimetri  che  stanno  come  i  raggi,  e  saperficie 
che  stanno  come  i  quadrati  dei  raggi. 

789.  Se  an  cerchio  ha  per  diametro  an  raggio  di  an  altro,  i 
segmenti  dei  due  cerchi,  tagliati  via  da  ana  retta  tirata 
per  il  panto  di  contatto,  sono  ano  qaadraplo  delPaltro. 

790.  Se  an  cerchio  rotola  nell'intemo  di  an  cerchio  di  raggio 
doppio,  ogni  pxmto  del  primo  cerchio  percorre  an  diame- 
tro del  secondo. 

791.  Calcolare  V  area  della  saperficie,  che  k  chiasa  da  tre  cer- 
chi egaali,  che  si  toccano  esternamente  a  dae  dae. 

792.  Sal  lato  di  an  esagono  regolare.  iscritto  in  an  cerchio,  ed 

94 
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esternamente  al  cerchio  dato,  si  descriva  mezzo  cerchio. 
Si  calcoli  1'  area  della  superficie  compresa  da  un  sesto 
del  cerchio  dato  e  dal  semicerchio  descritto. 

793.  Sopra  an  lato  di  an  triangolo  eqnilatero  preso  come  dia- 
metro,  e  dalla  banda  del  triangolo,  si  descriva  mezzo  cer- 
chio. Si  calcolino  le  aree  delle  parti  della  saperficie  del 
cerchio,  che  si  trovano  faori  del  triangolo,  e  qaella  della 
parte  del  triangolo,  che  6  faori  del  cerchio. 

794.  Dne  cerchi  egaali  passano  ciascono  per  il  centre  dell'al- 
tro.  Si  calcoli  Parea  della  saperficie  compresa  dai  due  ar* 
chi  interni  dei  dae  cerchi. 

795.  Un  cerchio  rotola  tatto  intorno  ad  an  triangolo  eqnila- 
tero. Si  calcoli  V  area  della  saperficie  descritta  dal  cer- 
chio. Si  risolva  lo  stesso  problema,  sapponendo  che  il 
triangolo  sia  qaalanqae,  e  che  sia  dato  il  perimetro  del 
triangolo  e  il  raggio  del  cerchio. 

796.  Calcolare  V  area  del  segmento  della  superficie  di  on  cer- 
chio, che  6  compreso  tra  due  corde  parallele,  egaali  ri- 
spettivamente  ai  lati  del  quadrate  e  dell'  esagono  regolare 
iscritti. 

797.  A  e  B  sono  due  vertici  consecutivi  di  an  esagono  rego- 
lare iscritto  in  un  cerchio.  Da  A  si  cali  la  perpendicolare 
sulla  tangente  nel  punto  B.  Si  calcoli  I'area  della  super- 
ficie compresa  tra  la  perpendicolare,  la  tangente  e  Far- 
co  AB, 

798.  Bati  i  lati  di  an  triangolo,  calcolare  1'  area  del  cerchio 
iscritto. 

799.  ABC  hnn  triangolo  rettangolo  in  C.  Sul  cateto  BC,  ester- 
namente al  triangolo,  si  descriva  mezzo  cerchio,  e  poi  si 
faccia  girare  la  figura  intorno  al  panto  A,  Si  domanda 
I'area  descritta  in  una  rotazione  dal  semicerchio,  supposti 
noti  i  valori  dei  cateti. 

800.  Dato  un  rettangolo *( di  lati  a  e  &),  determinare  il  centre 
del  cerchio  di  diametro  a,  che  tocca  due  lati  opposti  del 
rettangolo  in  modo  che  una  delle  parti  del  rettangolo,  che 
cadono  fuori  del  cerchio,  sia  equivalente  alia  superficie 
del  cerchio. 


STEREOMETRXA 


CAPITOLO  XV 

PIANO  E  RETTA  PERPENDICOLARI 


Preliminari. 


SM.  Teor.  Una  retta^  che  passi  per  un  punto  di 
un  piano,  e  per  un  punto  che  non  appartenga  al  pia- 
no, ha  con  questo  piano  quel  solo  punto  in  comune, 

Blm»  Sia  un  piano  a,  un  suo  punto  ^  e  un  altro 
punto  B  non  appartenente  al  piano.  Dico  che  la  retta 
A  B  Ida  in  comune  col  piano  il  solo  punto  A. 

Infatti  se,  oltre  che  A ,  la  retta  avesse  in  comune 
ool  piano  un  altro  punto  C,  essa  giacerebbe  nel  pia- 
no [48,  1®]  per  intero,  eppero  giacerebbe  nel  piano 
anche  il  punto  B,  Ci6  contro  Tipotesi  che  il  punto  B 
non  sia  situate  nel  piano. 

A69.  Quando  una  retta  ha  comune  con  un  piano 
un  punto  solo,  si  dice  che  la  retta  incontra  il  piano  in 
quel  punto,  od  anche  che  il  piano  taglia  la  retta  in 
quel  punto. 

6ft9*  Teor*  8e  una  retta  incontra  un  piano,  e 
un'altra  retta  situata  nel  piano  non  passa  per  il  punto 
d'incontro^  le  due  rette  non  si  incontrano,  ni  vi  i  piano 
che  le  comprenda  ambedue. 

Hint*  Sia  un  piano  a  e  una  retta  A  By  che  lo  in- 
contri  nel  punto  A.  Un'altra  retta  CD  giaccia  nel 
piano  a,  senza  passare  per  A.  Dico  che  le  due  rette 
non  s' incontrano. 
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Infatti,  tutti  i  punti   della  CD  giacciono  snl 
piano  a,  e  la  retta  ^£  ha  in  comune  col  piano  sol- 
tanto  il  punto  -4,  il  quale  per 
ipotesi  e  fuori  della  CD, 

Non  pu6  poi  esserci  un  piano 
che  comprenda  ambedae  le  ret- 
te,  giacchd  questo  piano,  se  uno 
/3  ci  fosse,  passando  per  la  retta 
CD  e  per  il  punto  -4,  coincide- 
rebbe  [51]  col  piano  a,  il  quale 
per  ipotesi,  anzich^  comprendere,  taglia  la  ilJS. 

Cosi  resta  dimostrato  che,  se  ecc. 

^•O.  Due  rette  distinte  possono  essere  poste,  re- 
lativamente  I'una  all'altra,  in  tre  modi : 

1®.  Possono  giacere  in  uno  stesso  piano  ed  incon- 
trarsi. 

2®.  Possono  giacere  in  uno  stesso  piano  e  non  [241] 
incontrarsi. 

3^.  Possono  iniine  [559]  essere  situate  in  guisa 
che  nessun  piano,  condotto  per  una,  possa  compren- 
dere I'altra  retta. 

Due  rette,  situate  Tuna  rispetto  all'altra  in  que- 
st' ultimo  modo,  si  dicono  sghembe. 

&•!•  Teor*  Se  due  piani  hanno  un  punto  in  co^ 
mune,  hanno  in  comune  una  retta  passante  per  il  punto 
comune. 

BIm.  Sia  A  un  punto  comune  a  due  piani  di- 
stinti  a  e  p.  Dico  che  questi  piani  hanno  in  comune 
una  retta  che  passa  per  A. 

Si  tirino  per  il  punto  A  e  nel  piano  a  due  rette 
qualunque  AB  ed  AC]  e  poi  si  prendano  due  punti, 
uno  D  suUa  AB^  ed  uno  E  suUa  AC,  in  modo  che 
giacciano  da  bande  opposte  del  piano  /J  [48,8**].  Per 
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conseguenza  il  segmento  DE  incontra  il  piano  /}; 

chiamiamo  F  il  pnnto  d'incon- 
tro.  D'altra  parte,  la  retta  D  Ey 
percli^  ha  comuni  col  piano  a  i 

^^ -. J y       punti  D  ed  £,  giace  per  intero 

/      yf      ^   I       in  questo  piano.  Ne  segue  che 

^ — /    ^\ I         il  punto  F  appartiene  ad  en- 

/         \  trambi  i  piani  dati,  e  che  la  retta 

\  AF h  [48, 1**]  anch' essa  comune 

ai  due  piani. 

Fuori  della  AF  \  piani  a  e  /)  non  possono  avere 

nessun  altro  punto  in  comune,  perch^  [51]  altrlmenti 

ooinciderebbero.  Cos!  si  d  provato  che,  se  ecc. 

&69.  Teer.  Se  due  piani  Jianno  una  retta  comu- 
ne, le  due  parti  in  cui  ciascun  piano  i  diviso  da  cotal 
retta  sono  situate  da  bande  opposte  delV altro  piano. 

Dim.  Infatti,  se  si  prendono  sopra  uno  dei  piani 
due  punti  A  e  Bj  che  siano  da  bande  opposte  [48,2^] 
rispetto  alia  retta  comune,  e  si  tira  la  refcta  A  B,  que- 
sta  incontra  la  retta  comune  in  un  punto  (7,  e  i  due 
raggi  CA  e  CB  [48, 8^J  e  per  conseguenza  anche  i 
punti  Ae  B  sono  situati  da  bande  opposte  rispetto  al- 
I'altro  piano. 

mis*  Se  due  piani  hanno  una  retta  comunC;  si 
dice  che  si  segano  o  s'incontrano  in  questa  retta,  la 
quale  si  dice  intersezione  dei  due  piani. 

Piano  6  retta  perpendicolari. 

6G4.  Teor*  8e  due  rette  sono  perpendicolari  ad 
una  terza  in  uno  stesso  punto,  questa  retta  i  perpen- 
dicolare  a  qualunque  altra  condotta  per  il  detto  punto 
nel  piano  delle  due  prime. 
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Dim.  Due  rette  BC^  BD  siano  perpendicolari 
ad  una  terza  AB  innn  medesimo  punto  B  •  Dico  che 
Is,  AB  i  perpendicolare  a  qualunque  altra  retta  con- 
dotta  per  il  panto  B  nel  piano  determinato  [52]  dalle 
BC.BD. 

Oondotfca  per  B  e  nel  piano  delle  BCj  BD  una 
retta  BE  qualsivoglia,  si  uniscano  due  punti  C e  D^ 
presi  ad  arbitrio  sulle  BCj 
BD.  Sia  jPil  punto  d'incon- 
tro  [61]  delle  rette  CD,  BE. 
Quindi,  presi  suUa^JS,  par- 
tendo  da  B,  due  segment! 
egualijBil,  BH,  si  uniscano 
i  punti  C,  F  e  D  con  A  e 
con  H. 

Ora,  percW  le  rette  BC\ 
BD  sono  8kssi  del  segmento 
AH,  abbiamo  AC=HC  ed  AD  =  HD.  Se  ora  si 
considerano  i  triangoli  ACD,  HCD,  si  trova  che 
hanno  i  lati  rispettivamente  uguali ;  si  conchiude  che 
k  A{C)D^  D{C)H.  Ora,  confrontando  i  triangoli 
ACF,  HCF,  si  trova  che  h  [149]  AF=  HF.  Infine 
si  considerino  i  triangoli  ABF,  HBF.  Poichft  que- 
sti  hanno  i  lati  rispettivamente  uguali,  k  anche : 

A{B)F  =  F{B)H, 
ossia  la  retta  AB  ^  perpendicolare  alia  BE, 

Sesta  cosi  dimostrato  che,  ae  ecc. 

AAA.  Def*  Una  retta  ed  un  piano  si  dicono  per* 
pendicolari  tra  loro,  se  la  retta  i  perpendicolare  a 
tutte  le  rette  condotte  nel  piano  per  il  punto  dove  la 
retta  e  il  piano  s'incontrano. 

Questo  punto  h  chiamato  il  piede  della  perpendi^ 
colare. 
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&•••  Osfl,  In  base  al  teorema  del  §  564,  per  po- 
ter  asserire  che  una  retta  h  perpendicolare  ad  un 
piano,  basta  sapere  che  la  retta  6  perpendicolare  a 
due  rette  del  piano  che  la  incontrano. 

I^av.  Te«r.  Tutte  le  rette,  perpendicolaH  a  una 
stessa  in  un  medesimo  punto,  giacciono  in  un  mede- 
simo  piano. 

Dim.  Siano  una  retta  AB  e  due  altre  BC,  BD 
perpendicolari  alia  prima  nello  stesso  punto  B .  Dico 
che  qualsivoglia  altra  retta  BE,  che  sia  perpendico- 
lare anch'essa  alia  AB  nel  punto  j5,  giace  nel  piano 
a,  determinate  [52]  dalle  due  BCj  BD. 

Supponiamo  che  ci6  non  sia,  e  consideriamo  il 
piano  /J,  che  passa  per  le -4-8,  5£.  Questo,  poiche 

ha  in  comune  col  piano  a  il  punto 
-S,  sega  [561]  codesto  piano  in 
una  retta  J5F,  passante  per  B. 
/  ^'^i:^^  /  ^  poich6,  per  ipotesi,  la  -4  B  6 
4     ^^"^  /         perpendicolare  alle  due  B  C,  -B2>, 

essa  e  perpendicolare  [566]  al 
loro  piano  a,  epper6  anche  alia  BF^  che  6  situata  in 
questo  piano  e  la  incontra. 

I  due  ^x\%oYiABE^ABF  sono  dunque  retti  am- 
bidue,  uno  per  dato,  e  Taltro  per  dimostrazione.  Ma 
ci6  non  puo  essere,  perche  uno  k  una  parte  delFaltro, 
e  tutti  gli  angoli  retti  sono  eguali  tra  loro.  Conchiu- 
diamo  che  la  -B-B  giace  necessariamente  nel  piano 
delle  BC,  BD]  ed  in  generale  che  tutte  le  rette  ecc. 

6«9«  Cor.  8e  un  angolo  retto  vien  fatto  girare 
intorno  ad  un  suo  lato,  Valtro  lata  genera  un  piano. 

6«0.  Te«r«  Per  qualsivoglia  punto  di  una  retta 
si  pub  far  passare  un  piano  che  sia  perpendicolare 
alia  retta,  ed  uno  soltanto. 
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Dim.  Sia  una  retta  AB,  e  bvl  questa  nn  pnnto  (7. 
Dico  che  per  C  si  pa6  tirare  nn  piano  perpendicolare 
alia  retta,  ed  uno  solo. 

Intanto,  se  per  C  si  condncono  due  rette  distinte 
CM,  CN  perpendicolari  alia  AB,  qneste  determi- 
nano  [52]  nn  piano  a,  che  e  perpendicolare  [566] 
alia  A  B . 

Kesta  da  provare  che  nessnn  altro  piano,  pas- 
sante  per  C,  pn6  essere  perpendicolare  alia  A  B, 

Ghiamiamo  /}  nn  altro  piano,  che  passi  per  C  e  sia 
perpendicolare  alia  AB,  e  imaginiamo  tirate  in  que- 
sto  piano  e  per  il  punto  C  quattro  rette,  ad  arbitrio. 
Due  almeno  tra  queste,  siano  le  CPe  CQ,  sono  di- 
stinte dalle  due  CM  e  CN]  ma,  perche  perpendi- 
colari anch'  esse  [565]  alia  AB  nello  stesso  punto  (7, 
giacciono  con  le  CM  e  CN  in  uno  stesso  piano 
[567],  Adunque  il  piano  cc  delle  CM,  CN  ed  il  piano 
P  delle  CP,  CQ  coincidono;  eppero  resta  dimostrato 
che  ecc. 

no.  Teor.  Per  qtialsivoglia  punto,  preso  fuori 
di  una  retta,  si  pud  condurre  un  piano  perpendicolare 
alia  retta,  ed  uno  soltanto. 

Dim*  Sia  data  una  retta  AB,  e  fuori  di  questa 
un  punto  C.  Si  tratta  di  provare 
che  per  C  si  pu6  tirare  un  piano 
perpendicolare  alia  retta  AB, 
ed  uno  solo. 

Intanto  si  cali  [119]  da  C 
la  CD  perpendicolare  alla-4J5; 
e  poi  per  il  piede  D  si  tiri  [118] 
un'altra  retta  DE,  che  sia  perpendicolare  alia  AB, 
U  piano,  determinate  [52]  dalle  due  rette  CD,  DE, 
passa  per  C  ed  6  [566]  perpendicolare  alia  AB. 
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Ci  rimane  da  provare  ohe  nessun  altro  piano  puo 
sodisfare  ad  un  tempo  qaeste  due  condizioni. 

Intanto  nn  altro  piano,  che  passi  per  C  ed  in* 
contri  la  retta  ABinD.non  pno  essere  perpendico- 
lare  alia  A  B ,  giacclid  si  h  provato  pur  ora  [569]  che 
per  un  punto  di  una  retta  non  pafisa  che  un  solo 
piano,  il  quale  sia  perpendicolare  alia  retta. 

Ma  neppure  un  altro  piano  che,  passando  per  Cj 
incontri  la  retta  AB  altro ve  che  in  i>,  sia  ad  es.  nel 
punto  F^  potrebb' essere  anch'esso  perpendicolare 
alia  AB.  Giacche,  se  fosse  tale^  Tangolo  AFCsd^ 
rebbe  [565]  retto,  e  in  tal  caso  esisterebbe  un  trian- 
golo  CDF  con  due  angoli  retti,  il  che  non  puo  [134] 
esseie.  Cosi  si  k  dimostrato  che  ece. 

o9i.  Teor«  Per  qualsivoglia  punto  di  un  piano 
si  pud  condurre  una  retta  perpendicolare  al  piano,  ed 
una  soltanto,  / 

Dint.  Sia  dato  un  piano  a,  e  su  questo  un  punto 
A.  Si  tratta  di  provare  che  per  A  si  pu6  condurre 
una  retta  perpendicolare  al  piano,  ed  una  soltanto. 

Per  A  e  nel  piano  a  si  tiri 
una  retta  il  £  ad  arbitrio.  Quindi 
si  costruisca  [569]  il  piano  /} 
perpendicolare  alia  A  B  nel  pun- 
to -4;  e  sia  Ci)  Tintersezione 
del  due  piani  a  e  fi.  Infine,  nel 
piano  /5,  si  tiri  la,  AE  perpendi- 
colare alia  CD'jla.  AE  h  perpendicolare  al  piano  a. 

Infatti,  poichft  Ia  AB  h  perpendicolare  al  piano 
fi ,  essa  e  [565]  perpendicolare  alia  AE,  e  viceversa 
le^AEh  perpendicolare  alia  A B.  Ls,  AE  e  inoltre 
perpendicolare  alia  CD]  essa  e  dunque  [566]  per- 
pendicolare al  piano  a. 
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Gi  rimane  da  provare  che  nessuna  altra  retta, 
condotta  per  A,  quale  sarebbe,  ad  es.,  la  AFj  pu6 
essere  perpendicolare  al  piano  a.  A  tal  fine  si  consi- 
deri  il  piano  y,  che  passa  per  le  rette  AE^  AF.  Que- 
sto  piano  e  il  piano  a,  avendo  in  comune  il  panto  Ay 
si  tagliano  in  una  retta  che  passa 
per  A ;  sia  essa  la  HK.  Ora,  poi- 
che  Idk  AE  ^  perpendicolare  al 
piano  a,  essa  e  perpendicolare 
alia  HK]  per  conseguenza  [114] 
la,  AFe  obliqua  alia  HK.  Tanto 
basta  [565]  per  conchiudere  che 
la  ^  ^  non  e  perpendicolare  al  piano  a.  Cosi  rimane 
dimostrato  che  ecc. 

ftVt*  Teor.  Per  qualsivoglia  punto,  preso  fuori 
di  un  piano,  si  pud  condurre  una  retta  perpendicolare 
al  piano,  ed  una  soltanto. 

Dim.  Sia  dato  un  piano  a,  e  .fuori  di  questo 
un  punto  A.  Si  tratta  di  provare  che  dal  punto  A 
si  pu6  condurre  una  perpendicolare  al  piano,  ed  una 
soltanto. 

Sul  piano  a  si  tiri  ad  arbitrio  una  retta  BC;  e 
su  questa  si  cali  [119]  da 
A  la  perpendicolare  AD. 
Poi  si  conduca,  nel  piano  a 
e  per  il  punto  />,  la  DJB 
perpendicolare  a5C[118]. 
Infine  si  tiri  [119]  da  A 
sulla  retta  DE  la,  perpen- 
dicolare AF.  Dico  che  la 
AF  e  perpendicolare  al 
piano  a. 

Perci6,  preso  sulla  -4  -F  il  segmento  FH  ^  AFj 
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e  suUa  BC\m  punto  Ks^d  arbitrio,  si  tirino  AKj  HD^ 
HKeAFK. 

Intanto  si  osservi  che  la  fiC,  perchi  perpen- 
dicolare  alle  due  DA^DE^  h  [564]  perpendicolare 
anche  alia  DH^  che  e  situata  nel  piano  delle  rette 
stesse  [48,  V\.  Poi  si  noti  che  la  refcta  FD  e  un  asse 
del  segmento  AH\  quindi  ^  AD  ^  HD.  ^q  ora 
consideriamo  i  triangoli  ADK^HDK^  troviamo  che 
hanno  AD  ^^  HD^  il  lato  DK in  comune,  e  : 

A{D)K  =  K{D)H, 
perche  retti  ambidue  [565];  pertanto  ^  AK  ^  HK. 
Infine,  se  si  confrontano  i  triangoli  AFK,  HFK^  si 
oonchiude  [151]  che  6  A{F)K=K(F)H,  ossia  che 
le  rette  A  Fed  FK  sono  perpendicolari  tra  loro.  Ma  la 
retta  A  Fj  oltre  che  alia  FKj  e  perpendicolare  alia 
FD]  essa  S  quindi  [566]  perpendicolare  al  piano  oc. 

Ci  rimane  da  dimostrare  che  nessuna  altra  retta, 
come  sarebbe,  ad  es.,  la  A  K,  condotta  dal  punto  A 
al  piano  a,  puo  essere  perpendicolare  a  questo  piano. 
A  tal  fine  si  tiri  FK,  e  81  consideri  il  triangolo  AFK. 
Poiche  in  questo  triangolo  I'angolo  AFK  ^  retto, 
F{K)A  e  acuto.  Tanto  basta  [565]  per  conchiudere 
che  la  ^£'non  6  perpendicolare  al  piano. 

Cosi  abbiamo  dimostrato  che  ecc. 

Proiezione  di  una  retta  sopra  un  piano. 

&93«  Teor.  Se  dal  piede  di  una  retta,  perpendi- 
colare  ad  un  piano,  si  cala  la  perpendicolare  su  di 
una  retta  qualsivoglia  situata  nel  piano  stesso,  una 
ierza  retta,  che  unisca  un  punto  qualunque  delta  pri" 
ma  perpendicolare  col  piede  delta  seconda,  i  essa 
pure  perpendicolare  alia  retta  del  piano. 
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Dim.  Siano  una  retta  A  B  perpendicolare  ad  un 
piano  a  nel  punto  J3,  e  una  retta  CD  qualunque,  si- 
tuata  nel  piano  stesso.  Da  J3,  piede  della  perpendico- 
lare, si  cali  hkBE  perpendicolare  alia  CD.  Ora  si 
tratta  di  provare  che  qualsivoglia  retta,  che  unisca 
un  punto  della  prima  perpendicolare,  ad  es.  il  punto 
A^  col  piede  E  della  secon- 
da,  h  perpendicolare  alia 
CD. 

A  tal  fine  si  prendano 
sulla  retta  CZ>,  partendo  da 
E^  due  segmenti  eguali  EF^ 
EHj  e  si  uniscano  i  punti 
F  ed  H  con  A  e  con  B. 

Intanto,  poiche  BE  eun  asse  del  segmento  FH^ 
eg]i^BF=BH.I  due  triangoli  ABF.ABH  hanno 
BF ^  BH,  hanno  il  lato  A B  comune,  e  retti  [565] 
gli angoli  ABF,  ABH, perch6 l&AB^  per  ipotesi per- 
pendicolare al piano  a;  per  conseguenza  e  AF^AH, 
Se  ora  consideriamo  i  triangoli  AEF,  AEHj  con- 
chiudiamo  che  [151]  6  F{E)A  ^  A{E)H,  ossia  che 
la  retta  AE  h  perpendicolare  alia  CZ>,  c.  d.  d. 

M4,  Teor.  Due  rette,  perpendicolari  a  una  stesso 
piano,  giacciono  in  un  medesimo  piano  e  non  s'in- 
contrano. 

Dim.  Siano  due  rette  AB,  CD  perpendicolari 
ad  un  piano  a.  Proveremo  che  queste  due  rette 
stanno  in  un  medesimo  piano,  e  che  tuttavia  non 
s'incontrano. 

Si  uniscano  i  piedi  jB,  D  delle  perpendicolari; 
poi  si  conduca  nel  piano  a  la,  DE  perpendicolare  a 
jB/),  e  si  unisca  infine  il  punto  D  con  un  punto  F 
qualsivoglia  della  AB. 
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IntantO)  poiche  FB  e  perpendicolare  al  piano  a, 
e  la  5Z>  6  perpendicolare  alia  DE,  la  FD  6  [573] 
perpendicolare  alia  DE.  A. 
questa  retta  e  nello  stesso 
punto  D  sono  poi  perpen- 
dicolari,  la  D  JB  per  costru- 
zione,  e  la  retta  CD  come 
[565]  perpendicolare  al  pia- 
no a.  Pertanto  le  tre  rette 
DB,   DF,    DC  giacciono 

[567]  in  nno  stesso  piano.  Ma  in  questo  piano 
giace  altresi  [48,  1^]  la  retta  A  B ;  qnindi  resta  pro- 
vato  che  le  AB^  CD  sono  situate  in  un  medesimo 
piano. 

Le  rette  AB^  CD^  perche  perpendicolari  al  pia- 
no, sono  entrambe  perpendicolari  alia  BD^  qnindi 
non  [245]  s'incontrano. 

Wkm  Teor«  Le  perpendicolari,  condotte  ad  un 
piano  dai  punti  di  una  stessa  retta,  giacciono  tutte  in 
un  medesimo  piano. 

Dim.  Siano  un  piano  cc  ed  una  retta  A  B  qualun- 
que.  Dico  che  le  perpendicolari,  tirate  al  piano  a  dai 
punti  della  ABj  giacciono  tutte  in  un  medesimo 
piano. 

Sappiamo  gia  [574]  che  due 
qualisivogliano  di  queste  per- 
pendicolari, ad  es.  le  due  AD^ 
BE  giacciono  in  uno  stesso  pia- 
no. Bastera  provare  che  in  que- 
sto piano  si  trova  necessaria- 
mente  un'  altra  qualunque  delle 
perpendicolari;  prendiamo,  ad  es.,  la  CF, 

Perci6  basta  osseryare  che  11  piano  delle  AD^ 
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BE  e  quelle  delle  BE^  CF,  avendo  in  comune  le 
rette  BE,  AC,  coincidono  [52J  insieme.  Epper6  le 
tre  rette  AD,  BE^C F giacciono  in  uno  stesso piano. 

69<l«  Cor«  I piedi  delle  perpendicolarij  Urate  ad 
un  piano  dai  punti  di  una  stessa  retta,  giacciono  «o- 
pra  una  retta. 

Si  e  visto  [575]  infatti  che  le  perpendicolari,  ti- 
rate  ad  un  piano  a  dai  punti  di  una  retta,  giacciono 
tutte  in  uno  stesso  piano,  che  chiameremo  /3.  I  piedi 
delle  perpendicolari,  poich^  appartengono  ad  en- 
trambi  i  piani  a  e  fi,  non  possono  essere  altrove  clie 
suUa  retta  intersezione  dei  due  piani,  intersezione  che 
e  il  luogo  dei  punti  comuni  ai  due  piani. 

Aflf.  Def.  La  retta,  8ulla  quale  giacciono  i  piedi 
di  tuite  le  perpendicolari  che  si  possono  tivare  dai 
punti  di  una  retta  data  a  un  piano  daio,  si  dice  pro- 
iezione  della  retta  sul  piano. 

&98«  Poiche  due  punti  bastano  a  determinare 
una  retta,  per  ottenere  la  proiezione  di  una  retta 
sopra  un  piano  dato,  basta  calare  sul  piano  le  per- 
pendicolari da  due  punti  qualisivogliano  della  retta 
{proiettare  sul  piano  due  punti  qualunque  della 
retta),  e  tirare  poi  la  retta,  che  passa  per  i  piedi 
delle  perpendicolari  (per  le  proiezioni  dei  due  punti 
sul  piano). 

Quando  una  retta  incontra  un  piano,  per  otte- 
nere la  proiezione  della  retta  sul  piano,  basta  proiet- 
tare sul  piano  un  punto  della  retta,  e  unire  il  piede 
della  perpendicolare  col  punto  nel  quale  la  retta 
data  incontra  il  piano  dato. 

S*99.  net  Per  proiezione  di  un  segmento  sopra 
un  piano  si  intende  il  segmento  che  unisce  le  pro- 
iezioni (sul  piano)  delle  estremita  del  segmento  date. 
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Os«.  Se  nn  segmento  e  perpendicolare  ad  an 
piano,  la  sna  proiezione  sal  piano  si  riduce  ad  an 
panto  (al  piede  della  perpendicolare). 

Perpendicolire  ed  oblique  tirate  da  un  punto  ad  un  piano. 
Inclinazione  di  una  retta  con  un  piano. 

ft90«  Teor.  La  perpendicolare^  tirata  da  un 
punto  ad  un  piano,  i  minore  di  ogni  altro  segmento 
compreso  tra  il  punto  stesso  ed  il  piano. 

Dim*  Infatti,  anendo  il  piede  della  perpendico- 
lare con  qaello  di  an'  obliqaa  qualsivoglia,  si  ottiene 
an  triangolo  rettangolo,  nel  qaale  I'ipotenasa  &  I'obli- 
qaa,  e  la  perpendicolare  h  an  cateto.  Qaindi  [160]  la 
perpendicolare  &  minore  deU'obliqaa,  c.  d.  d. 

A91.  Bef.  La  perpendicolare,  tirata  da  un  punto 
ad  un  piano,  si  dice  distanza  del  punto  dal  piano. 

699*  Teor.  Uangolo  acuto,  che  una  retta,  che 
incontra  un  piano  ed  i  obliqua  al  piano,  forma  con 
la  sua  proiezione  sul  piano,  i  minore  dell'angolo  che 
la  retta  forma  con  qtialunque  altra  tirata  nel  piano 
per  il  ptmto  d'incontro. 

Dim*  Siano  an  piano  a,  e  ana  retta  A  B  obliqaa 
al  piano,  e  che  lo  incontra  in  A.  Preso  salla  il  £  an 

panto  B  qaalanqae,  si  cali  la 
\^  BC  perpendicolare  al  piano  a, 

e  si  tiri  la  A  C.  Ora  si  tratta  di 
dimes  trare  che  Tangolo  acato 
CAB,  fatto  dalla  retta  ^45  con 
la  saa  proiezione  AC^  h  minore 
delFangolo,  che  la  retta  AB 
forma  con  qaalanqae  altra  retta  tirata  nel  piano  a 
per  il  panto  A. 
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Per  A  e  nel  piano  a  si  tiri  adnnque  ad  arbitrio 
una  retta  AE^  e  preso  su  questa  il  segmento  AD^ 
AC,  si  tiri  BD.  Ora,  se  si  confrontano  i  triangoli 
ABC,  ABD,  si  trova  che  hanno  il  lato  4JB comune, 
AC ^  AD  per  costruzione,  e  BC  <,  BD,  perch&  la 
perpendicolare  e  [580]  minore  di  ogni  obliqna.  Per 
conseguenza  [150]  e  C{A)  B  <D{A)  B,  c.  d.  d. 

69S*  lief.  Uangolo  acuto,  che  una  retta  obliqua 
ad  un  piano  forma  con  la  sua  proiezione  sul  piano,  si 
dice  inclinazione  della  retta  col  piano. 

A84.  Teor.  Se  due  oblique,  Urate  ad  un  piano 
da  uno  stesso  punto,  hanno  proiezioni  eguali,  esse 
sono  eguali  e  sono  egualmente  inclinate  col  piano. 

Dim.  Da  un  punto  A  siano  tirate  ad  un  piano  a 
la  perpendicolare  AB,  e  due 
oblique  AC,  AD.  I  segmenti 
BC,BD  sono  le  proiezioni  delle 
oblique,  e  gli  angoli  ACB,ADB 
sono  le  inclinazioni  delle  obli- 
que col  piano. 

Se  &  5  C=  BD,  i  due  trian- 
goli rettangoli  ABC,ABD  hanno  due  lati  e  Tangolo 
compreso  rispettivamente  uguali,  e  per  conseguenza 
h  anche : 
AC=AD,    ed    A(C)B=  A{D)B,    c.  d.  d. 

685.  Te«r.  Se  due  oblique,  tirate  ad  un  piano 
da  uno  stesso  punto,  hanno  proiezioni  disuguali,  Z'o- 
bliqua  che  ha  proiezione  maggiore,  i  maggiore;  ha 
poi  col  piano  inclinazione  minore. 

Dim.  Da  un  punto  A  siano  tirate  ad  un  piano  a 
la  perpendicolare  AB  e  due  oblique  AC,  AD',  e  sia 
BC  >  BD.  Si  vuol  provare  che  eAC  >  AD,  ed 
A{C)B<A{D)B. 
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A  tale  intento  si  faccia  BE  ^  BD,  e  si  tiri  A  E. 

Allora,  perche  le  due  oblique 
AE,  AD  hanno  proiezioni  e- 
gnali,  e  [584]  AE  =  AD,  ed 
A(E)B  =  A{D)B.  Ma  [160] 
iAC>  ^^,  ed[132]: 

A{C)B  <  A(E)B] 
quindi  e     AC  >  AD, 
ed  A{C)B  <  A{D)B,  c.d.d. 


Esercici. 


801.  Se  due  rette  giacciono  in  uno  stesso  piano  e  non  s'  incon- 
trano,  esse  non  incontrano  neanche  V  intersezione  di  dne 

•     piani  passanti  rispettivamente  per  le  rette  stesse. 

802.  Una  retta  ed  un  piano,  perpendicolari  a  una  stessa  retta 
in  due  punti  distinti,  non  s'  incontrano. 

803.  Di  due  oblique  disugnali,  condotte  a  uno  stesso  piano  da 
uno  stesso  punto,  la  maggiore  ha  proiezione  maggiore  ed 
inclinazione  minore. 

804.  Se  due  rette  sghembe  AB^  CD  sono  perpendicolari  a  uno 
'  stesso  segmento  rispettivamente  nelle  estremit&  il  e  C, 

ogni  altro  segmento,  che  unisce  un  punto  di  una  retta  con 
unpunto  dell'altra,  ^  maggiore  di  A  C,  (Preso  sulla  ^B  un 
punto  E,  si  tiri  EF  perpendicolare  a  CD.  fiasta  provare 
che  6  EF >  AC.  Perci6  si  tiri  un  piano  perpendicolare 
ad  ^C  in  C;  si  cali  da  ^la  ^H  perpendicolare  al  piano. 
Si  prova  [89]  essere  AE^  CH]  quindi  ^AE>  CF,  e 
per  conseguenza  ^  AC  <C  EF ). 

805.  Se  una  retta  e  un  piano  sono  perpendicolari  a  una  stessa 
retta  rispettivamente  in  A  ed  in  B,  e  siprendono  sulla  pri- 
ma retta  due  segmenti  eguali  AC,  AD,i  punti  Cq  D  sono 
equidistanti  dal  piano. 

806.  Se  due  rette  sono  perpendicolari  a  una  stessa  rispettiva- 
mente in  A  ed  in  B,  e  si  prendono  sulla  prima  due  seg- 
menti eguali  AC,  AD,  e  sulla  seconda  due  segmenti 
eguali  BE,  BF,  anche  i  segmenti  CE,  DF sono  egualL 

86 
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( Si  tiri  xxn  piano  perpendicolare  &d.  AB in  A,  e  si  proietti 
sa  qnesto  Paltraretta). 

807.  Per  il  centro  di  an  cerchio  si  tiri  una  obliqua  al  piano 
del  cerchio,  e  si  prenda  su  qnesta  un  panto  A.  Quale  ^  il 
maggiore,  quale  il  minore  del  seg^enti,  che  si  possono 
condurre  dal  pun  to  A  ai  punti  del  cerchio? 

808.  Se  per  il  piede  B  di  una  retta  A  B,  obliqua  ad  un  piano, 
passano  due  rette  che  facciano  angoli  eguali  con  la  pro- 
iezione  della  A  Bj  esse  hanno  dal  punto  A  distanze  uguali  ^ 
e  se  fanno  con  la  proiezione  angoli  disuguali  ( che  per6 
non  siano  supplementari),  esse  hanno  distanze  disuguali. 

809.  Se  una  retta  fa  angoli  eguali  con  tre  rette  che  giacciono 
in  un  piano,  essa  ^  perpendicolare  al  piano. 

810.  Se^a  un  punto  si  calano  le  perpendicolari  sopra  due  piani 
che  si  segano,  e  dai  piedi  delle  due  perpendicolari  si  ca- 
lano due  perpendicolari  sulP  intersezione  dei  piani,  le 
nuove  perpendicolari  hanno  il  piede  in  comune. 

811.  Ogni  punto  dell'  asse  di  un  cerchio  ( cosi  si  chiama  la  retta 
perpendicolare  al  piano  di  un  cerchio,  e  che  passa  per  il 
centro )  ^  equidistante  dalle  rette,  che  sono  perpendico- 
lari al  piano  del  cerchio  nei  punti  del  cerchio  stesso. 

812.  Se  una  retta  incontra  due  piani,  che  si  segano,  in  punti 
egualmente  distanti  dall'intersezione,  la  retta  ha  coi 
piani  inclinazioni  eguali.  E  reciprocamente . 

813.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  due  punti  dati. 

814.  Luogo  dei  punti  di  un  piano,  che  hanno  data  distanza  da 
un  punto  situate  fuori  del  piano. 

815.  Luogo  dei  punti  equidistanti  dai  punti  di  un  cerchio  dato. 

816.  Luogo  dei  punti  equidistanti  dai  vertici  di  un  triangolo 
equilatero. 

817.  Luogo  delle  perpendicolari  tirate  da  uno  stesso  punto  ai 
piani  passanti  per  una  stessa  retta. 

818.  Luogo  delP  estremit&  B  di  un  segmento  costante  A  B,  che 
ha  r  estremit&  .1  in  un  punto  di  un  piano,  e  che  ha  col 
piano  stesso  inclinazione  costante. 

819.  Dati  due  punti  sopra  due  piani  che  s' incontrano,  tracciare 
sui  due  piani  la  pid  breve  spezzata  che  unisce  i  punti  dati. 

820.  Date  le  proiezioni  sopra  un  piano  delle  estremit&  di  ua 
segmento,  e  date  le  proiettanti,  costruire  il  segmento. 

821.  Date  le  proiezioni  sopra  un  piano  dei  vertici  di  un  trian- 
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I  golo,  e  date  le  proiettanti,  costrtdre  un  triangolo  egaale 

al  primo. 

822.  Oondurre  nn  piano,  che  passi  per  due  ponti  dati,  e  cbe  sia 
equidistante  da  due  altri  pnnti  dati. 

823.  Trovare  nn  panto,  che  abbia  data  distanza  dai  punti  di  un 
cercbio  dato. 

I  824.  Per  nn  pnnto  di  nn  piano  condurre  nel  piano  una  retta,  cbe 

abbia  data  distanza  da  nn  punto  sitnato  fnori  del  piano. 

825.  Dati  dne  pnnti  da  nna  stessa  banda  di  un  piano,  trovare, 
Bu  qnesto,  cotal  pnnto,  cbe  la  somma  de'  segmenti,  cbe  lo 
uniscono  co'  pnnti  dati,  sia  la  pid  piccola  possibile. 

826.  Per  il  piede  di  una  obliqna  ad  nn  piano  tirare  nel  piano 
cotal  retta  cbe  formi  con  la  data  angolo  dato. 


•^M/>^^MMA/^^^KMAMA^«Wt/W«« 


Def.  n  luogo  dei  punti,  che  da  un  punto  fisso  hanno 
distanze  uguali  a  un  dato  segmentOy  si  dice  sfera  ( «u- 
perficie  sferica). 

Quel  punto,  quel  segmento,  si  dicono  rispettivamente 
centro  e  raggio  della  sfera. 

Se  un  cercbio,  cbe  abbia  il  centro  nel  centro  della 
sfera  e  raggio  eguale  al  raggio  della  sfera,  ruota  intorno 
ad  un  suo  diametro  qualsivoglia,  esso  descrive  la  sfera. 

Una  sfera  taglia  lo  spazio  in  due  parti.  Quella  parte, 
nella  quale  k  il  centro,  si  dice  interna  alia  sfera. 

Un  segmento,  cbe  abbia  i  termini  sopra  una  sfera,  si 
dice  corda  della  sfera.  Ogni  corda,  die  passa  per  il  centro, 
si  dice  diametro. 


827.  Se  la  distanza  di  una  retta  dal  centro  di  una  sfera  h  mi- 
nore  del  raggio,  la  retta  incontra  la  sfera  in  due  punti. 
Ogni  punto,  compreso  tra  quelli  d'incontro,  h  interne; 
ogni  altro  k  esterno. 

828.  Una  retta,  perpendicolare  ad  un  raggio  di  una  sfera  neUa 
estremit^,  non  ba  con  la  sfera  in  comune  altro  cbe  P  estre* 
TDXik  del  raggio,  ed  ogni  altro  punto  h  fuori  della  sfera. 
(Una  retta  cosl  fatta  si  dice  tangente  della  sfera). 

829.  Se  la  distanza  di  una  retta  dal  centro  di  una  sfera  h  mag* 
giore  del  raggio,  la  retta  non  ba  con  la  sfera  nessun  punto 
in  comune,  ed  h  tutta  esterna. 
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830.  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  centro  di  una  sfera  h  mi- 
nore  del  raggio,  e  il  piano  non  passa  per  il  centro,  il  piano 
taglia  la  efera  in  an  cerchio,  il  coi  raggio  ^  minors  di 
quello  della  sfera.  Ogni  pnnto  del  piano  situato  nell'in- 
temo  del  cerchio  h  intemo  alia  sfera,  ogni  altro  panto  ^ 
estemo. 

831.  Se  an  piano  passa  per  il  centro  di  ana  sfera,  esso  taglia  la 
sfera  in  un  cerchio,  il  cai  raggio  ^  agaale  al  raggio  stesso 
della  sfera.  (Oosi  fatto  cerchio  si  dice  cerchio  mctssimo 
della  sfera ). 

832.  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  centro  di  una  sfera  &  agaale 
al  raggio,  il  piano  ha  con  la  sfera  an  solo  panto  in  co* 
mune;  ogni  altro  punto  ^  esterno.  (Un  piano  cosl  fatto  si 
dice  piano  tangente  della  sfera). 

833.  Se  la  distanza  di  an  piano  dal  centro  di  una  sfera  6  mag- 
giore  del  raggio,  il  piano  non  ha  con  la  sfera  nessun  punto 
in  comune,  ed  h  tutto  faori  della  sfera. 

834.  Due  cerchi  massimi  di  una  sfera  si  tagliano  sempre,  e  si 
tagliano  in  due  punti  che  sono  le  estremit4  di  un  diame- 
tro  della  sfera. 

835.  Per  un  punto  di  una  sfera  si  pu6  sempre  condurre  un  pia- 
no tangente,  ed  uno  soltanto. 

836.  La  tangente  in  un  panto  di  una  sfera  ad  un  cerchio  qual- 
sivoglia  segnato  sopra  la  sfera  giace  nel  piano  che  tocca 
la  sfera  in  quel  punto. 

837.  Due  piani  equidistanti  dal  centro  di  una  sfera  e  che  ta- 
glino  la  sfera,  la  tagliano  in  cerchi  eguaU. 

838.  Se  due  piani,  che  tagliano  una  sfera,  hanno  dal  centro  di- 
stanze  disuguali,  delle  due  sezioni  ( cerchi  minori)  h  mag- 
giore  quel  la  che  ^  fatta  dal  piano  che  ha  distanza  minore. 

839.  Se  due  cerchi  minori  sono  eguali,  i  loro  centri  sono  equi- 
distanti dal  centro  della  sfera ;  e  se  sono  disuguali,  il  piano 
del  minore  ha  dal  centro  maggiore  distanza. 

840.  Per  due  punti  di  una  sfera  passano  innumerevoli  cerchi 
minori  ed  un  solo  cerchio  massimo. 

841.  Un  cerchio  massimo  divide  la  sfera  in  parti  eguali;  ed  un 
cerchio  minore  la  divide  in  parti  disuguali. 

842.  II  piano,  perpendicolare  a  una  corda  nel  panto  di  mezzo, 
passa  per  il  centro  della  sfera. 

843.  Trovare  il  centro  di  una  sfera  data. 


r 
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844.  Luogo  dei  punti  di  contatto  delle  tangenti  tirate  ad  una 
sfera  da  nn  pnnto  esterno. 

845.  Luogo  dei  punti  di  contatto  dei  piani  tangenti  ad  una 
sfera  e  passanti  per  un  punto  che  sia  fuori  della  stessa. 

846.  Di  tutti  i  segmenti,  che  si  possono  tirare  a  una  sfera  da 
un  punto  che  non  sia  il  centro,  il  maggiore  ^  quello  che 
passa  per  il  centro,  e  qaello  un  cui  prolungamento  passa 
per  il  centre  ^  minore  di  ogni  altro. 

847.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  h  maggiore  della 
somma  dei  raggi,  ciascun  punto  delPnna  ^  fuori  delPaltra. 

848.  Se  la  distanza  dei  centri  di  dae  sfere  ^  uguale  alia  somma 
dei  raggi,  le  sfere  hanno  un  punto  in  comune,  situato  suUa 
retta  dei  centri,  e  fra  i  centri,  e  ciascun  altro  punto  di  cia- 
SGuna  sfera  ^  fuori  dell'altra. 

849.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  h  minore  della  som- 
ma e  maggiore  della  differenza  dei  raggi,  le  sfere  si  se- 
gano  lungo  un  cerchio  posto  in  un  piano  perpendicolare 
alia  retta  dei  centri. 

850.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  6  uguale  alia  diffe- 
renza dei  raggi,  le  sfere  hanno  in  comune  un  solo  punto, 
situato  sul  prolungamento  del  segmento  dei  centri.  Cia- 
scun altro  punto  della  sfera  maggiore  h  fuori  della  mi- 
nore ;  e  ciascun  altro  punto  di  questa  h  interno  a  quella. 

^51.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  ^  minore  della  diffe- 
renza dei  raggi,  le  sfere  non  hanno  nessun  punto  in  co- 
mune; ciascun  punto  della  maggiore  ^  esterno  all'altra,  e 
ciascun  altro  punto  di  questa  ^  interno  a  quella. 

852.  Se  due  sfere  hanno  in  comune  un  punto,  che  non  sia 
sulla  retta  dei  centri,  hanno  in  comune  un  cerchio  pas- 
sante  per  questo  punto,  e  lungo  questo  cerchio  si  tagliano. 

853.  Teoremi  inversi  di  quelli  dall' esercizio  848  all' 852. 


CAPITOLO    XVI 


D  I  E  D  R  O 


Sezione  normale  di  un  diedro. 

686.  Def«  Due  faldo;  nscenti  da  una  stessa  retta, 
dividono  lo  spazio  in  due  parti,  che  si  dicono  diedri, 

Un  diedro  si  puo  anche  definire  come  la  parte  di 
spazio,  che  vien  percorsa  da  una  falda,  se  vien  fatta 
rotare  intorno  all'origine. 

Le  due  posizioni,  prima  ed  ultima,  d'una  falda, 
che  abbia  descritto  un  diedro,  si  dicono  facce  del  die- 
dro ;  la  retta  comune  alle  facce  si  dice  spigolo  o  co^ 
stola  del  diedro. 

589.  Qualunque  punto,  per  cui  sia  passata  la  fal- 
da, che  ha  descritto  un  diedro,  si  dice  inferno  al  die- 
dro ;  ogni  altro  punto  si  dira  esterno  (*). 

Una  figura  si  dira  interna  od  eaterna  adundiedrOi 
se  tutti  i  suoi  punti  sono  intemi  od  esterni  al  diedro. 

Se  il  prolungamento  di  una  faccia  di  un  diedro 
cade  fuori  del  diedro,  questo  si  dice  convesno]  altri- 
menti  esso  h  concave,  [562 1. 

Quando  le  faccie  di  un  diedro  formano  un  piano, 
il  diedro  si  dice  piatto. 

588.  Perch^  sia  individuata  una  falda,  basta 
siano  determinati  I'origine  e  un  punto  qualunque  della 

(*)  Se  la  falda,  che  ha  generate  un  diedro,  ha  compiata 
ana  rotazione,  non  c'  h  nessun  punto  che  sia  esterno  al  diedro. 
Ma  non  vogliamo  pensare  a  diedri  che  siano  eguali  o  mag- 
giori  di  tutto  lo  spazio. 


—  391  — 

falda  [51].  Cosi  due  punti  dello  spigolo  di  un  die- 
dro,  un  panto  d'  una  faccia,  e  un  punto  dell'altra  ba- 
stano  ad  individuare  spigolo  e  facce  d'un  diedro; 
ma  non  bastano  ad  individuare  il  diedro,  perchS  due 
falde  aventi  origine  comune  dividono  lo  spazio  in  due 

regioni,  che  sono  diedri  am- 
bedue.  Manifestamente,  perchS 
il  diedro  fosse  pienamente  de- 
terminato,  basterebbe  fosse  in- 
dicato  un  quinto  punto  interno 
al  diedro. 

Ma  poiche  non  ci  accade 
mai  di  considerare  diedri  con- 
cavi,  ma  soltanto  diedri  convessi,  i  quattro  punti 
accennati  superiormente  ci  basteranno  per  indicare 
un  diedro.  Le  lettere,  che  indicano  i  due  punti  dello 
spigolo,  si  pronunciano  e  si  scrivono  frammezzo  aUe 
altre  due.  Cosi  la  notazione:  diedro  ABCD,  o  la 
piii  semplice  A(BC)D,  esprimera  il  diedro  con- 
vesso,  che  ha  la  retta  B  C  per  ispigolo,  e  le  cui  facce 
passano  rispettivamente  per  i  punti  AeD. 

ftSO.  Def.  L'angolo,  oompreso  da  due  raggi  per- 
pendicolari  in  uno  stesso  punto  alio  spigolo  di  un 
diedro  e  situati  uno  in  una  faccia  e  I'altro  nell'al- 
tra  (*),  si  dice  sezione  normale  del  diedro. 

Osa*  II  piano  di  una  sezione  normale  di  un  die- 
dro &  perpendicolare  alio  spigolo  [566],  e  i  lati  della 
sezione  si  possono  considerare  come  le  intersezioni 
di  codesto  piano  con  le  facce  del  diedro. 

(*)  Veramente,  perch^  Tangolo  fosse  pienamente  deter- 
minato,  bisognerebbe  aggiungere:  e  i  cui  punti  sono  interni 
al  diedro*  Ma,  non  yolendo  considerare  diedri  concavi,  si  in- 
tende  Tangolo  convesso  compreso  dai  dae  raggi. 
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600*  Teor,  Tutte  le  seziont  normali  di  un  diedro 
sono  eguali  tra  loro. 

Dim.  Sia  un  diedro  ABCD^e  simo  E{F)Hy 
K(L)  M  due  sezioni  normali  qualunque.  Dimostre- 
remo  che  esse  s<)no  eguali. 

A  tal  fine,  di^iso  FL  per  meta  in  0,  si  tirino  i 
raggi  ONj  OP^  rispettivamente  nelle  facce  a  e  /3,  e 
perpendicolarmente  alio  spigolo  CB. 

Ed  ora,  presa  per  asse  la  bisettrice  dell'angolo 
NOP  (*),  si  faccia  compiere  a  tutta  la  figura  mezza 
rotazione.  Con  cio  i  lati  ON,  OP  si  scambiano  di  po- 
sto.  E  perchi  il  piano  del- 
Fangolo  NOP,  ribaJtan- 
dosi,  toma  [52]  nella  po- 
sizione  primitiva,  e  il  pun- 
to  0  non  si  muove,  e  lo 
spigolo  CB  ^  perpendico- 
lare  [566]  al  piano  NOP, 
dopo   il  ribaltamento    lo 

spigolo  CB  si  trova  adagiato  sulla  primitiva  sua  po* 
sizione  [571]. 

Ma  poichS  le  rette  CB,  ON  della  faccia  a  sono 
andate  a  coincidere  con  le  rette  BCy  OP  della  posi- 
zione  primitiva  della  faccia  /J,  e  le  rette  BC,  OP 
della  faccia  j3  sono  andate  coincidere  con  le  rette 
CB,  ON  della  posizione  primitiva  della  faccia  t^ 
dopo  la  rotazione  la  faccia  a  si  trova  [52]  nella  posi- 
zione primitiva  della  faccia  p ;  e  questa  nella  posi^ 
zione  primitiva  di  quella. 

Infine,  perchi  h  OF^OL,  dopo  il  ribaltamento 
i  punti  jP  ed  Z  si  trovano  scambiati  di  posto.  E  perchS 
in  un  piano  ad  una  retta  in  un  punto  dato  non  si  pu6 

(*)  Qnesta  bisettrice  non  k  segnata  nella  figara. 
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tirare  che  una  sola  perpendicolare,  a  moto  compiuto, 
ciascuno  degli  angoli  EFH^  KLM  si  trova  a  coinci-' 
dere  con  la  posizione  primitiva  dell'altro. 

Cos!  resta  dimostrato  cHe  tutte  le  sezioni  normali 
di  un  diedro  sono  eguali  tra  loro. 

60i.  Cor*  i^.  Un  diedro  si  pub  rimettere  in  una 
sua  primitiva  posizione  anche  scambiando  tra  loro  di 
posto  le  facce. 

6fl9.  Cor.  9^*  Un  diedro  pub  seorrere  su  se  stesso. 
Sia  un  diedro  A  BCD.  Supponiamo  che  (re- 
stando  sempre  la  traccia  della  primitiva  posizione)  il 
diedro  venga  mosso,  e  in  modo  che  una  faocia,  ad  es.. 
la  BCDj  scorra  sopra  se  stessa  [58].  Dico  che  in 
questo  movimento  anche  la  faccia  ABC  scorre  su  se 
stessa. 

Infatti,  ove  questa  faccia  si  staccasse  una  volta 
dalla  posizione  primitiva,  tagliando  poi  i  diedri  (il 
primitive  dato;  e  il  diedro  nella  nuova  posizione)  con 

an  piano  perpendicolare  alio  spi- 
golo  comune,  si  otterrebbero  due 
sezioni  normali  disuguali.  (Una 
infatti  sarebbe  parte  delPaltra). 
E  ci6  non  pu6  essere,  perch^ 
infine  codeste  duesezioni sareb- 
bero  sezioni  normali  ottenute 
con  due  piani  distinti  in  un  medesimo  diedro,  e  si  sa 
che  due  sezioni  cosi  fatte  sono  sempre  uguali. 

S9B.  Omm.  Affine  di  riconoscere  se  due  diedri  sono 
eguali,  si  trasporta  un  diedro  sull'altro  in  guisa  che 
due  facce  divengano  coincidenti,  e  i  diedri  cadano  da 
tma  stessa  banda  della  faccia  comune.  Se  dopo  di  cio 
anche  le  altre  due  facce  coincidono,  i  diedri  sono 
eguali ;  altrimenti  sono  disuguali.  Infatti  con  nessuna 


—  394  — 

altra  disposizione  si  potrebbe  [592,  591]  ottenere  la 
coincidenza  delle  due  figure. 

69  «•  Se  una  falda  plana,  con  successive  rotazioni 
parzlali  fatte  in  un  medesimo  senso  intomo  alia  sua 
origine,  sia  passata  da  una  posizione  primitiva  aparec- 
chie  altre,  ciascuna  volta  avr4  descritto  un  diedro.  Due 
di  questi  diedri,  se  descritti  con  due  movimenti  par* 
ziali  prossimi  successivi,  si  dicono  consecuHvi\  e  11 
diedro  generate  nel  movimento 
Gomplessivo,  che  ha  portato  ^^  ^  /^ 
falda  generatrice  dalla  primitiva 
posizione  all'ultima,  si  dice  som- 
ma  dei  diedri  generati  nei  sin- 
goli  movimenti  parziali  succes- 
sivi. 

Cosi  nella  nostra  figura  11  diedro  A  BCD  e  la 
sommadeidue^(5C)jE:,  E{BC)D. 

La  somma  di  piu  diedri  e  indipendente  dall'or- 
dine  in  cui  essi  si  susseguono,  giacch^;  senza  alterare 
la  somma  [591],  si  possono  scambiare  di  posto  due  ad- 
dendi  consecutivi. 

S9S.  Teor.  Se  due  diedri  hanno  sezioni  normali 
eguali,  essi  sono  eguali. 

Him.  Infatti,  se  i  due  diedri  vengono  traspor- 
tati  uno  sull'altro  in  modo  che  due  loro  sezioni  nor- 
mali coincidano,  divengono  intanto  coincidenti  anohe 
gli  spigoli,  perchd  essi  sono  [56ti]  rispettivamente 
perpendicolari  alle  sezioni  normali,  e  in  uno  stesso 
punto  ad  uno  stesso  piano  non  si  puo  inalzare  [571] 
che  una  perpendicolare   soltanto.  Ma  quando   due 

(*)  Qaesto  esempio  fa  vedere  che  in  qualclie  caso,  senza 
certe  cognizioni  di  Geometria,  non  si  saprebbe  decidere,  me* 
diante  sovrapposizione,  se  dae  figure  sono  eguali,  o  no. 
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piani  hanno  due  rette  in  comune,  essi  coincidono  [52] ; 
per  conseguenza  anche  le  facce  del  diedri  dopo  il 
trasporto  coincidono. 

S9Bm  Tear.  Se  due  diedri  hanno  sezioni  normali 
disuguali,  i  maggiore  quello  che  ha  sezione  maggiore. 
Dim.  Infatti,  se  si  taglia  la  sezione  maggiore  in 
modo  che  una  parte  sia  eguale  alia  sezione  ncrmale 
minore,  e  poi  si  conduce  un  piano  per  lo  spigolo  e 
per  il  raggio,  che  si  e  tirato  per  dividere  la  prima  se<* 
zione,  uno  dei  diedri  resta  diviso  in  due  parti,  una 
delle  quali  6  [595]  uguale  aU'altro  diedro. 

S91.  Probl.  Data  un  piano,  e  su  questo  una  retta, 
costruire  un  diedro,  che  abhia  una  faceia  sul  piano 
dato,  che  abhia  la  retta  data  per  ispigolo,  e  che  sia 
eguale  a  un  dato  diedro. 

Rl0ol.  Sia  a  il  piano  dato,  ed  AB  !&  retta  data 
su  questo  piano.  Per  un  punto  C  qualunque,  preso  su 

ABj  si  conduca  [569]  un  piano 
fi  perpendicolare  alia  AB]  e  sia 
CD  Tintersezione  dei  due  piani 
a  e  /J.  Poi  nel  piano  fi  si  costrui- 
sca  Fangolo  ECD,  che  sia  eguale 
alia  sezione  normale  del  diedro 
dato.  Manifestamente  il  diedro 
EABD  sodisfa  [595]  le  condizioni  volute. 

^  chiaro  che  ilproblema  ammette  quattro  soluzioni. 
ftOS.  Un  diedro  si  dice  acuto,  retto,  ottuso,  se- 
condo  che  tale  denominazione  conviene  alia  sua  se- 
zione normale. 

Due  diedri  si  dioono  complementari  o  supplemen- 
tari,  secondo  che  tali  sono  le  loro  sezioni  normali. 

Due  diedri  consecutivi,  se  formano  un  diedro 
piatto,  si  dicono  adiacenti. 
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6O0«  Teor.  Due  diedri  adiacenti  sono  supple^ 
tnentari;  e,  reciprocamente,  se  due  diedri  supplement 
tari  hanno  una  faccia  in  comune  e  sono  situati  da 
bande  opposte  della  faccia  comune,  le  cdtre  facce  for^ 
mano  un  piano  (sono  per  diritto). 

Dim.  La  cnra  della  dimostrazione  si  pu6  la** 
sciare  alio  stadioso. 

•GO.  Dei  quaitro  diedri,  formati  da  due  piani 
che  si  segano,  due,  che  siano  adiacenti  ad  uno  stesso 
dei  quattro,  si  dieono  opposH  alio  spigolo.  Due  die- 
dri opposti  alio  spigolo  sono  eguali.  [595]. 

•Of.  Teor.  Due  diedri  stanno  tra  loro  come  le 
loro  sezioni  normali. 

Dim.  Siano  due  diedri qualunque  A  B  CD^EFHK] 
A{B)Dj  E{F)K  siano  due  loro  sezioni  normali.  Si 
vuol  dimostrare  che : 
A{BC)D  :  E{FH)K  =  A(B)D  :  E{F)K. 

Presa  del- 
I'angolo  EFK 
una  parte  ali- 
quota  ad  arbi- 
trio,  ad  es.  una 
n,esima  parte,  si 
misuri  con  essa 
I'angolo  ABD,  Sia  m  il  quoziente  della  divisione,  e 
supponiamo  che  ci  sia  un  resto.  Se  ora  consideriamo 
i  piani,  che  passano  rispettivamente  per  gli  spigoli 
FHj  BC  e  per  i  raggi  che  tagliano i  due  angoli EFK^ 
ABDj  troviamo  che  il  diedro  EFHK  resta  diviso 
in  n  parti  eguali  [595],  e  in  (fii  +  1)  parti  il  diedro 
ABCD;  m  di  queste  sono  eguali  tra  loro  e  alle  parti 
[595]  di  E  (FH)  JT,  ed  una,  quella  corrispondente 
al  resto,  e  minore  [596]  delle  altre  parti,  Pertanto, 
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misnrando  il  diedro  ABCD  con  una  «.€«tfwa  parte 
del  diedro  EFHK^  si  trova  m  per  quoziente,  come 
misnrando  Tangolo  ABD  con  una  n.esima  parte  del- 
Tangolo  EFK. 

Se  una  divisione  finisce  senza  resto,  altrettanto 

avviene  dell'altra. 

Piani  perpendicolari. 

ee9«  Teor.  8e  un  diedro  i  retto,  i  retto  anche  il 
diedro  adiacente. 

*  Dim.  Siann  diedro  retto  ADCF.  Dico  che  i 
retto  anche  il  diedro  adiacente  EDCA. 

Perci6,  per  un  punto  qualunque  B  dello  spigolo 

comune,  e  nella  faccia  /},  si  tiri 
BA  perpendicolare  alio  spigolo 
CD ;  e  poi  si  tiri  la  EFubI  piano 
«» perpendicolarmente  alia  stes- 
sa  CD  in  B.  I  due  angoli  EBA^ 
ABF  sono  sezioni  normali  dei 

due  diedri. 

PoichS  per  ipotesi  il  die- 
dro ADCF  h  retto,  Tangolo  ABF '^r^tto.  fe  quindi 
retto  anche  Tangolo  EBA,  epper6  e  retto  anche  il 
diedro  £i>Ci4,  come  d.  d. 

•OS.  »ef.  Due  piani  si  dicono  perpendicolari 
tra  loro,  se  i  diedri  formati  da  essi  sono  eguali. 

•04.  Teor.  Se  due  piani  sono  perpendicolari  tra 
loro,  i  diedri  compresi  dai  due  piani  sono  reUi. 

Dim.  I  due  piani  a  e  /J  siano  perpendicolari  tra 
loro,  siano  cio6  uguali  i  diedri  EDCA.ADCF.  Dico 
che  questi  diedri  sono  retti, 

Presoun  punto  B  qualunque  sull'intersezione  dei 
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piani,  si  tirino  le  BA^  EF  perpendicolari  a  CD^  e 
poste  rispettivameute  nei  piani  /)  ed  a. 

G-li  angoli  EBAy  ABF  sono  eguali,  altrimenti 
anche  i  diedri  sarebbero  disuguali  [596].  I  due  an- 
goli sono  adonque  retti,  e  tali  [598]  i  diedri,  c.  d.  d. 

soft.  Teor.  Se  una  retta  i  perpendicolare  ad  un 
piano,  ogni  piano  che  passa  per  la  retta  i  perpendi" 
colare  al  piano  data. 

Dint.  Sia  un  piano  a  ed  una  retta  AB  perpendi- 
colare a  questo  piano ;  e  un  piano  /I  passi  per  la  retta 
AB.  ^i  vuol  provare  che  il  piano  /3  forma  col  piano 
a  diedri  adiacenti  eguali. 

Posto  che  B  sia  il  piede  della 
perpendicolare  AB,  i  due  piani 
si  tagliano  [561]  in  una  retta 
che  passa  per  B\  sia  dessa  la 
CD.  Si  conduca  per  B,  e  nel 
piano  «,  la  retta  EF  perpendi- 
colare a,  CD. 

AUora,  poichft  anche  la  ^  j8  (perche  [565]  per- 
pendicolare  al  piano  a)  e  perpendicolare  alia  CD,  gli 
angoli  EBA,  ABF  sono  le  sezioni  normali  dei  die- 
dri  EDC A,  ADCF.  Ma.  e  E{B)  A  =  A{B)F,  per- 
chd  la  AB,  come  perpendicolare  al  piano  a,  e  per- 
pendicolare alia  EF.  Quindi  [595]  anche  i  diedri 
ED C A,  ADC F sono  egasAi,  c.  d.  d. 

•oe.  Cor.  Un  piano,  perpendicolare  alia  co- 
mune  intersezione  di  due  altri,  i  perpendicolare  ad 
ambidue  questi  piani. 

eoif.  Teor.  Se  due  piani  sono  perpendicolari 
tra  loro,  ogni  retta,  tirata  in  un  piano  perpendicolar- 
mente  alV inter sezione  comune,  i  perpendicolare  a2- 
Valfro  piano. 
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Dim*  Siano  due  piani  a  e  fi  perpendicolari  tra 
loro,  e  sia  ^J3  Fintersezione.  In  nno  dei  piani,  ad  es. 
nel  piano  /!,  si  tiri  ad  arbitrio  una  retta  CD  perpen- 
dicolare  alia  AB.  Dico  che  1b»  CD  h  perpendicolare 
al  piano  a . 

A  tal  fine  si  tiri  per  D,  e  nel  piano  a,  Ia  DE 

perpendicolare  a,d  AB.  L'angolo 
CDE  e  pertanto  una  sezione  nor* 
male  del  diedro  dato;  e  poichi 
quesio  i  retto  per  supposizione, 
C(D)E  6  retto.  Ma  poichft  la 
CD  e  perpendicolare  alle  rette 
AB  e  DE  situate  nel  piano  a, 
essa  h  perpendicolare  [566]  a 
questo  piano,  c.  d.  d. 

G08.  Cor.  Se  due  piani  sono  perpendicolari  tra 
toro  e  una  retta  i  perpendicolare  ad  uno  (in  unpunto 
che  non  sia  sulV  inter  sezione  dei  due  piani) ,  essa  non 
ha  con  Valtro  piano  nessun  punto  in  comune. 

Infatti,  se  la  retta  potesse  incontrare  il  secondo 
piano  in  un  punto  M,  tirando  per  M  la  perpendico- 
lare alia  comune  intersezione,  si  otterrebbe  [607]  una 
retta  perpendicolare  al  primo  piano  in  un  punto  che 
non  6  suir  intersezione  dei  piani.  Ma  allora  da  uno 
stesso  punto  M  sarebbero  tirate  ad  uno  sf^sso  piano 
due  perpendicolari;  e  ci6  non  puo  [572]  essere. 

eoo.  Teor.  Per  una  retta,  che  non  sia  perpen* 
dicolare  ad  un  piano,  si  pub  condurre  un  piano  per- 
pendicolare  al  dato  ed  uno  soltanto. 

Dim.  Sia  un  piano  a,  ed  una  retta  AB^  che  non 
sia  perpendicolare  al  piano.  Dico  che  per  la  ^  £  si 
pu6  far  passare  un  piano,  che  sia  perpendicolare  al 
piano  a,  ed  uno  solo. 
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Intanto,  se  da  tin  punto  C,  preso  ad  arbitrio 
snlla  retta  data,  si  tira  la  CD  perpendicolare  al  piano 
a,  il  piano,  che  passa  per  \b>  AB 
e  per  la  (7Z>,  e  perpendicolare 
[605]  al  piano  dato. 

Nessun  altro  piano,  che  passi 
per  \^  ABy  non  pu6  essere  per- 
pendicolare al  piano  a. 

Infatti,  se  un  secondo  piano  cosl  fatto  potesse 
esistere,  la  sua  intersezione  col  piano  a  non  passereb- 
be  (*)  ma  allora,  per  D;  calando  da  C  la  perpendicolare 
su  questa  intersezione,  si  otterrebbe  [607]  un'altra 
perpendicolare  al  piano  a;  e  cio  non  puo  [572]  essere. 

•to.  Cor.  Se  due  piani  perpendicolari  ad  un 
terzo  si  tagliano,  la  loro  intersezione  i  perpendicolare 
al  terzo  piano, 

Infatti,  se  1' intersezione  fosse  obliqna  al  terzo 
piano,  allora  per  una  retta,  che  non  6  perpendicolare 
ad  un  piano,  passerebbero  due  piani  perpendicolari 
entrambi  ad  nn  terzo ;  e  oi6  non  pu6  essere  [609]. 

Esercicf. 

854.  La  sezione  normale  di  an  diedro  k  V  inclinazione  di  cia- 
scan  l^to  della  sezione,  con  la  faccia  che  contiene  V  al- 
tro lato. 

855.  Se  per  ano  stesso  panto  dello  spigolo  di  an  diedro  si  con- 
dacono  ana  obliqaa  alio  spigolo  in  ana  faccia  e  la  perpen- 

(*)  Infatti,  se  passasse  per  jD,  avendo  in  comune  con  I'al- 
tro  piano  la  retta  il  ^  e  an  panto  esterno  a  qaesta,  coincide- 
rebbe  col  piano  stesso.  Come  si  vede,  la  dimostrazione  suj^ 
pone  che  la  ^  B  non  giaccia  nel  piano  a,  e  neppare  il  panto  C 
XL  teorema  per6  sassiste  anche  nel  caso  che  la,  AB  fosse  si- 
taata  nel  piano. 
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dicolaxe  nell'  altra,  si  ottiene  un  angolo  che  h  maggiore, 
ugnale  o  minore  della  sezione  normale,  secondo  che  il 
diedro  h  acuto,  retto  od  ottuso. 

856.  Tra  i  piani,  che  si  possono  tirare  per  ana  retta  obliqua  ad 
nn  piano,  quelle,  che  interseca  il  piano  dato  lungo  una 
perpendicolare  alia  proiezione  dell' obliqua,  forma  col 
piano  dato  il  minore  diedro. 

857.  Tutti  i  piani,  condotti  per  uno  stesso  pnnto,  perpendico- 
larmente  a  rette  poste  in  un  piano,  passano  per  una  stessa 
retta. 

858.  Luogo  dei  ponti  equidistant!  da  due  piani  che  si  tagliano. 

859.  Luogo  dei  punti  equidistant!  da  due  rette  che  si  tagliano. 

860.  Luogo  dei  punti  equidistant!  da!  lati  di  un  triangolo. 

86 1.  Se  una  retta  h  perpendicolare  ad  un  piano,  la  sua  proie- 
zione sopra  un  altro  piano  ^  perpendicolare  alUinterse- 
zione  dei  due  piani. 

862.  Due  piani,  perpendicolari  ad  un  terzo  lungo  due  rette  poste 
in  questo  piano  e  che  non  hanno  nessun  punto  comune, 
non  possono  avere  alcun  punto  in  comune.  [607,  572]. 

863.  Se  due  rette  sono  perpendicolari  ad  un  piano,  e  due  piani 
condotti  per  queste  si  tagliano,  I'intersezione  h  perpendi- 
colare al  primo  piano. 

864. 1  piani,  che  dimezzano  due  diedri  adiacenti,  sono  perpen- 
dicolari tra  loro. 

865.  Se  le  perpendicolari,  calate  da  due  punti  AeB  sopra  un 
piano  a,  sono  eguali,  e  i  punti  si  trovano  da  una  stessa 
banda  del  piano,  la  retta  A  B  non  incontra  il  piano. 

866.  Per  un  punto  dato  condurre  un  piano)  perpendicolare  a 
due  altri. 

867.  Per  una  retta  obliqua  ad  un  piano  condurre  un  piano, 
che  form!  col  dato  un  diedro  dato. 

•868.  Per  il  vertice  di  un  angolo  tirare  una  retta,  che  form! 
angoli  eguali  coi  lati  dell'  angolo '  dato,  ed  abbia  col 
piano  dell'  angolo  data  inclinazione. 

869.  Per  un  punto  condurre  un  piano  perpendicolare  a  due 
altri,  e  ci6  senza  usare  dell'intersezione  dei  piani. 

870.  Per  una  retta  data  condurre  un  piano,  che  abbia  data 
distanza  da  un  punto  dato. 


S6 


CAPITOLO  XVII 

T  R  I  E  D  R  O 


Preliminari. 

•tl«  Defft  Tre  o  piii  raggi,  uscenti  da  uuo  stesso 
punto,  considerati  in  un  certo  ordine,  e  tali  che  tre 
consecutivi  qualnnqne  (*)  non  siano  in  nno  stesso 
piano,  determinano  una  figura  che  si  dice  angoUide 
{angolo  solido). 

I  raggi,  che  determinano  un  angoloide,  si  dicono 
gli  spigoli  o  le  co9tole  dell'  angoloide ;  il  loro  punto 
comune  si  chiama  il  vertice  dell'angoloide. 

Gli  angoli  convessij  che  hanno  per  lati  due  spi- 
goli  consecutivi,  si  dicono  le  facce  dell'angoloide. 

La  superficie  di  un  angoloide  k  quella  composta 
dalle  sue  facce. 

Secondo  che  il  numero  deUe  facce  (che  e  pur 
quelle  degli  spigoli)  &  3,  4,  5...,  1' angoloide  vien 
chiamato  angoloide  triedro^  tetraedro^  pentaedro . . . 

Un  angoloide  triedro  si  suol  dire  triedro^  sen- 
z'  altro. 

Per  indicare  un  angoloide  si  nominano  con  let- 
tere  il  vertice  e  poi  un  punto  per  ciascuno  spigolo, 
prendendo  questi  punti  nell'ordine  stesso  in  cui  si  se- 
guono  gli  spigoli.  Scrivendo,  chiuderemo  tra  paren- 
tesi  la  lettera  che  accenna  il  vertice  dell'  angoloide. 
Cosi,  ad  es.,  la  scrittura  {V)ABCDE  accenna  V an- 
goloide pentaedro,  che  ha  il  vertice  in  F,  di  cui  VA^ 

(*)  Si  considerano  come  consecutivi  anche  I'altimo  ed  ii 
primo. 
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VB,  VCj  VDy  VE  sono  gli  spigoli  suocessivi,  ed 
A{V)B,  B{V)Cj  C{V)D,  D{V)Ej   E{V)A 
sono  le  facce,  prese  consecutivamente. 

•!••  ITn  angoloide  si  dice  convesso,  se  il  piano  di 
ciascnna  faccia  lascia  I'angoloide  tatto  da  una  stessa 
banda ;  altrimenti  si  dice  coneavo. 

Per  ottenere  un  angoloide  convesso,  basta  pren- 
dere  on  punto  faori  del  piano  di  un  poligono  conves- 
80,  e,  tirati  da  quel  punto  dei  raggi  a  tutti  i  vertici 
del  poligono,  considerare  gli  angoli  convessi  com- 
presi  da  ciascuna  coppia  di  raggi  passanti  per  due 
vertici  consecutivi  del  poligono.  Questo  poligono  ( ed 
ogni  altro  che  si  ottenga  con  un  piano,  cbe  tagli 
tutte  1^  facce  dell'angoloide  )  si  dice  sezione  delV  an^ 
goloide. 

•IS.  In  un  angoloide  convesso  si  dicono  diedri 
dell'  angoloide  i  diedri  convessi  ciascuno  dei  quali  6 
compreso  da  due  facce  consecutive ;  codeste  facce  si 
dicono  adiacenti  al  diedro.  Ciascuno  di  tali  diedri  & 
minore  di  un  diedro  piatto. 

Nel  seguito,  parlando  di  angoloidi,  intenderemo 
sempre  che  siano  convessi. 

La  superficie  di  un  angoloide  convesso  divide 
lo  spazio  in  due  regioni  iUimitate.  I  prolungamenti 
degli  spigoli  cadono  tutti  in  una  stessa  di  queste  re- 
gioni [48, 8^].  Ogni  punto  di  questa  regione  si  dice 
esterno  all'angoloide ;  ogni  punto  dell'altra  6  interno. 

Propriety  di  ogni  angoloide. 

M4.  Tear.  Ciascuna  faccia  di  un  angoloide  i 
minore  delta  somma  delle  altre. 

Dim*  1^.  Consideriamo  dapprima  il  caso  in  cui 
Tangoloide  i  triedro.  il  evidente  che  basta  provare 
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che  il  teorema  sussiste  anohe  per  una  faccia,  la  quale 
super!  ciascuna  delle  altre  due. 

Sia  adunque  un  triedro  ( F)  -4  B  (7,  e  supponiamo 
che  in  esso  la  faccia  A{V)B  sia 
maggiore  di  ciascuna  delle  altre 
due. 

Dall'angolo maggiore  AVBsi 
tagli  I'angolo  EVB  eguale  al  mi- 
nore  CVB.  Poi,  uniti  due  punti 
Aj  Bj  presi  ad  arbitrio  sui  raggi 
VA,  VB,  e  fatto  [61]  VC=  VE,  sitirino  CA.CB. 

Intanto,  poiche  nei  triangoli  BVEj  BVC  due 
lati  e  rangolo  compreso  sono  rispettivamente  ugua- 
li,  &  anche  BE  ^  BC.  Ma  nel  triangolo  ABC 
A  [144] :  BC  +  CA>  BE  +  EA. 
Per  conseguenza  &  anche  CA>  EA .  Ed  era,  dacch^ 
i  triangoli  VA  C,  VA  E  hanno  il  lato  VA  comune, 
uguali  i  lati  FC,  FjE?,  e  il  terzo  lato  CA  del  pri- 
me 6  maggiore  di  EA,  6  (150)  A{V)C  >  A{V)E. 
Aggiungendo  rispettivamente  a  questi  angoli  disu- 
guali  gli  angoli  eguali  C  VB,  E  VB,  si  ottiene  ap- 
punto:  A{V)C+C{V)B>  A(V)B. 

2^.  Passiamo  a  considerare  un 
angoloide  qualunque,  ad  es.  Tan- 
goloide  pentaedro  (V) ABODE, 
e  proponiamoci  di  provare  che  la 
faccia  A{V)Bi  minore  della  som- 
ma  delle  altre  quattro. 

Imaginiamo  tirato  il  piano  che 
passa  per  gli  spigoli  VA,  VC,  e 
quelle  che  passa  per  gli  spigoli  VA,  VD]  cosi  I'an- 
goloide  date  resta  diviso  nei  triedri : 

{V)ABC,    {V)ACD,    {V)ADE. 
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Intanto  nel  triedro  {V)ABC^: 

A{V)B<B{V)C  +  A(V)C. 

Ma  nel  triedro  (V)ACD  6: 

A{V)C  <  C{V) D  +  A{V)  D) 

quindi,  a  maggior  ragione,  & : 

A{V)B<B{V)C+C{V)D  +  A{y)D. 

Nel  triedro  (F)  ADE  si  ha: 

A{V)D<D{V)E  ^  E{V)A] 

qnindi  infine,  a  maggior  ragione,  e : 

A{V)B<B{V)C-^C{V)D^D{V)E  +  E{V)A. 

ttM*  Teor.  La  somma  delle  facce  di  un  angoloi- 
de  convesso  i  minore  di  quattro  retti. 

Dim.  1^.  Consideriamo  dap- 
prima  un  triedro  {V)ABC. 

Prolungando  lo  spigolo  A  V 
in  A'y  si  ottiene  il  triedro 
{V)A'BCj  nel  quale  [614]  6: 

B{V)C<A'{V)C'{-A'{V)B. 

Aggiungendo  ai  due  membri 
della  disuguaglianza  gli  angoli 
C7F^,  5  F-4,  si  ottiene: 

B{V)C  +  C{V)  A  +  B  (V)  A  <  A'-  {V)C  + 
+  A'(V)B  +  C{V)A  +  B{V)A. 

Ma  ciascuna  delle  due  somme  i4'(F)C+C(F)-4ed 
A'{V)B  -|-  B{V)  Aj  perch^  composta  di  due  angoli 
adiacenti,  6  uguale  a  due  retti;  quindi  la  somma: 

B(V)C  +  C{V)A  +  B{V)A 

&  minore  di  quattro  retti,  c.  d.  d. 

2^.  Sia  ora  un  angoloide  qualunquei  ad  es.  1'  an- 
goloide  pentaedro  {V)ABCDE. 
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Sia  Firrintersezione  de'piani  [561]  delle  facce 
A  (F)  E,  ay) B  contigue  aUa  faccia  A{V)B.  (•). 

Osserviamo  intanto  oherangoloide  (F)  JSTCD^ha 
una  faccia  di  meno  che  il  dato,  e  che  la  somina  delle 
sue  facce  h  maggiore  della  somma  delle  facce  dell'an- 
goloide  dato,  perch^  nel  triedro  {V)HBA  &  [614]: 
B{V)H-\^H{V)A  >  B{V)A. 

Nel  modo  stesso  si  pu6  passare  dall'angoloide 
{V)EHCD  ad  un  nuovo  an- 
goloide,  nel  quale  il  numero 
delle  facce  sia  di  nuovo  di- 
minuito  di  una  uniti;  e  nel 
nuovo  angoloide  la  somma 
delle  facce  i  maggiore  che 
nell'ultimo.  Cosi  proseguen- 
do,  giungeremo  in  fine  ad  un 
triedro,  nel  quale  la  somma 
delle  facce  6  maggiore  che  in  qualunque  degli  ango- 
loidi  precedenti.  Ma  si  k  dimostrato  che  la  somma 
delle  facce  di  un  triedro  &  minore  di  quattio  retti;  al- 
trettanto,  a  maggior  ragione,  si  pu&  dire  della  som- 
ma delle  facce  dell' angoloide  {V)ABCDE. 

Cosi  si  h  provato  che  ece. 


Angoloidi  simmetrici. 


•!••  Sia  (F) -4 -BCD -B  un  angoloide  qualunque. 
Prolunghiamo  tutti  gli  spigoli,  e  consideriamo  Tango- 
loide  determinate  dai  prolungametLti. 

(*)  Questi  piani  si  segano,  perch^  hanno  il  panto  Fin  co- 
mune.  Dei  due  raggi,  in  cui  Pintersezione  h  divisa  dal  pnnto  F, 
bisogna  prendere  qaello  che,  rispetto  aUa  faccia  A{y)B^  sta 
da  quella  banda  dove  non  si  trova  I'angoloide. 
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I  due  angoloidi,  opposti  al  vertice,  hanno  intanto 
le  facce  rispettivamente  ngaali,  perohi  gli  angoli 
opposti  al  yeriice  sono  eguali.  Ed  anche  i  diedri  degli 
angoloidi  sono  egnali  rispettivamente,  perchi  due  die« 
dri  opposti  alio  spigolo  sono  egnali. 

E  possiamo  aggiungere  che  facce  corrispondenti 
ngaali  sono  contigue  a  facce  nguali ;  e  che  diedri  cor* 
rispondenti  egnali  sono  compresi  da  facce  ngnali. 

Eppnre  i  due  angoloidi,  in 
generskle,  non  sono  egnali ;  e  in* 
fatti,  come  ora  vedremo,  non  si 
pn6  ottenere  che  divenganocoin* 
cidenti. 

Ed  invero,  se  mai  la  coin- 
cidenza  h  possibile,  qnesta  deve 
aver  luogo  qnando  la  faccia 
A'{V)B'  coincida  con  la  faccia 
A{V)B.  Per  il  nostro  intento, 
ci  giova  imaginare  che  I'angolo 
A  {V)B'  vada  a  sovrapporsi  al- 
Tangolo  A{V)Bj  una  volta  com- 
piendo,  nel  piano  comnne,  mezza  rotazione  intomo  al 
vertice  F;  nn'altra  compiendo  mezza  rotazione  in- 
tomo alia  retta  che  dimezza  gli  angoli  AVB',  A'VB. 
Nel  prime  caso  i  due  triedri^  che  prima  del  mo- 
vimento  giacciono  da  bande  opposte  del  piano  delle 
facce  A'VB'j  AVBj  si  mantengono  tali  durante  il 
movimento,  epper6  a  moto  compiuto  non  hanno  in 
comune  altro  che  le  faccie  diventate  coincidenti. 

Nel  secondo  caso,  a  moto  compiuto,  i  due  ango- 
loidi  cadono  dalla  stessa  banda  della  faccia  comune ; 
ma,  poichd  lo  spigolo  VA'^  venuto  a  coincidere  con 
VBj  e  i  diedri  degli  angoloidi  che  hanno  codesti  spi- 
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goli  in  generale  non  sono  egnali,  la  faccia  A'  (V)E' 
e  la  faccia  S(F)(7giacciono  in  piani  distinti. 

Cosi  possiamo  conchindere  che  i  due  angoloidi 
non  sono  egnali. 

•19.  Imaginiamo  che  due  osservatori  si  trovino 
nell'intemo  dei  due  angoloidi  opposti  al  vertice  con- 
siderati  nel  paragrafo  precedente,  co'  piedi  nei  verti- 
ci,  e  che  siano  rivolti  rispettivamente  verso  due  facce 
opposte  al  vertice,  ad  es.  verso  le  facce  A(V)Bj 
A'{V)B'.  Imaginiamo  poi'che  la  retta  AVA\  ro- 
tando  intomo  a  V,  percorra  le  superficie  dei  due  an- 
goloidi, cominciando  a  descrivere  le  facce  conside- 
rate. E  facile  riconoscere  che,  mentre  Tosservatore 
posto  nel  triedro  superiore  vede  la  retta  mobile  pas- 
sare  dinanzi  a  se  con  movimento  diretto  dalla  sua 
destra  alia  sua  sinistra,  per  I'altro  osservatore  il  mo- 
vimento del  raggio  che  descrive  la  faccia  A{y)B  k 
diretto  dalla  sinistra  alia  destra.  Gli  elementi  dei  due 
angoloidi  sono  adunque  ordinatamente  (*)  uguaL',  ma 
non  sono  similmente  disposti. 

Triedri  supplementari. 

•18.  liemma  i^.  Se  un  angolo  ha  il  vertice  «o- 
pra  un  piano,  se  un  sua  lato  i  perpendicolare  al 
piano,  e  tutti  e  due  i  lati  cadono  da  una  stessa  banda 
del  piano,  Vangolo  i  acuio.  Reciprocamente :  se  un 
angolo  acuto  ha  il  vertice  sopra  un  piano,  e  un  lato  i 
perpendicolare  al  piano,  i  due  lati  giacciono  da  una 
stessa  banda  del  piano. 

mm.  Sia  un  piano  a,  e  un  angolo  BAC  abbia 

(*)  Cio&,  a  facce  consecutive  deirnno  corrispondono  facce 
consecutive  dell'altro ;  e  diedrl  corrispondenti  sono  compresi 
da  facce  corrispondenti. 
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il  vertice  A  sul  piano,  il  lato  A  B  sia  perpendicolare 
al  piano,  ed  ambidoe  1  lati  cadano  da  una  stessa 
banda  del  piano.  Dico  che  Tangolo  BAC k  acnto. 

Infatti,  se  AD  ^  I'intersezione  del  piano  dell'  an- 
golo  col  piano  a,  poich6  AB  h  perpendicolare  a  qne- 

sto  piano,  Tangolo  BAD^  ret- 
to.  Per  conseguenza  B{A)C, 
che  6  parte  di  JB  (-4 )  Z>,  6  acuto. 
Invece,  se  A  Bed  AC  gia- 
cessero  da  bande  opposte  del 
piano,  allora  B{A)D  sarebbe 
parte  di  B{A)C^  epper6  que- 
st'angolo  sarebbe  ottuso. 

Perci6,  dall'ipotesi  che  AB  sia  perpendicolare 
al  piano^  e  che  B{A)C  sia  acuto,  si  pu6  conchindere 
che  i  due  lati  AB,  AC  cadono  necessariamente  da 
una  stessa  banda  del  piano. 

•!••  liemma  9^.  Se  per  un  punto  dello  spigolo 
di  un  diedro  si  tirano  due  raggi  rispettivamente  per- 
pendicolari  alle  facce,  e  in  modo  che  ciascuno  cada, 
rispetto  alia  faccia  alia  quale  i  perpendicolare,  dalla 
stessa  banda  che  Valtra  faccia,  Vangolo  dei  due  raggi 
i  supplementare  della  sezione  normale  del  diedro, 

Dim*  Sia  un  die- 
dro ABCD;  dinotia- 
mo  le  facce  con  a  e  fi. 
Per  un  punto  C 
qualsivoglia  dello  spi- 
golo si  tiri  il  raggio 
C  jB  perpendicolarmen- 
te  alia  faccia  a,  e  in 
maniera  che  il  raggio  e  la  faccia  /3  cadano  da  una 
stessa  banda  della  faccia  a.  Poi,  di  nuovo  per  il  punto 
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C,  si  condaca  il  raggio  CF  perpendicolarmente  alia 
faccia  ^,  e  da  quella  banda  di  questa  faccia  dove  si 
trova  la  faccia  a. 

Poichi  i  due  raggi  CE  e  CF  sono  perpendicolari 
ambidae  alio  spigolo  jB(7,  anohe  il  loro  piano  h  per- 
pendicolare  a  codesto  spigolo.  Epper6,  se  CAe  CD 
sono  le  intersezioni  di  codesto  piano  con  le  facce  a 
e  fij  I'angolo  DCA  elek  sezione  normale  del  diedro. 
Dico  che  gli  angoli  ECF,  DC  A  sono  sapplementari. 
Intanto,  poichd  i  raggi  CE^  CFy  come  perpen- 
dicolari rispettivamente  alle  facce  a,  ^,  sono  [565] 
perpendicolari  ai  lati  CA^  CD^  abbiamo: 

eIC)A  +  D{C)F=  2R. 
Da  qaesta  egaaglianza,  per  nn  caso  e  per  Taltro,  si 
ricava  facilmente : 

E{C)F  +  D{C)A  =  2R. 
€ltO«  Teor«  Se  per  il  vertice  di  un  triedro  si  ti" 
ratio  tre  raggi  rispettivamente  perpendicolari  alle  fac^ 
ce,  e  in  modo  che  ciascuno  di  essi,  rispetto  alia  faccia 
jalla  quale  i  perpendicolare,  cada  dalla  stessa  banda 
dove  i  lo  spigolo  opposto  alia  fascia  stessa^  le  tre  per^ 
pendicolari  determinano  un  secondo  triedro,  che  i  reci^ 
proco  del  primo^  tale  cioi  che  il  primo  si  pud  derivare 
dal  secondo,  come  questo  da  quello,  Ele  facce  di  cictscun 
triedro  sono  rispettivamente  sup- 
plementari  delle  sezioni  normali 
dei  diedri  delValtro  triedro. 

BIm.  Sia il  triedro {V)ABC. 
Per  V  si  tiri  il  raggio  VA\ 
perpendicolarmente  alia  faccia 
JB(r)C,einguisache  F^e  VA' 
cadano  da  una  stessa  banda  della 
faccia  stessa.  Analogamente  si 


VA 
VA' 


VB 
VB' 


VC 
VC 
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tirino  gli  altri  due  raggi  VB',  VC\  Ora  si  tratta  di 
provare  che  •  il  raggio  VA  &  perpendicolare  alia  fac- 
cia  B'{V)C\  e  che  rispetto  a  qnesta  faccia  esso  i 
situato  dalla  stessa  banda  che  il  raggio  VA\  Ed 
analogamente  per  gli  altri  due  raggi  VB,  VC. 

Intanto,  poichd  VB '  ^  perpendicolare  alia  fac- 
cia A{V)C,  esso  6  perpendicolare  [565]  s,  VAj  ep- 
per6  VA  &  perpendicolare  a  VB'  (*).  E  perch^  FC" 
h  perpendicolare  alia  faccia  A{V)Bj  esso  d  perpen- 
dicolare [565]  a  VA,  epperi  VA  &  perpendicolare  a 
VC.  n  raggio  VA  e  dunque  perpendicolare  alle 
rette  VB',  VC,  epper6  [566]  al  loro  piano. 

D'altra  parte,  perch^  il  raggio  VA'  fa  tirato 
perpendicolarmente  al  piano  BVC,  e  rispetto  a  qne- 
sto  dalla  stessa  banda  del  raggio  VA ,  Tangolo  A  VA' 
d  [618]  acuto.  Ne  segue  [618]  che,  inversamente,  il 
raggio  VA,  perpendicolare  alia  faccia -B'(F)  (7',  ed 
il  raggio  VA'  giacciono  da  una  stessa  banda  della 
faccia -B'(7)(7'. 

H  ragionamento  stesso  si  puo  ripetere  per  i  due 
raggi  VB,  VC',  epper6  resta  provato  che  il  triedro 
(V)ABC  si  pu5  derivare  dal  triedro  {V)A'B'C', 
come  si  h  derivato  questo  dal  prime. 

Ci  resta  da  provare  che  una  faccia  qualsiasi  di 
uno  dei  triedri  e  la  sezione  normale  del  diedro  corri- 
spondente  nell'altro  triedro  sono  supplementari.  Per- 
ci6  consideriamo,  ad  es.,  la  faccia  A  VB  e  il  diedro 
A'VC'B'. 

n  raggio  VA  i  perpendicolare  in  V  (punto  dello 
spigolo  VC  del  diedro)  alia  faccia  JS'(F)  C",  e  ri- 

(*)  Giova  forae,  in  questa  dimostrazione,  tener  d'occhioi 
inyece  della  figara,  il  qaadro  sottopostOi  formato  con  le  no- 
tazioni  de'  sei  spigoli. 
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epetto  a  questa  faccia  h  situato  dalla  stessa  banda 
che  I'altra  faccia  del  diedro  stesso.  Infatti  V  A  e  VA\ 
raggio  posto  nella  faccia  A^(y)C\  staimo  da  una  stessa 
banda  rispetto  alia  faccia  jB'(F)(7'. 

Similmente  si  prova  che  il  raggio  Y  B  k  perpen- 
dicolare  alia  faccia -4 '( F )  C",  e  che  rispetto  a  que- 
sta h  situato  dalla  stessa  banda  in  cui  si  trova  I'altra 
faccia  del  diedro. 

Conchiudiamo  [619]  che  Tangolo -4  F-B  e  la  sezio- 
ne  normale  del  diedro  A'VC'B'  sono  supplementari. 

E.esta  dunque  dimostrato  che  ecc. 

•91  •  Per  la  relazione  che  passa  tra  le  facce  e  le 
sezioni  normali  dei  diedri  di  due  triedri  derivati 
I'uno  dall'altro  nella  maniera  accennata  dal  prece- 
dente  teorema,  i  triedri  si  dicono  supplementari, 

Relazioni  tra  gli  elementi  di  due  triedri. 

•!••  Teor.  Due  triedri,  se  hanno  due  facce  e 
il  diedro  compreso  rispettivamente  uguali,  hanno 
eguali  rispettivamente  anche  gli  altri  elementi.  E  se 
gli  elementi  contemplati  nelVipotesi  sono  anche  simil- 
mente disposti^  allora  anche  i  triedri  sono  eguali  tra 
loro;  altrimenti  ciascuno  i  uguale  alVopposto  al  ver- 
tice  delValtro. 

lllm.   Nei  due  triedri  {V)ABC,  {V')A'B'C' 

sia  A{V)B  =  A'{V')B',  B{V)C  =  B*{V')C'  ed 

A{VB)C  =  A'{V'B')C\ 

Dico  che  anche  gli  altri  elementi  sono  rispettiva- 
mente uguali^  e  che,  poichS  nel  caso  nostro  gli  ele- 
menti considerati  sono  anche  similmente  disposti, 
anche  i  due  triedri  sono  eguali  tra  loro. 
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A  tal  fine  si  imagini  di  trasportare  il  triedro  (V) 
in  mode  che  il  vertice  Fcada  in  F',  che  lo  spigolo 

VB  Bi  disponga  sullo 
spigolo  V'B'^e  il  piano 
BVAQxA^ieinoB'V'A'. 

PoicliA  6: 
B(V)A  =  B'{V')A'j 
lo  spigolo  VA  cade  sul- 
lo spigolo  VA'.  Per 
Teguaglianza  dei  due  diedri  AVBC^  A'V'B'C,  il 
piano  BVC  coincide  col  piano  B'V'C.  Infine,  es- 
sendo  £(F)C  =  £'(F')C',  il  terzo  spigolo  FCcade 
sullo  spigolo  V'C.  Cosi  k  provata  la  coincidenza 
delle  due  figure,  epper6  Teguaglianzarispettiva  di  tutti 
gli  elementi  delle  due  figure  e  delle  figure  stesse. 

Ma  quando  gli  elementi  dati  si  succedono  in  un 
triedro  in  sense  opposto  che  nelPaltro,  ciascun  trie- 
dro 6  uguale  [616, 622]  aU'opposto  al  vertice  delFal- 
tro.  Pertanto  anche  in  questo  caso  i  rimanenti  ele« 
menti  dei  due  triedri  sono  rispettivamente  uguali; 
ma  i  due  triedri  non  sono  eguali. 

e^ra.  Teor.  Due  triedri,  se  hanno  una  faccia  e  i 
diedri  adiacenti  rispettivamente  uguali,  hanno  eguali 
anche  gli  altri  elementi.  E  se  gli  elementi  contemplati 
nelVipotesi  sono  anche  similmente  disposti,  allora  an- 
che i  triedri  sono  eguali  ;  altrimenti  ciascuno  i  uguale 
alVopposto  al  vertice  delValtro. 

Dim.  Siano  due  triedri  (F)  e  (F').  Dinotiamo 
con  A^  B^Ci  diedri  del  prime,  e  con  a^h^  c  rispetti- 
vamente le  facce  opposte.  Similmente  A',  B\  C\ 
a',  6',  c'  dinotino  gli  elementi  del  triedro  (F').  E 
sia  a  ^  a',  jB  ^  J3'  e  C  ^  C\  Dico  che  anche 
gli  altri  elementi  sono  rispettivamente  uguali. 
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A  tal  fine  consideriamo  i  triedri  supple mentari 
del  dati.  Poiohe  i  triedri  (V)  e  (V)  hanno  una  fao- 
cia  e  i  diedri  adiacenti  rispettivamente  uguali,  ne'  trie- 
dri supplementari  sono  eguali  rispettivamente  due 
facce  e  il  diedro  compreso.  Per  conseguenza  tutti  gli 
elementi  dei  triedri  supplementari  sono  rispettiva- 
mente uguali  [622].  Epper6  anche  i  triedri  (V)  e  (V) 
hanno  tutti  gli  elementi  rispettivamente  uguali  (*)• 

Se  nei  triedri  dati  gli  elementi  contemplati  nel* 
ripotesi  sono  similmente  disposti,  anche  i  triedri  sono 
eguaU.  Nel  caso  contrario  ciascun  triedro  &  uguale 
all'opposto  al  vertice  dell'altro. 

••4«  Te«r«  Due  triedri^  se  hanno  le  facce  rispet" 
tivamente  uguali^  hanno  anche  i  diedri  rispettivor 
tnente  uguali,  E  se  le 
facce  sono  anche  simil- 
mente  disposte,  allora 
anche  i  triedri  sono 
eguali;  altrimenti  cia- 
scuno  i  uguale  all'oppo- 
sto  al  vertice  delValtro. 

Bim.  Nei  due  triedri  {V)ABC,  {V')A'B'C' 
le  facce  siano  rispettivamente  uguali;  sia  ciod: 

A{V)B  =  A'(V')B',    B{V)C  =  B'{V')C' 
^  C{V)A  =  C'{V')A'.  Manifestamente  basta  pro- 
vare  che  due  diedri  compresi  da  facce  uguali  sono 
eguali.  Proponiamoci,  ad  es.,  di  provare  che  6 : 

C{VA)B  =  C'{V'A')B\ 

(*)  Questo  teorexna,  nel  primo  caso,  si  pa6  dimostrare 
facilmente,  imaginando  di  far  coincidere  una  figura  con  Tal- 
tra.  Nella  soelta  della  dimostrazione  abbiamo  imitato  Euclidb 
il  quale,  quando  pu6  o  sa  farlo,  schiva  di  ricorrere  airartificio 
della  Bovrapposizione. 
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Caso  V.  Sapponiamo  che  le  facce,  che  compren- 
dono  i  due  diedri  dei  quali  si  deve  provare  I'egna- 
glianza,  siano  angoli  acuti. 

Sugli  spigoli  VB^  F(7  di  uno  deitriedri  si  pren- 
dano  ad  arbitrio  duo  punti  i>  ed  £,  e  si  calino  [119] 
da  qnesti  le  perpendicolari  DF^  EH  svl  terzo  spi- 
golo  VA .  Poi  dal  punto  H  ( poichS  &  il  piede  della 
perpendicolare  jB^qnello,  che  e  venuto  acadere  tra 
il  vertice  del  triedro  e  il  piede  dell'  altra  perpendi- 
colare) si  tiri,  nel  piano  BVAy  la  HK  perpendico- 
lare  alia  retta  VA.  Qaeirta,  poich6  entra  per  H  nel 
triangolo  FVD,e  non  pn6  [245 J  incontrare  la  retta 
FDj  incontra  necessariamente  [173]  il  lato  VD]  sia 
K  il  pnnto  d'incontro  (*). 

Ci6  fatto,  sugli  spigoli  dell'  altro  triedro  si  pren- 
dano  i  segmenti  V'E',  V'K\  V'W  eguaU  rispetti- 
vamente  ai  segmenti  VE^  VK,  VH^eai  tirino  EK^ 
E'K\E'H',K'H\ 

Se  confrontiamo  i  triangoli  E  VH^  E'V'H\  tro- 
viamo  che  hanno  E{V)H  ^  E\V*)H'  per  ipote- 
si,  ed  eguali  per  costruzione  i  lati  che  comprendono  i 
due  angoli ;  quindi  e  anche : 

EH=E'W  e  V{H)E=  V'{H')E\ 
Ma  V(H)E  6  retto,  tale  6  quindi  V'{W)E' 

Similmente,  confrontando  i  triangoli  HVKj 
H'V'K'^  si  viene  alia  conchiusione  che  6  HK^  H'K\ 
e  V{H)K=  V\H')K\  Ma  F(ir)^e  retto  per  co- 
struzione; quindi  V  {H')K^  h  retto. 

Si  osservino  ora  i  triangoli  EVK^  E'V'K\  In 
questi  e  E {V) K  =:  E\V') K'  per  ipotesi,  e  per  co- 

(*)  Con  qaesto  artificio  si  schiva  11  postnlato  della  pa- 
rallela,  al  quale  non  si  k  mai  fatto  ricorso  nei  tre  primi  capi* 
toll  della  Stereometria, 
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fitruzione  ^VK=V'K'e  VE=  V'E\  Per  conse- 
guenza  e  anche  EK^  E'K'. 

Infine,  se  confrontiamo  i  triangoli  E  HK,  E*WK'^ 
troviamo  che  hanno  i  lati  rispettivamente  ngnali. 
Pertanto  gli  angoli  EHK^  E'H'K'  sono  egnali.  Ma 
quest!  angoli  sono  sezioni  normali  del  diedri  C  VA  B^ 
C'V'A'B'\  i  due  diedri  sono  [595]  dunque  uguali, 
eppero  [622]  ecc. 

Caso  2^.  La  dimostrazione  preoedente  suppone 
che  due  facce  almeno  di  un  triedro,  epper6  anche  le 
corrispondenti  nell'altro,  siano  angoli  acuti.  Passiamo 
a  considerare  il  caso  nel  quale  due  facce  ( od  anche 
tutte  e  tre)  di  un  triedro,  epper6  anche  le  corrispon- 
denti nell'altro,  sono  angoli  o  retti,  od  ottusi. 


Partendo  dai  vertici,  si  prendano  sugli  spigoli  del 
triedri  dei  segmenti  VD,  VE,  VF,  7'i)',  V'E', 
V'F'  tutti  eguali  tra  loro,  e  si  compiano  i  triangoli 
DEF.D'E'F'. 

Poich6  i  due  triedri  (F)  e  (F')  hanno  le  facce 
ordinatamente  uguali,  i  sei  triangoli  isosceli,  tagliati 
via  dalle  facce  de'  triedri,  hanno  eguali  ordinatamente 
[149]  le  basi  e  gli  angoli  alle  basi.  Cosi  e: 

I){F)  V=  D'{F')V'  ed  E{F)V=E'{F')  V. 
Sono  poi  eguali  anche  gU  angoli  EFD,  E'F'D\  come 
angoli  corrispondenti  di  triangoli  i  cui  lati  sono  rispet- 
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tivamente  uguali.  I  due  triedri  (F)  DEV,{F')  D'E'  V 
hanno  adunque  facce  rispettivamente  uguali.  Inoltre 
letACce  DiF)V,E{F)V,  D' {F')V',E'{F')V' sono 
angoli  acuti,  perchS  [^^^j  &^goli  alia  base  di  trian- 
goli  isosceli.  Per  quest!  due  triedri  vale  adunque 
la  precedente  dimostrazione,  epper6  quei  loro  diedri 
che  hanno  per  ispiiroli  le  rette  VC.  V^C  sono  emiali. 
Ma  codesti  diedri  son  diedri  compresi  da  faoce  ^ 
ne'  due  triedri  dati ;  quindi  [622]  ecc. 

Quando  le  facce  dei  due  triedri  sono  rispettiva- 
mente uguali;  e  inoltre  similmente  disposte,  allora 
ancbe  i  triedri  sono  eguali;  altrimenti  ciascuno  ^ 
uguale  all'  opposto  al  vertice  dell'altro. 

Besta  dunque  provato  che,  se  ecc. 

••ft*  Teor.  Due  triedri,  se  hanno  i  diedri  rispet- 
tivamente  uguali,  hanno  anche  le  facce  rispettivamente 
uguali.  E  se  i  diedri  sono  anche  similmente  disposti, 
allora  anche  i  triedri  sono  eguali;  altrimenti  ciascuno 
i  uguale  alVopposto  al  vertice  delValtro. 

Dim.  Due  triedri  (V),  {V)  abbiano  i  diedri  ri- 
spettivamente uguali.  Proveremo  che  anche  le  facce 
sono  eguali,  ciascuna  a  ciascuna. 

A  tal  fine  si  considerino  i  triedri  supplementari 
dei  dati.  Poich^  le  facce  di  questi  sono  rispettiva- 
mente supplementari  delle  sezioni  normali  dei  diedri 
dei  triedri  dati,  ed  in  questi  i  diedri  sono  eguali  cia- 
scuno a  ciascuno,  nei  triedri  supplementari  le  facce 
sono  eguali  ordinatamente,  e  per  conseguenza  [624] 
sono  eguali  rispettivamente  anche  i  diedri. 

Ma  le  facce  dei  triedri  dati  sono  supplementari 
rispettivamente  delle  sezioni  normali  dei  diedri  dei 
loro  supplementari.  E  poich^  s'  ^  dimostrato  che  que- 
sti diedri  sono  eguali  ciascuno  a  ciascuno,  si  con- 

87 
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chiude  che  sono  egaali  rispettivamente  ancbe  le  facce 
dei  triedri  dati. 

Se  poi  i  diedri  ne'  triedri  dati,  oltre  che  ngaali 
rispettivamente,  sono' anche  similmente  disposti,  al- 
trettanto  si  pa6  dire  delle  facce;  epper6  in  tal  caso 
anche  i  triedri  sono  egaali.  Nel  caso  contrario  i  triedri 
non  sono  egaali;  ciascano  i  agaale  all'opposto  al 
vertice  dell'altro. 

# 

Probiemi. 

••••  Probl«  Costruire  un  triedro,  le  cut  facce 
siano  eguali  rispettivamente  a  tre  angoli  dati,  tali  che 
la  loro  somma  sia  minore  di  quattro  retti,  e  che  cior- 
scuno  sia  minore  della  somma  degli  altri  due. 

Illsol.  In  ono  stesso  piano  si  dispongano  conse- 
cativamente  tre  angoli  AOB,  BOC^  COD^  egaali 
rispettivamente  agli  angoli  dati.  Poi,  con  centre  0  e 
raggio  arbitrario  si  descriva  on  cercliio;  e  siano  A^ 
Bj  C,  2>  i  panti  nei  qaali  esso  taglia  i  lati  degli  an- 
goli. PoichS  la  somma  dei  tre  angoli,  che  si  son  post! 
consecutivamente  intomo  ad  0,  d  minore  di  qaattro 
retti,  V arco  ABCD  h  minore 
dell'intero  cerchio.  E  perch^ 
ciascano  degli  angoli  dati  h 
minore  della  somma  degli  al- 
tri dae,  ciascano  degli  archi 
AB,BC,CD^  [199]  minore 
della  somma  degli  altri  dae; 
egli  e  adanqae : 

(1)  arco  AB  <  arcojBCZ), 

(2)  arco  BC  <.  arco  AB  -]-  arco  CD, 

(3)  arco  CD  <  arco  ABC. 
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Dai  punti  Ae  D  bi  tirino  le  corde  AE,  DjP  ri- 
spettivamente  perpendicolari  ai  raggi  OBjOC.  Cosi, 
essendo  arco  BE^  arco  AB,  ed  arco  FC^  arco 
C/),  per  le  disngaaglianze  (1)  e  (3^  ^  pure:  arco 
BE  <  arco  BCD^ed  arco  FC  <  arco  ABC.  Que- 
ste  disuguaglianze  provano  che  il  pnnto  E  cade  ne- 
cessariaxnente  stdl'aroo  BCDj  e  H  pnnto  jPsnll'arco 
ABC. 

Prendiamo  ora  la  disnguaglianza  (2),  ed  aggiun- 
giamo  a' suoi  membri I'arco  AB  e  Tarco  CD.  Ci  ri- 
snlta: 

SLTCoABCD  <  2 arco  AB  -{-  2 arco  CD, 
ossia : 

arco  ABCD  <  arco  ^-B  -{-  arco  -Fi). 

« 

Sottraendo  dai  due  membri  I'arco  FDj  otteniamo: 

arco -4  i^  <   arco -4^. 
Questa  disnguaglianza  prova  cbe  il  punto  F  cade  ne- 
cessariamente  sull'arco  AE,  e  fra  i  termini  di  questo 
arco. 

I  quattro  punti  AjF,E,D  sull'arco  AD,  minore 
di  un  cerchio,  sono  adunque  schierati  necessaria- 
mente  nell'  ordine  in  cui  li  vediamo  nella  nostra  fi- 
gura;  epper6  le  corde  AE,  DFsi  tagliano  necessa- 
riamente  (senza  che  occorra  prolungarle)  nelFinterno 
del  cerchio.  Diciamo  H  il  punto  d'intersezione. 

Ed  ora  si  tiri  OH,  e  poi  per  H  la  perpendicolare 
al  piano  della  figura,  e  infine  si  tagli  questa  perpen- 
dicolare, sia  nel  punto  K,  con  un  cerchio  descritto  nel 
piano  OHK  con  centre  0  e  raggio  OA.  L'interse- 
zione  ha  luogo,  perchd  il  raggio  6  maggiore  di  OH^ 
distanza  della  retta  HK  dal  centre  [203]. 

Infine  si  tiri  il  raggio  OK.  II  triedro  {0)BCK 
&  il  triedro  domandato. 
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Dim.  Intanto  la  faccia  B{0)C  h  uno  degli  an- 
goli  dati.  Sta  dunque  a  provare  ohe  6  B{0)K^ 
A{0)B  e  C{0)K=C(0)D. 

A  tal  fine,  tirati  i  segmenti  KMjKNy  si  confron- 
tino  i  triangoli  KMO  ed  AMO\  troviamo  OM  co- 
mnne,  Oil  ^  O-ff,  ed  eguali  gli  angoli  OMA,  OMK, 
perchS  retti  ambidue;  il  primo  per  costruzione;  il  se- 
condo,  perch&  KH  h  perpendicolare  al  piano,  ei  HM 
^  perpendicolare  alia retta  OB  posta  nel  piano  [573]. 
Pertanto  *  [155]  B{0)K=A{0)B. 

Nello  stesso  modo,  considerando  i  triangoli  K  0  Kj 
2)0-^,  si  provaessere  (7(0)  ^=C(0)/).Ecosiresta 
dimostrato  che  le  facce  del  triedro  (0)  BCK  bouo 
eguali  rispettivamente  agli  angoli  dati. 

Prolungando  gli  spigoli  del  triedro  {0)BCK,  si 
ottiene  una  seconda  soluzione  del  problema.  Qaesta 
si  sarebbe  ottenuta,  considerando  la  seconda  interse- 
zione  fatta  nella  retta  HK  da,  quel  cerchio  di  centre  O 
e  raggio  OAy  che  abbiamo  descritto  nel  piano  OKU. 

••9.  Omm»  Le  condizioni,  poste  nel  precedente 
problema  agli  angoli  dati,  sono  necesaarie,  perchS 
il  triedro  si  possa  costruire.  Esse  infatti  sono  so- 
disfatte  [615,  614]  da  ogni  triedro.  La  costruzione 
precedente  prova  che  quelle  condizioni  sono  anche 
sufficienti,  peroh^  il  problema  ammetta  soluzione. 

••8.  IProbl.  Costruire  un  triedro,  i  cui  diedri 
siano  eguali  rispettivamente  a  tre  diedri  dati. 

RIflol*  Si  prendano  tre  angoli,  che  siano  rispet- 
tivamente supplementari  delle  sezioni  normali  del 
diedri  dati,  e  si  costruisca  [626]  un  triedro,  le  cui 
facce  siano  eguali  rispettivamente  ai  tre  angoli.  Co- 
struendo  poi  il  triedro  supplementare  [620]  del  trie- 
dro ottenuto,  risulta  il  triedro  domandato. 
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Dim.  Infatti,  poich^  le  sezioni  normali  del  die- 
dri'del  secondo  triedro  sono  supplementari  delle  facce 
dell'altrO;  esse  sono  eguali  rispettivamente  alle  se- 
zioni normali  dei  diedri  dati,  epp6r6  [595]  anche  i 
diedri  del  triedro  sono  egnali  rispettivamente  ai  die- 
dri dati. 

Prolongando  gli  spigoU  del  triedro  trovato,  si  ot- 
tiene  nel  nuovo  triedro  la  [625]  seconda  soluzione  del 
problema. 

•!••  Indicando  con  A,  B,  C  le  sezioni  normali 
dei  diedri  di  un  triedro  e  con  a',  6',  c'  le  facce  del 
triedro  snpplementare,  abbiamo  [620] : 
A  +  a'  =  2E,    B  +  b'  =  2R,    C  +  c'  =  222. 

1^.  Da  qneste  relazioni,  sommando,  si  ottiene : 
^A  -\-  B  -^  C)  +  (a'  +  b'  +  c')  =  622, 
dalla  quale,  percW  (a'  +  ^'  -f"  c')eminore  [615]  di 
4  22,  si  conchiade  che : 

La  somma  dei  diedri  d'un  triedro  qudlunque  i 
maggiore  di  due  retti  e  minore  di  sei. 

2^  Essendo: 

a'  <   6'  +  c', 
abbiamo : 

222  —  ^  <   222  —  5  +  222  —  (7, 
ossia : 

B  +  C  <  il  4-  222. 

Adunqne : 

In  un  triedro  ciascun  diedro,  aumentato  di  un 
diedro  piatto,  diventa  maggiore  della  somma  degli  aU 
tri  due. 

Cos!  abbiamo  trovato  le  condizioni  che  devono 
esser  sodisfatte  da  tre  diedri  dati,  perch^  si  possa  [627] 
con  essi  costruire  nn  triedro. 


CAPITOLO  XVIII 


PARALLELISHO  DI  RETTE  E  DI  PIANI 


Retta  e  piano  parallel!. 

•so*  Bispetto  alia  posizione,  che  una  retta  ed  an 
piano  possono  avere  relativamente  I'una  all'altro,  cd 
possono  distingaere  tre  casi. 

1^.  0  la  retta  e  il  piano  hanno  an  solo  panto'  co- 
mane.  [557]. 

2^.  0  la  retta  giace  nel  piano  per  intero.  [48, 1^]. 

3^.  O  la  retta  ed  il  piano  non  hanno  nessan  panto 
in  comane.  [608]. 

Una  retta  e  an  piano,  che  non  abbiano  nessan 
panto  comane,  si  dicono  paralleli. 

•St.  Tear*  Dati  eomunque  nello  spazio  una  retta 
ed  un  punto  che  non  sia  sulla  retta,  per  il  punto  si 
pud  eondurre  una  retta  par  allela  alia  data,  ed  una  sola. 

Blm.  Infatti  si  pao  [51]  condarre  an  piano  ed 
an  solo,  che  passi  per  il  panto  e  per  la  retta ;  e  in 
oodesto  piano,  per  il  panto,  si  pa6  condarre  ana  re&> 
ta  [246]  ed  ana  sola  [248],  che  non  incontri  la  retta 
data. 

•S9.  Tear*  Una  retta,  se  iparallela  ad  una  retta 
d'un  piano,  o  giace  in  questo  piano,  ovvero  i  par  allela 
al  piano. 

DIma*  Sia  an  piano  a,  e  in  esso  ana  retta  AB.'E 
sia  CD  an'altra  xetta  parallela  alia  A  B.  Dico  che  la 
(72),  o  giace  nel  piano  a,  o  non  ha  con  qaesto  piano 
nessan  panto  in  comane. 
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Intanto,  se  la  C7Z>  ha  col  piano  a  un  punto  in  co- 
mane,  allora  il  piano  a  e  il  piano  delle  parallele, 

avendo  in  comane  una  retta  e 
un  punto  fuori  di  essa,  coinci- 
dono  [51].  Per  conseguenza  in 
tal  caso.anche  la  (72>giace  nel 
piano  a. 

Ma  quando  la  retta  CD 
^  pass!  per  un   punto   che   sia 

Aiori  del  piano  a,  essa  non  pu6  aver  nessun  punto 
in  comune  con  questo  piano,  giacchi,  ove  un  punto 
oomune  ci  fosse,  si  conchiuderebbe  nuovamente  che 
la  retta  CD  giace  nel  piano,  e  ci6  contro  la  supposi- 
zione  che  essa  passi  per  un  punto  che  sia  fuori  del 
piano. 

Cos!  resta  dimostrato  che,  se  ecc. 
•S8*  Teor.  8e  una  retta  i  parallela  ad  un  pifmo, 
quahivoglia  altro  piano,  che  passi  per  la  retta  e  per  un 
punto  del  primo,  taglia  questo  piano  in  una  retta  par 
rallela  alia  data. 

Biin*  Sia  un  piano  a  e  una  retta  AB  2A  esso  pa- 
rallela. E  un  secondo  piano,  che  chiameremo  fi ,  passi 
per  la  retta  AB  ^  per  un  punto  C  del  piano  a.  Dico 
che  i  due  piani  a  e  /3  si  segano  in  una  retta  parallela 
alla^£. 

Intanto,  poich^  i  due  piani 
hanno  in  comune  il  punto  (7,  essi 
si  segano  [561]  in  una  retta  (727, 
che  passa  per  questo  punto.  Ma 
\db  AB  non  pu6  incontrare  la 
(72>,  perchd  altrimenti  essa  in- 
contrerebbeil  piano  a,  e  ci6  con- 
tro I'ipotesi  che  essa  sia  parallela  a  questo  piano.  In 
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conchiusione  le  rette  AB  e  CD  sono  in  uno  sfcesso 
piano  /J,  e  non  s'incontrano;  sono  dunque  parallele, 

c.  d.  d. 

•S4.  Teor.  Se  due  rette  sono  parallele,  e  un  piano 
ne  incontra  una,  esso  incontra  anche  Valtra. 

Him.  Siano  due  rette  parallele  -45,  CZ),  e  un 
piano  a  ne  incontri  una,  sia  la  ilB,  nel  punto  E,  Dico 
clie  il  piano  «  incontra  anche  la  CD. 

Intanto,  poich^  il  piano  a  incontra  la  ^  B,  esso 
h  distinto  dal  piano  dalle  parallele ;  e  perche  codesti 
due  piani  hanno  in  comune  il  punto  iS,  essi  si  segano 
in  una  retta  EF^  che  passa  per  E.  [561]. 

Ed  ora,  perche  la  retta  E  F  giace  nel  piano  delle 
parallele,  e  ne  incontra  una,  in  -B,  essa  incontra  [250] 
anche  Taltra ;  sia  F  il  punto 
d'incontro.  Cosi  intanto  ab- 
biamo  provato  che  il  piano 
a  e  Taltra  parallela  hanno  un 
punto  comune.  Ci  rimane  da 
provare  che  in  questo  punto 
il  piano  sega  la  retta. 

Non  pu6  infatti  essere  altrimenti,  giacchS,  se  la 
CD  giacesse  nel  piano  a,  vi  giacerebbe  [632]  anche 
la  ^  J3,  perche  parallela  alia  CD  e  condotta  per  un 
punto  E  del  piano.  Ci6  contro  I'ipotesi. 

Cosi  si  d  dimostrato  che^  se  ecc. 

035.  Teor.  I  segmenti  di  rette  parallele^  com-- 
presi  tra  un  piano  e  una  retta  paralleli,  sono  eguali. 

Dim.  Siano  due  rette  parallele  ^£,  C2>,  tagliate 
da  una  retta  EF  nei  punti  E  ed  Fj  e  da  un  piano  a 
nei  punti  H  e  K.'Els,  retta  EF  e  il  piano  a  siano  pa- 
ralleli. Si  vuol  provare  che  ^  EH^  FK. 

Intanto,  poiche  il  piano  delle  parallele  e  il  pia- 
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no  a  hanno  in  comune  i  punti  H  e  Ky  essi  si  segano 

nella  retta  HK.  E  poiche  il 
piano  delle  parallele  passa  per 
la  retta  EF^  e  questa  retta  6 
parallela  al  piano,  la  retta  HK 
i  parallela  [633]  alia  EF.  II 
quadrangolo  EFKH  6  dun- 
que  nn  rombo,  eppero  6  [268] 
EH  =  FK,  c.  d.  d. 
GSe.  Cor,  /  punti  di  una  retta  parallela  ad  un 
piano  8ono  egualmente  distanti  dal  piano, 

Infatti  le  perpendicolari;  calate  sul  piano  da  due 
punti  qualisivogliano  della  retta,  sono  [574]  paral- 
lele. Per  la  proposizione  precedente  esse  sono  eguali. 
•89.  Def.  Se  una  retta  i  parallela  ad  un  piano, 
la  distanza  dei  punti  della  retta  dal  piano  si  dice  di* 
stanza  delta  retta  dal  piano. 

•89.  Teor.  Se  due  rette  sono  parallele,  ed  una  i 
perpendicolare  ad  un  piano,  anche  Valtra  i  perpendi- 
colare  a  questo  piano. 

BIm.  Siano  due  rette  parallele  AB,  CD,  ed  una, 

supponiamo  la  -4-8,  sia  perpen- 
dicolare in  B  ad  un  piano  a. 
Si  vuol  provare  che  anche  la 
CD  e  perpendicolare  a  codesto 
piano. 

Intanto  il  piano  /)  delle  pa- 
rallele, poiche   comprende  la 
ABj  che  e  perpendicolare  al  piano  a,  e  [605]  perpen- 
dicolare a  questo  piano.   Sia  BD  1' intersezione  dei 
due  piani. 

Ora^  essendo  che  le  parallele  AB,  CD  sono  ta- 
gliate  dalla  trasversale   BD,  gli  angoli  coniugati 
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BDCyA  BD  sono  [253]  supplementari.  Ma  il  secondo 
h  retto,  perche  la  ^j5  e  perpendicolare  al  piano  a; 
qoindi  anche  B  (D)  C  e  retto. 

Sappiamo  [607]  poi  che,  se  due  piani  8o;ao  per- 
pendicolari  tra  loro,  una  retta,  che  giaccia  in  uno  e 
sia  perpendicolare  all'intersezione  comune,  &  perpen- 
dicolare all'altro  piano.  La  CD  h  dunqne  perpendi- 
colare al  piano  a,  come  d.  d. 

•>••  Teor«  8e  due  rette  sono  parallels  a  una  ter^ 
za,  ease  sono  parallele  tra  loro. 

Dim.  Dne  rette  A,  B  siano  parallele  ad  una 
terza  C.  Dico  che  esse  sono  parallele  tra  loro. 

Si  tiri  nn  piano  a,  perpendicolare  alia  retta  C. 

Ora,  poich^  le  due  rette  A  e  C  sono  parallele,  e 
la  (7  d  perpendicolare  al  piano  a,  anche  la  retta  A 
d  [638]  perpendicolare  a  questo  piano.  SimilmentCi 
perch^  la  retta  B  e  parallela  alia  C,  e  questa  S  per- 
pendicolare al  piano  ce,  anche  la  retta  B  &  perpendi- 
colare a  codesto  piano.  Le  rette  Ae  B  sono  dunque 
perpendicolari  ambedue  al  piano  a.  Per  conseguenza 
[574]  esse  giacciono  in  uno  stesso  piano  e  non  s'  in- 
contrano ;  sono  dunque  parallele,  c.  d.  d. 

•40*  Teor.  Date  due  rette  sghembe,  esiste  un  seg^ 
mento  ed  uno  solo,  che  unisce  due  punti  delle  rette  ed 
i  perpendicolare  ad  ambedue.  Codesto  segmento  i  mi' 
nore  di  qualunque  altro  che  unisca  parimente  un 
punto  delVuna  retta  con  un  punto  delValtra. 

mm.  Siano  due  rette  sghembe  A  B^  CD.  Per  una 
di  esse,  ad  es.  per  la  CDy  si  faccia  passare  un  piano 
a  J  che  sia  parallele  all'altra  retta.  Perci6  basta  tirare 
per  un  punto  della  CD  una  retta  parallela  alia  AB. 
Godesta  parallela  e  la  C7Z)  determinano  [52]  appunto 
un  piano  a,  che  e  [632]  parallelo  alia  AB.  Quindi 


—  427  — 

da  un  punto  B  qualunque  della  ABai  tiri  la  5^per- 
pendicolare  al  piano  a ;  e  poi  si  consideri  il  piano  de- 
terminato  dalle  AB^  BE.  Questo  piano  sega  il  piano 

a  in  una  retta  EP,  che  i 
parallela  [561,  633]  alia 
AB^  e  che,  non  potendo 
[639J  essere  parallela  alia 
C2>,  incontra  necessaria- 
mente  qnesta  retta ;  sia  H 
il  punto  d'  incontro.  Infine 
nel  piano  delle  rette  ABj 
EP  81  tiri  per  H  una  retta 
perpendicolare  ad  E  P.  Questa  perpendicolare  incon- 
tra [250 j  Ia  AB\  dicasi  K  il  punto  d' incontro.  Pro- 
veremo  anzitutto  che  il  segmento  HK  h  perpendico- 
lare ad  ambedue  le  rette  date. 

Intanto,  poichd  le  rette  AB  ei  EP  sono  paral- 
lele  [633]  e  la  HK  &  perpendicolare  ad  EP,  essa  & 
perpendicolare  [254]  anche  alia  AB. 

Poi  si  osservi  che  il  piano  delle  rette  AB^  EP^ 
come  quelle  che  passa  per  la  retta  BE^  la  quale  ^  per- 
pendicolare al  piano  a,  h  perpendicolare  [605]  a  questo 
piano.  E  perch6  la  retta  HK  giace  in  uno  di  questi 
piani  ed  e  perpendicolare  alia  loro  intersezione,  essa 
i  perpendicolare  [607]  all'altro  piano,  cioS  al  piano 
a;  quindi  [565]  d  perpendicolare  alia  retta  CD. 

II  segmento  HK  h  dunque  in  fatto  perpendico- 
lare ad  ambedue  le  rette  date. 

Ora  proveremo  che  nessun  altro  segmento,  che 
nnisca  un  punto  della  AB  con  uno  della  CD,  non 
pu6  essere  perpendicolare  ad  ambedue  le  rette.  Tale 
non  potrebbe  essere  un  segmento  che  abbia  una  estre- 
niit&  in  IT  od  in  JST,  perch^  da  uno  stesso  punto  non  si 
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pu6  condurre  ad  una  stessa  retta  che  una  perpendico- 
lare  soltanto.  Ammettiamo  che  il  segmento  MN  sia 
perpendicolare  ad  ambedue  le  rette ;  e  consideriamo 
il  piano  delle  rette  AB^  MN.  Questo  piano  sega  il 
piano  a  [561]  in  una  retta  NO^  che  e  parallela  [633] 
alia  A  B.  Allora  la  retta  MN,  perch^  6  perpendicolare 
ad  -4  JB,  6  perpendicolare  anche  [254]  ad  iV^O.  Ma  per 
ipotesi  e  perpendicolare  anche  a  CD ;  essa  e  quindi 
perpendicolare  [566]  al  piano  a,  e  per  conseguenza 
essa  giace  in  uno  stesso  piano  [574]  con  la  retta  HK. 
Ma,  se  MN  ed  HK  giacciono  in  uno  stesso  piano, 
giacciono  in  uno  stesso  piano  anche  le  rette  ^4^,  CD; 
e  ci6  e  contrario  all' ipotesi  che  codeste  due  rette  siano 
sghembe.  Non  c'  S  dunque  altro  segmento  che  H  Kj 
che  sia  perpendicolare  ad  un  tempo  ad  ambedue  le 
rette  date. 

Ci  resta  a  provare  che  il  segmento  HK  h  minore 
di  qualsivoglia  altro  segmento  che  abbia  le  estremiti 
suUe  rette  A  jB,  CD.  Proveremo,  ad  es.,  che  HK  e  mi- 
nore  di  MN. 

Per  la  dimostrazione  tiro  per  Mlsk  MP  perpendi- 
colare ad  EH.  Sappiamo  [607]  che  essa  6  perpendico- 
lare al  piano  a;  epper6  [580]  essa  6  minore  di  MN, 
che  necessariamente  h  un'  obliqua  [572].  Ma  [276]  h 
HK=  MP;  quindi  infine  h  HK  <  MN. 

Cosi  resta  provato  che  ecc. 

•41.  Def.  II  minimo  tra  i  segmenti,  che  hanno 
le  estremiti  su  due  rette  sghembe,  si  chiama  disianza 
tra  le  due  rette. 

•49.  Teop«  Se  due  rette,  che  si  tagliano,  sono  par 
rallele  ad  uno  stesso  piano,  il  piano  delle  due  rette  e  il 
piano  data  non  hanno  nessun  punto  comune. 

Dim.  Due  rette  AB,  CD,  che  si  segano  in  0, 
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siano  parallele  a  uno  stesso  piano  a.  Dico  che  il  piano 
delle  due  rette  [52]  e  il  piano  a  non  hanno  nesson 
pnnto  in  comune. 

Infatti,  se  i  due  piani  aves- 
sero  nn  pnnto  comune,  e  quindi 
[561]  una  retta  comune,  questa 
dovrebbe  essere  parallela  ad  un 
tempo  [633]  ad  ambedue  le  rette 
ABj  CD.  Ma  allora  per  uno 
stesso  punto  0  passerebbero  due 

parallele  ad  una  stessa  retta  (all'intersezione   dei 

piani),  e  ci6  non  pu6  [631]  darsi. 
Cosi  si  e  dimostrato  che,  ecc. 

Piani  parallel!. 

64S«  DeC  Due  piani,  che  non  abbiano  nessun 
punto  in  comune,  si  dicono  paralleli. 

•44.  Teor*  2>U6  piani  perpendicolari  a  una  me" 
desima  retta  sono  paralleli. 

Dim*   Siano  due  piani  perpendicolari  ad  una 
stessa  retta  AB,  rispettivamente  nei  punti  A  e  B, 

Dico  che  i  piani  non  hanno  nes- 
sun  punto  in  comune. 

Infatti,  se  potessero  avere 
in  comune  un  punto  M,  unendo 
questo  punto  coi  punti  A  e  B^ 


7 


b' /        risulterebbero  due  rette  situate 

J / 


I [48,  V]  rispettivamente  nei  due 

piani,  ed  alle  quali  Isi,  AB  sa- 
rebbe  [565]  perpendicolare.  Ma  allora  esisterebbe  un 
triangolo  MAB  con  due  angoli  retti.  Poiche  cio  e 
impossibile,  conchiudiamo  che  due  piani  ecc. 
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•  4ft.  Tear.  Se  due  piani  sono  paralleli,  e  una 
retta  ne  incontra  uno,  essa  incontra  anche  Valtro, 

Dim.  Siano  due  piani  paralleli  a,  fi,  e  una  retta 
^J5  ne  incontri  uno,  sia  il  piano  a,  nel  panto  (7. 
Dico  che  essa  incontra  anche  il  piano  /)  • 

Per  la  retta  AB  e  per  un 
punto  D  del  piano  /)  si  faccia 
passare  un  piano,  che  diremo 
y.  Codesto  piano  taglia  i  due 
piani  a,  /3  in  due  rette  che  pas- 
sano  rispettivamente  per  C  e 
per  D  [561];  siano  le  rette  ECy 
DF.  Codeste  due  rette,  perchi 
giacciono  rispettivamente  in  due 
piani,  che  non  hanno  nessun  punto  comune,  non  s' in- 
con  trano,  sebbene  giacciano  in  uno  stesso  piano  y.  Esse 
sono  dunque  parallele.  E  perche  la  retta  A  B  giace  nel 
loro  piano,  e  ne  incontra  una,  in  C,  essa  incontra  [250J 
anche  Taltra.  In  fl",  punto  d'incontro,  la  -4  jB  incon- 
tra il  piano  /).  Besta  cosi  dimostrato  che,  ae  ece. 

•4e.  Cor.  Se  due  piani  sono  paralleli,  ed  un 
terzo  piano  ne  aega  uno,  esso  sega  anche  Valtro. 

Siano  due  piani  paralleli  a,  j3,  e  un  terzo  piano  y 
ne  seghi  uno,  seghi  ad  es.  il  piano  a.  Dico  che  esso 
sega  anche  il  piano  /). 

Infatti  una  retta  A  B,  tirata  nel  piano  y  per  un 
punto  della  sua  intersezione  col  piano  a,  incontra 
questo  piano,  e  quindi  incontra  anche  il  piano  ^,  che 
h  parallelo  ad  a,  II  punto  d'incontro  H,  appartiene  ad 
ambedue  i  piani  7;  e  /),  i  quali  per  conseguenza  [561] 
si  segano. 

G49.  Teor«  Se  due  piani  paralleli  sono  tagliati 
da  un  terzo,  le  intersezioni  sono  parallele. 
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Dim.  Siano  due  piani  parallel!  a  e  /? ,  e  un  terzo 
piano  y  ne  incontri  uno,  e  quindi  [646]  anche  Taltro. 
Dico  che  le  intersezioni  sono  parallele. 

Esse  giacciono  intanto  in 

nno  stesso  piano,  nel  piano  y. 

Ma  non  possono  incontrarsi,  per- 

chd,  se  avessero  un  punto  M  in 

comune,  questo  punto  apparter- 

rebbe  anche  ai  due  piani  ce  e  /}, 

e  ci6  6  contro  Tipotesi  che  i 

due  piani  siano  paralleli.  Adun- 

que,  eco. 

•49.  Teor«  8e  due  piani  sono  paralleli,  e  una 

retta  i  perpendicolare  ad  uno,  essa  i  perpendicolare 

anche  alValtro, 

]||in«  Siano  due  piani  paralleli  a  e  p,  e  una  retta 
A  B  sia  perpendicolare  ad  uno ;  sia  perpendicolare  al 
piano  a,  nel  punto  C.  Dico  che  essa  6  perpendico- 
lare anche  al  piano  ^ . 

Intanto,  perche  i  piani  a  e 
/}  sono  paralleli,  e  la  retta  A  B 
incontra  il  piano  a,  essa  incon- 
tra  [645]  anche  il  piano  /).  Sia 
D  il  punto  d'intersezione.  Ora 
per  i  punti  C  e  D^  o,  ci6  che  4 
lo  stesso,  per  la  retta  AB,  si 
facciano  passare  due  piani  y  ed. 
Ambidue  tagliano  [^61]  i  piani 
dati ;  e  perche  questi  sono  paral- 
leli, le  intersezioni  sono  rispettivamente  parallele. 
Siano  CE,  DFle  intersezioni  fatte  dal  piano  y^eCHj 
DK  quelle  fatte  dal  piano  8. 

Ora  si  osservi  che  i  due  angoli  ACE^  AD F sono 


—  432  — 

eguali,  perche  corrispondenti  fatti  dalle  parallele 
CE^  DF  con  la  trasversale  A  B.  Per  la  stessa  ragione 
8ono  eguali  gli  angoli  ACHy  ADK.  Ma  i  due  aa- 
goli  ACE  J  ACH  8ono  retti,  perchA  l&  AB  ^  per- 
pendicolare  al  piano  a ;  sono  dunque  retti  anche  gli 
angoli  ADFj  ADK]  epper6  Ia  AB  &  [566J  perpendi- 
colare  al  piano  /3,  appunto  c.  d.  d. 

•49«  Tear.  Due  pianiparalleli  ad  un  terzo  sono 
paralleli  tra  loro. 

mm.  Due  piani  a  e  /)  siano  parallel!  ad  nn  terzo 
y.  Dico  che  essi  sono  parallel!  tra  loro. 

Infatti,  se  si  tira  una  retta,  che  sia  perpendico- 
lare  al  piano  y,  essa  6  perpendicolare  anche  a!  piani  a 
e  p  [648];  e  per  conseguenza  [644]  quest!  pian!  sono 
parallel!. 

M^O.  Teor«  Dati  comunque  un  piano  ed  un  pun- 
to,  per  il  punto  si  pud  far  passare  un  piano,  ed  uno 
soltanto,  che  sia  parallelo  al  piano  dato. 

Dim.  Siano  dati  un  piano  a,  e  un  punto  A  che 
non  sia  situato  sul  piano.  Pro- 
veremo  che  per  A  si  puo  con- 
durre  un  piano  ed  uno  soltanto, 
che  sia  parallelo  al  piano  a. 

A  tal  fine  si  cali  [572]  da  A 


\9k  AB  perpendicolare  al  piano       /        b  / 

o.  Po!  si  tiri  [569]  un  piano  j8     Z — — ^ 

perpendicolare  ad  -4  jB  in  -4 .  II 

piano  a  e  il  piano  /S,  perche  perpendicolar!  a  una 

fitessa  retta  AB^  sono  [644]  parallel!. 

Nessun  altro  piano,  che  pass!  per  A  e  sia  distinto 
dal  piano  /J,  puo  essere  parallelo  al  piano  a.  Infatti, 
se  un  piano  y  cosi  fat  to  esistesse,  allora  la  retta  AB^ 
perch6  perpendicolare  al  piano  a ,  sarebbe  perpend!- 
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colare  [648]  anche  al  piano  y,  e  in  tal  caso  per  uno  stesso 
pnnto  A  passerebbero  due  piani  distinti  perpendico- 
lari  a  una  stessa  retta.  Ci6  non  pu6  [569]  essere ;  ep- 
per6  resta  dimostrato  che  ecc. 

II51«  Teor.  I  segmenti  di  rette  par  allele,  com- 
presi  tra  due  piani  paralleli,  sono  egtiali. 

llim.  Siano  due  piani  paralleli  a  e  fij  e  due 
rette  parallele  AB,  CD,  che  li  incontrino  [634, 
645]  rispettivamente  nei  punti  A,  B,  C,  D.  Dico  es- 
sere-4  J8  =  (77). 

Si  tirino  le  rette  AC,  BD. 
Queste  sono  parallele,  perchS 
[647]  sono  le  intersezioni  del  pia- 
no y  delle  rette  AB,  CD  coi  piani 
paralleli  a  e  /3.  II  quadrangolo 
ABDC  h  dunque  un  rombo,  ep- 
per6  [268]  h  AB  =  CD,  c.  d.  d. 
•594  Onn.  Sappiamo  [574] 
che,  se  due  rette  sono  perpendi- 
colari  a  uno  stesso  piano,  esse 
sono  parallele ;  e  che,  se  una  retta  k  perpendicolare 
ad  uno  di  due  piani  paralleli,  essa  6  [648]  perpendi- 
colare anche  all'  altro.  Per  questo,  e  per  il  teorema 
precedente,  possiamo  dire  che  il  segmento  di  una  retta 
perpendicolare  ^ a  due  piani  paralleli,  compreso  tra 
questi  piani,  e  costante.  Questo  segmento  si  dice  di- 
stanza  dei  due  piani  paralleli. 

ttftS*  Tear.  Se  i  lati  di  due  angoli  hanno  dire- 
zioni  rispettivamente  uguali,  gli  angoli  sono  eguali,  e 
i  loro  piani  sono  paralleli. 

Dim.  Siano  due  augoli  CAB,FDE,  i  cui  lati 
abbiano  direzioni  rispettivamente  uguali.  Dico  che 
gli  angoli  sono  eguali,  e  che  i  loro  piani  sono  paralleli. 

SB 
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Si  faccia  AB  =  DE,  AC  =  DF^  e  si  condu- 
cano  AD,  BE,  CF,  BCed  EF. 

Ed  ora,  poiclii  i  due  segmenti  AB,  DE  sono 
eguali  e  parallel! ,  anche  BE  h  uguale  e  parallelo  ad 
AD  [274].  E  perchA  i  segmenti  AC\DF sono  eguali 
e  paralleli,  anche  il  segmento 
CF  6  uguale  e  parallelo  B,d  AD. 
I  due  segmenti  BE,CF  sono 
quindi  uguali  e  paralleli  [639] 
tra  loro;  per  conseguenza  [274] 
i    BC  =  EF. 

Se  oraconsideriamo  i  trian- 
goli  ABC,  DEF,  troviamo  che 

hanno  i  lati  rispettivamente  uguali;  quindi  [151]  &: 

C(A)B  =  F{D)E. 
Ci  rimane  da  provare  che  i  piani  dei  due  angoli 
sono  paralleli.  Perci6  basta  osservare  che,  essendo  le 
rette  AB  ed  AC  parallelo  rispettivamente  alle  DE, 
DFf  esse  sono  [632]  parallelo  al  piano  deU'angolo 
FDE,  eppero  [642]  anche  il  piano  dell'angolo  CAB 
h  parallelo  a  quello  deU'angolo  FD  E. 

IM»4«  Ob0«  Se  per  un  punto  qualunque  si  tirano 
due  rette  rispettivamente  parallelo  a  due  rette  sghem- 
be,  le  due  rette  fanno  angoli  rispettivamente  uguali 
[653]  agli  angoli  compresi  da  due  altre  rette  tirate 
per  un  altro  punto  qualunque  parallelamente  alle  due 
rette  sghembe  stesse.  [639]. 

Uno  degli  angoli  acuti  formati  da  due  rette,  con- 
dotte  per  uno  stesso  punto  parallelamente  a  due  rette 
sghembe,  si  dice  inclinazione  di  queste  rette.  Se  le 
nuove  rette  sono  perpendicolari  tra  loro,  si  dicono 
perpendicolari  tra  loro  anche  le  rette  sghembe.  Cosi 
possiamo  dire,  ad  es.,  che,  se  una  retta  6  perpendico- 
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lare  ad  nn  piano,  essa  6  perpendicolare  a  tutte  le 
rette  del  piano. 

•65.  Teor.  /  segmenti  di  due  trasversali  di  un 
fascia  di  piani  paralleli  sono  proporzionali. 

Dim.  Siano  a,  /),  y  dei 
piani  paralleli,  ediACyDF 
due  trasversali  [645].  Dico 
che,  ad  es., : 
AB:£C  =  DEiEF. 

Si  tiri  AFj  e  sia  H  il 
pimto  nel  quale  essa  incon- 
tra  [645]  il  piano  /}.  Ed 
ora  si  osservi  che  le  rette 
AD  J  HE  sono  parallele, 
perchd  sono  le  intersezioni 
fatte  nei  piani  paralleli  a 
e  /3  dal  piano  delle  rette 
FAf  FD  [52].  Per  la  medesima  ragione  BH  h  paral- 
lel a  CF. 

Per  il  teorema  di  Talete  abbiamo : 

AB  :  BC   =   AH  :  HF 

6  DE  :  EF  =   AH  :  HF, 

epper6 : 

AB  :  BC  =   DE  :  EF,         c.  d.  d. 

Esercizi. 


871.  Se  due  rette  sono  parallele,  ed  ana  d  parallela  ad  an  piano, 
anche  Paltra  6  parallela  al  piano,  o  vi  giace  tatta  intera. 

872.  Se  dae  piani  passano  per  dae  rette  parallele,  ciascano  per 
ana,  e  si  segano,  Fintersezione  S  una  retta  parallela  alle 
altre  dae. 

873. 1  piani,  condotti  per  ano  stesso  panto,  parallelamente  a 
ana  stessa  retta  data,  passano  per  ana  medesima  retta. 
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874.  Se  una  retta  ^  perpondicolare  ad  un  piano,  ogni  piano  pa- 
rallelo  alia  retta  ^  perpendicolare  al  piano  dato. 

875.  Se  una  retta  ^  parallela  ad  un  piano,  ogni  piano  perpen- 
dicolare alia  retta  h  perpendicolare  al  piano. 

876.  Se  per  un  punto  0  si  conducono  due  rette  OA,OB  paral- 
lele  ad  un  piano  a,  e  poi  per  0  due  piani  rispettivamente 
perpendicolari  alle  rette  OAj  OB^  V  intersezione  di  questi 
piani  h  perpendicolare  al  piano  a. 

877.  Due  segment i  eguali  e  paralleli  si  proiettano  sopra  uno 
stesso  piano  in  segment!  eguali  e  paralleli. 

878.  Bette  parallele  hanno  con  uno  stesso  piano  inclinazioni 
eguali. 

879.  Se  due  rette  si  proiettano  sopra  due  piani  non  paralleli  in 
rette  rispettivamente  parallele,  esse  sono  parallele. 

880.  Se  dalle  estremit^  e  dal  punto  di  mezzo  di  un  segmento 
situate  per  intero  da  una  stessa  banda  di  un  piano,  si  ti- 
rano  tre  segmenti  paralleli  fino  al  piano,  il  segmento,  che 
parte  dal  punto  di  mezzo,  ^  uguale  alia  semisomma  degli 
altri  due. 

881.  I  diedri,  for  mat  i  da  un  piano  con  due  altri  piani  paralleli, 
sono  eguali. 

882.  La  proiezione  di  un  segmento  h  minore  del  segmento, 
purch^  questo  non  sia  parallelo  al  piano  di  proiezione. 

883.  Se  un  triangolo  ha  un  solo  lato  parallelo  a  un  piano,  la 
proiezione  del  triangolo  su  questo  piano  k  minore  del 
triangolo  dato. 

884.  Se  un  triangolo  giace  in  un  piano  non  parallelo  al  piano  di 
proiezione,  la  proiezione  del  triangolo  ^  minore  del  trian- 
golo primitive. 

885.  In  qualunque  solido  poliedro  ciascuna  faccia  ^  minore 
della  somma  di  tutte  le  altre. 

886.  Si  pu6  sempre  condurre  un  piano,  che  tagli  tutti  gli  spi- 
goli  di  un  angoloide  convesso. 

887.  Se  pid  rette  parallele  incontrano  due  piani  paralleli,  le 
figure  che  si  ottengono  unendo  ordinatamente  i  ponti 
d' intersezione,  sono  eguali. 

888.  Se  due  piani  sono  paralleli,  e  per  i  punti  di  un  cerchio, 
posto  in  uno  de*  piani,  si  tirano  delle  rette  parallele,  que- 
ste  incontrano  Taltro  piano  lungo  un  cerchio  eguale  al 
dato. 
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889.  Se  si  hanno  due  piani  parallel!  e  un  cerchio  in  nno  di  essi, 
le  rette,  che  passano  per  nno  stesso  pnnto,  sitnato  faori 
del  piani,  e  per  pnnti  del  cerchio  dato,  incontrano  Faltro 
piano  in  pnnti,  che  appartengono  ad  nno  stesso  cerchio. 

890. 1  panti,  dove  le  rette  che  passano  per  nno  stesso  pnnto, 
sono  tagliate  da  due  piani  paralleli,  sono  i  yertici  di  dne 
poligoni  simili  ( omotetid ). 

891.  Se  dne  triangoli  simili  giacciono  in  piani  paralleli,  e  dne 
lati  omologhi  sono  paralleli,  le  rette,  che  passano  per  i 
vertici  omologhi,  passano  per  un  medesimo  pnnto. 

892. 1  segpnenti,  che  uniscono  i  pnnti 'di  mezzo  dei  lati  op- 
posti  di  nn  quadrangolo  (gobbo),  si  dimezzano  scambie- 
Yolmente. 

893.  Se  da  nn  punto  si  tirano  tre  raggi  con  direzioni  rispet- 
tivamente  uguali  a  quelle  degli  spigoli  di  un  tried ro,  si  ot- 
tiene  un  triedro  eguale  al  dato. 

894.  In  ogni  triedro  la  somma  degli  angoli,  compresi  ciascuno 
da  uno  spigolo  e  dalla  bisettrice  della  faccia  opposta,  ^ 
minore  della  somma  delle  facce. 

895.  Se  per  il  ^ertice  di  nn  triedro  e  in  ciascuna  faccia  si  tira 
la  perpendicolare  alio  spigolo  opposto,  le  tre  perpendico- 
lari  giacciono  in  uno  stesso  piano. 

896. 1  piani,  che  dimezzano  i  diedri  di  un  triedro,  si  segano 

lungo  una  stessa  retta. 
897. 1  piani,  perpendicolari  rispettivameiite  alle  facce  di  un 

triedro  lungo  le  bisettrici  delle  facce,  passano  per  una 

stessa  retta. 
898. 1  piani,  ciascuno  dei  quali  passa  per  uno  spigolo  di  un 

triedro  ed  6  perpendicolare  alia  faccia  opposta,  si  segano 

in  una  medesima  retta. 
899. 1  piani,  ciascuno  dei  quali  passa  per  uno  spigolo  di  un 

triedro  e  per  la  bisettrice  della  faccia  opposta,  passano 

peruna  stessa  retta. 

900.  II  punto  d'  incontro  delle  altezze  del  triangolo,  che  si  ot- 
tiene  tagliando  con  un  piano  un  triedro  trirettangolo,  ^  la 
proiezione  del  vertice  del  triedro  sul  piano  della  sezione. 

901.  Luogo  dei  pnnti  di  un  piano,  i  quali  sono  equidistanti  da 
due  punti  dati. 

902.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  tre  punti  dati,  che  non 
sono  in  linea  retta. 
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903.  Luogo  dellerette  parallele  ad  un  piano  dato  e  che  passano 
per  un  medesimo  panto. 

904.  Luogo  delle  rette,  che  tagliano  una  retta  data,  e  che  sono 
parallele  a  un'altra  retta  data. 

905.  Luogo  delle  rette,  che  sono  parallele  a  due  rette  parallele 
date  e  sono  equidistant!  da  queste  rette. 

906.  Luogo  dei  punti,  che  hanno  data  distanzadaun  piano  dato. 

907.  Luogo  dei  punti  equidistant!  da  due  pian!  parallel!. 

908.  Luogo  dei  punti,  le  cu!  distanze  da  due  plan!  parallel! 
stanno  in  rapporto  dato. 

909.  Luogo  dei  punti,  ne'  quali  !  segment!  compres!  tra  due 
piani  parallel!  sono  divisi  in  rapporto  dato. 

910.  Luogo  de'  punti,  le  cu!  distanze  da  due  pian!  che  s!  ta- 
gliano stanno  in  rapporto  dato. 

911.  Luogo  de'  punti  nei  qual!  !  segment!,  compres!  tra  un 
punto  dato  e  un  piano  dato  sono  divis!  in  rapporto  dato. 

912.  Luogo  de!  pied!  delle  perpendicolar!  tirate  da  un  punto 

dato  suUe  rette  che  giacciono  in  uno  stesso  piano  e  pas- 
sano per  uno  stesso  punto. 

913.  Luogo  de'  punti,  le  cu!  distanze  da  due  piani  che  si  ta- 
gliano fanno  una  somma  data. 

914.  Luogo  de*  punti,  le  cu!  distanze  da  due  punti  dat!  stanno 
in  rapporto  dato.  [447J. 

915.  Quale  6  la  condizione  perch^  si  possano  condurre  tre  piani 
parallel!  che  passino  rispettivamente  per  tre  rette  date? 

916.  Per  un  punto  condurre  una  retta,  che  tagl!  due  rette  date. 

917.  Tirare  una  retta  parallela  ad  una  data,  e  che  tagl!  due 
altre  rette  date. 

918.  Dat!  un  punto  ed  un  triedro,  condurre  per  il  punto  un 
piano,  che  tagli  gli  spigoli  del  triedro  in  punt!  equidistant! 
dal  vertice. 

919.  Condurre  per  un  punto  dato  un  piano  parallelo  a  due  rette 
date. 

920.  Tirare  un  piano,  che  pass!  per  due  punt!  dati,  e  che  aia 
equidistante  da  due  altr!  punti  dati. 

921.  Tirare  un  piano,  che  ahbia  data  distanza  da  tre  punt!  datL 

922.  Tirare  un  piano  che  sia  equidistante  da  quattro  punti 
dati. 

923.  Condurre  un  piano  parallelo  a  uno  dato  e  tangente  a  ana 
sfera  data. 
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924.  Trovare  tin  punto,  che  sia  egualmente  distante  da  quat- 
tro  punti  dati. 

925.  Trovare  an  punto,  che  abbia  date  distanze  da  tre  piani  dati. 

926.  Trovare  sopra  nn  piano  date  un  panto,  che  sia  eqoidi- 
stante  da  tre  panti  dati. 

927.  Trovare  an  panto,  che  disti  egualmente  da  tre  rette  pa- 
r allele  date  e  da  dae  panti  dati. 

928.  Trovare  sopra  an  piano  an  panto,  che  sia  eqaidistante  da 
dae  panti  dati,  e  che  sia  eqaidistante  da  due  dati  piani 
paralleli. 

929.  Tirare  da  an  panto  dato  a  an  piano  dato  an  segmento,  che 
sia  eguale  a  un  segmento  dato  e  parallelo  a  un  piano 
dato. 

930.  Gondarre  una  retta,  che  tagli  due  rette  date,  che  sia  pa- 
rallela  ad  un  piano  dato,  e  che  abbia  da  questo  piano  data 
distanza. 

931.  Condurre  in  an  piano  una  retta,  che  sia  parallela  ad  una 
retta  del  piano,  e  che  abbia  data  distanza  da  un  panto 
dato  fuori  del  piano. 

932.  Condurre,  da  un  punto  dato  fuori  di  un  piano,  ima  retta 
che  tagli  una  retta  posta  nel  piano,  e  in  modo  che  abbia 
col  piano  inclinazione  data. 

933.  Trovare  un  punto,  che  sia  equidistante  da  due  piani  pa- 
ralleli dati,  e  che  abbia  date  distanze  da  due  punti  dati. 

934.  Condurre  per  un  punto  dato  an  piano,  che  abbia  data  di- 
stanza da  una  retta  data. 

935.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  sia  pa- 
rallela ad  un  piano  dato  e  che  il  segmento  di  essa,  com- 
preso  tra  due  dati  piani,  sia  dimezzato  dal  punto  dato. 

936.  Tirare  una  retta,  che  sia  equidistante  da  un  piano  e  da 
due  rette  parallele  tra  loro  e  parallele  al  piano. 

937.  Per  due  punti  tirare  due  piani,  che  siano  paralleli  a  una 
retta  data,  e  che  abbiano  distanza  data. 

938.  Tirare  in  un  piano  una  retta,  che  abbia  date  distanza  da 
due  punti  non  situati  nel  piano. 

939.  Per  un  punto  dato  condurre  un  segmento,  che  sia  eguale 
a  un  segmento  dato,  che  termini  su  due  piani  dati,  e  che 
sia  egualmente  inclinato  con  questi  piani. 

940.  Tirare  il  piano  che  dimezza  un  diedro  dato,  e  ci6  senza 
usare  dello  spigolo  del  diedro. 
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941.  Condurre  per  nn  pnnto  dato  nn  piano,  che  passi  per  I'in- 
tersezione  di  due  altri,  ma  senza  nsare  di  questa  inter- 
sezione. 

942.  Condurre  per  nn  pnnto  dato  nna  retta,  che  passi  per 
il  panto  di  concorso  di  due  altre,  senza  nsare  di  qnesto 
punto. 

943.  Per  trovare  la  distanza  di  dne  rette,  si  pn6  tirare  due 
piani  rispettivamente  perpendicolari  alle  rette  date,  e 
poi  una  retta  clie  le  tagli  e  che  sia  parallela  all'interse- 
zione  dei  piani. 

944.  Una  retta  parallela  ad  nn  piano  6  equidistante  dalle  rette, 
che  giacciono  nel  piano  e  non  le  sono  parallele. 

945.  Tirare  un  piano,  che  sia  equidistante  da  due  rette  date. 

946.  Dato  un  punto,  un  piano,  e  una  retta  parallela  al  piano, 
condurre  per  il  punto  una  retta,  che  incontri  la  retta  data 
e  il  piano  in  due  punti  che  abbiano  data  distanza. 

947.  Tagliare  un  angoloide  tetraedro  in  modo  che  la  sezione 
sia  una  losanga  di  lato  dato. 

948.  Condurre  un  piano,  che  passi  per  nn  punto  dato,  e  che 
abbia  eguali  inclinazioni  con  tre  rette  date. 

949.  Condurre  per  una  retta  data  un  piano,  che  con  un  altro 
piano  dato  comprenda  un  diedro  dato. 

950.  Condurre  per  un  punto  dato  un  piano  parallelo  a  una  retta 
data,  e  che  formi  con  un  piano  dato  un  diedro  dato. 

951.  Costmire  un  triedro  trirettangolo,  i  cut  spigoli  passino 
per  tre  punti  dati. 

952.  Tagliare  un  triedro  trirettangolo  in  modo  che  la  sezione 
sia  eguale  a  un  triangolo  dato. 


CAPITOLO   XIX 


PRISMA 


Definizioni  e  teoremi  relativi  al  prisma. 


ailG«  Se  per  i  vertici  di  an  poligono  (il  cui  con- 
tomo  non  sia  intrecciato)  si  conducono  delle  rette 
parallele  a  ana  retta  non  giacente  nel  piano  del  po- 
ligono, e  poi  ei  considerano  le  striscie  [639],  ciascana 
delle  quali  h  contenata  dalle  parallele  condotte  per 
dae  vertici  saccessivi,  si  ottiene  ana  figura  aperta, 
cite  si  dice  prisma  indefinito  (spazio  prismatico). 

Le  striscie,  che  contengono  an  prisma  indefinito, 
si  dicono  facce  del  prisma ;  e  si  dicono  spigoli  o  lati 
del  prisma  le  rette  parallele,  che  limitano  le  facce. 

Se  an  piano  tagHa  ano  spigolo  di  an  prisma  in- 
definite,  esso  taglia  [634]  tatti  gli  altri  spigoli;  la 
fi^^ara,  formata  dalle  intersezioni  del  piano  con  le 
facce  del  prisma,  si  chiama  sezione  del  prisma. 

aftV.  Teor.  Due  sezioni  di  un  prisma  indefinito, 
fatte  da  piani  paralleli,  sono  eguali. 

Bliti.  Siano  AD,  /VD'  dae 
sezioni  fatte  in  an  prisma  inde- 
finito da  due  piani  paralleli.  Dioo 
che  esse  sono  egaali. 

Intanto,  perche  dae  piani  pa- 
ralleli sono  tagliati  da  an  terzo  in 
rette  parallele  [647],  ciascan  lato 
di  ana  sezione  e  parallelo  a  qaello 
deir  altra,  che  S  sitaato  nella  me- 
desima  faccia.  Cosi  gli  angoli  delle  dae  sezioni,  per- 
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cli&  compresi  da  lati  che  hanno  direzioui  rispettiva- 
mente  uguali,  sono  [653]  ordinatamente  uguali. 

E  poichS  le  parti  delle  facce  del  prisma,  che  sono 
contenate  dai  piani  seganti,  sono  rombi,  e  in  ogni 
rombo  [268]  i  lati  opposti  sono  egaali,  i  lati  delle  se- 
zioni  sono  ordinatamente  uguali.  Le  sezioni  hanno 
adunque  lati  ed  angoli  rispettivamente  uguali  ed  e- 
gualmente  disposti,  epper6  sono  eguali  [178],  c.  d.  d. 

•AS.  Se  un  piano  e  perpendicolare  a  uno  spigolo 
di  un  prisma  indefinitO;  esso  e  [638]  perpendicolare 
ad  ogni  altro  spigolo.  E  poiche  due  piani  perpendi- 
colari  a  una  stessa  retta  sono  paralleli  [644],  ne  se- 
gue [657]  che  tutte  le  sezioni,  fatte  in  un  medesimo 
prisma  indefinite  da  piani  perpendicolari  agli  spigoli, 
sono  eguali. 

•IMI.  Def«  La  sezione,  fatta  in  un  prisma  inde- 
finite da  un  piano  perpendicolare  agli  spigoli,  si  dice 
sezione  normale  del  prisma. 

Le  sezioni  normali  di  uno  stesso  prisma  indefinito 
sono  [658]  eguali. 

GOO,  ]lef«  La  parte  di  un  prisma  indefinito, 
che  6  compresa  tra  due  piani  paralleli,  si  dice  pri- 
sma definito,  e  piik  spesso  semplicemente  prisma, 
senz'  altro. 

Le  due  sezioni  si  dicono  le  basi  del  prisma;  i 
rombi,  che  insieme  con  le  basi  formano  la  superficie 
totals  del  prisma,  si  dicono  le  facce  laterali ;  il  lore 
insieme  costituisce  la  superficie  laterale  del  prisma. 

Qualunque  lato  di  una  base  o  di  una  faccia  late- 
rale  di  un  prisma  si  dice  spigolo  del  prisma.  Quegli 
spigoli  del  prisma,  che  uniscono  un  vertice  di  una 
base  con  un  vertice  deir  altra,  si  dicono  spigoli  late- 
rali od  anche  semplicemente  lati  del  prisma. 
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Gli  spigoli  lateral!  diun  prisma  sono  eguali.  [651]. 

La  distanza  tra  i  piani  delle  basi  di  un  prisma  si 
dice  altezza  del  prisma. 

Un  prisma  si  dice  triangolare,  quadrangolare , . . , 
secondo  che  le  basi  sono  triangoli,  quadrangoli . . . , 

Per  sezione  di  un  prisma  s'intende  la  sezione 
fatta  nel  prisma  indefinite  a  cui  il  prisma  appartiene. 

Un  prisma  si  dice  retto,  quando  gli  spigoli  late- 
ral! sono  perpendicolari  ai  piani  delle  basi  [648,  638]. 
Altrimenti  si  dice  obliquo. 

In  un  prisma  retto  gli  spigoli  lateral!  sono  eguali 
air  altezza  del  prisma.  [652]. 

Se  la  base  di  un  prisma  retto  e  un  poligono  re- 
golare,  il  prisma  si  dice  regolare, 

est*  Teor.  La  superficie  laterale  di  un  prisma 
retto  i  equivalente  ad  un  rettangolo,  che  ha  base  uguale 
al  perimetro  delta  base,  e  altezza  uguale  alV  altezza 
del  prisma. 

Dim.  Infatti,  se  si  costruisce  un  rettangolo,  che 
abbia  base  uguale  al  perimetro  della  base  di  un  pri- 
sma retto  e  altezza  eguale  air  altezza  del  prisma,  e  si 
divide  la  base  del  rettangolo  in  parti  rispettivamente 
uguali  ai  lati  della  base  del  prisma,  e  poi  si  tirano 
per  i  punt!  di  divisione  delle  rette  perpendicolari  alia 
base  del  rettangolo,  questo  vien  diviso  in  parti  rispet- 
tivamente uguali  [269]  alle  facce  lateral!  del  prisma. 

Romboide. 

GG*.  Def.  Un  prisma,  che  abbia  per  base  un 
rombo,  si  dice  romboide  {o  parallelepipedo). 

GG8.  Teor*  Le  facce  opposte  di  un  romboide  sono 
eguali  e  parallele. 
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Dim.  II  solido  A  H  sia  un  romboidey  un  prisma 
ciod  nel  quale  la  base  A  BCD  h  un  rombo.  Si  vuol 
provare  che  le  facce  sono  a  due  a  due  uguali  e  parallele. 

In  quanto  alle  basi  ^1 C  ed 

EH  a  teorema  ha  luogo,  per-  K h 

ch&  esso  ha  luogo  [657]  in  ogni  /\__/\ 

prisma.  Ci  restano  adunque  da  /      /B     /     7P 

confrontare  le  facce  AKy  BH^         11      I 

e  le  due  AF.DH.  ^\j'''\J 

Intanto,   poich6  ABCD  h  x B 

un  rombo,  AD  ^  parallela  a  BC. 
Come  spigoli  laterali  di  un  prisma  sono  poi  paral- 
lel le  rette  AE.BF.  Gli  angoli  DAE.CBF  sono 
dunque  compresi  da  lati  ohe  hanno  direzioni  rispetti- 
vamente  uguali,  eppero  [653]  sono  eguali.  Inoltre  e 
AD  =  BC,  perchfe  [268]  lati  opposti  del  rombo  A  B CD^ 
ed  AE  ^  BFj  perche  lati  di  un  prisma.  I  due  rombi 
AKj  BH  hanno  adunque  un  angolo  e  i  lati  che  lo 
comprendono  rispettivamente  uguali,  eppero  [269] 
sono  eguali. 

E  perchS  i  lati  de'  due  angoli  DAE^  CBF  sono 
rispettivamente  paralleli,  i  loro  piani,  cio6  i  piani  deUe 
facce  opposte  AK^  B  //,  sono  paralleli.  [653]. 

Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  le  facce  A  Fy 
DH  sono  eguali  e  parallele.  Epper6  resta  dimostrato 
che  ecc. 

•G4.  Ofls.  Poich^  i  quattro  spigoli  di  un  rom- 
boide,  che  passano  per  i  vertici  di  una  stessa  fac- 
cia,  sono  paralleli  [639],  e  le  facce  opposte  sono 
parallele,  un  romboide  si  puo  1 660]  riguardare  qual 
prisma  in  tre  modi  diversi.  Prendendo  cioe  per  basi 
due  facce  opposte,  o  due  altre  opposte,  o  le  due  ri- 
manenti. 
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••&•  Teor*  Qualunque  sezione  di  un  romboide  d 
un  rombo. 

Dim.  Infatti,  poich^  le  facce  opposte  di  un  rom- 
boide giacciono  in  piani  paralleli,  le  intersezioni  fatte 
da  nn  piano  con  le  quattro  facce  del  prisma  indefi- 
nito,  di  cui  6  parte  nn  dato  romboide,  sono  a  due  a 
due  parallele,  epper6  la  sezione  stessa  e  un  rombo. 

•ae.  Se  le  basi  di  un  romboide  retto  sono  ret- 
tangoli,  tutte  le  facce  del  romboide  sono  rettangoli,  e 
il  romboide  si  dice  ortogonale, 

Tre  spigoli  di  un  romboide  ortogonale,  concor- 
renti  in  imo  stesso  vertice,  si  dicono  le  dimensioni  del 
romboide. 

Ott9*  Un  romboide  ortogonale,  le  cui  dimension! 
siano  eguali  tra  loro,  si  dice  cubo.  Le  facce  di  un 
cubo  sono  sei  quadrati  eguali. 

Poiiedro. 

sas.  Un  solido,  la  cui  superficie  sia  formata  di 
poligoni,  in  modo  che  ciascun  loro  lato  sia  comune 
a  due  di  essi  e  che  due  di  questi  poligoni  aventi  un 
lato  comune  giacciano  in  piani  distinti,  si  dice  po* 
liedro. 

In  un  prisma  abbiamo  un  esempio  di  un  poiiedro. 

I  poligoni,  che  compongono  la  superficie  di  un 
poiiedro,  i  vertici,  i  lati  dei  poligoni,  si  dicono  ri- 
spettivamente  le  faccBf  i  vertici,  gli  spigoli  del  po- 
iiedro. 

Un  poiiedro  non  pu6  aver  meno  di  quattro  fac- 
ce ;  se  ha  quattro  faced,  si  dice  tetraedro.  Se  le  facce 
sono  5,  6,  8,  12,  20, . . . ,  il  poiiedro  si  chiama  rispetti- 
vamente  pentaedro,  esaedro,  ottaedro,  dodecaedro^ 
icosaedro ,... 
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Un  poliedro  6  convesso,  se,  rispetto  a  ciascnna 
faccia,  tutti  i  vertici  che  non  appartengono  alia  fac- 
cia  che  si  considera,  sono  da  una  stessa  banda  del 
piano  della  faccia.  Ad  es.,  un  romboide  h  un  poliedro 
convesso;  cosi  un  prisma,  se  la  base  e  un  poligono 
convesso. 

Per  diedri  di  un  poliedro  convesso  s'  intendono  i 
diedri  convessi,  ciascuno  dei  quali  6  compreso  da  due 
facce  contigue. 

Angoloidi  di  un  poliedro  sono  gli  angoloidi,  cia- 
scuno dei  quali  ha  il  vertice  in  un  vertice  del  polie- 
dro e  per  ispigoli  gli  spigoli  del  poliedro  che  concor- 
rono  nel  vertice  che  si  considera.  (Questi  spigoli  si 
devono  poi  intendere  presi  in  tal  ordine,  che  ciascuna 
faccia  dell' angoloide  contenga  una  faccia  del  po- 
liedro). 

La  superficie  di  un  poliedro  convesso  (*)  divide 
lo  spazio  in  due  parti,  una  limitata  e  I'altra  illimita- 
ta.  Ghiameremo  interni  al  poliedro  i  punti  dell' una ; 
esterni  quelli  dell'altra. 

Delle  due  parti,  in  cui  lo  spazio  h  diviso  dalla 
superficie  di  un  poliedro  (non  intrecciato),  quella  li- 
mitata si  dice  solido  del  poliedro,  opiu  semplicemente 
poliedro,  senz'altro. 

Solidi  equivalenti. 

••••  Due  solidi,  che  abbiano  parte  della  lore 
superficie  comune  e  nessun  altro  punto  comune,  si 
dicono  adiacenti. 

(*)  Oppure  anche  concave ;  non  per6  intrecciato.  Un  po- 
liedro si  dice  non-intrecciato,  se  ciascuna  faccia  ha  il  sno 
contorno  e  nessun  altro  panto  in  comune  con  la  rimanente 
superficie  del  poliedro. 
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Ad  es.  due  romboidi  si  possono  rendere  adia- 
centi ;  anzi  in  innumerevoli  modi. 

•f  O*  Sopprimendo  la  parte  di  superficie  comune 
di  due  solidi  adiacenti,  ne  risulta  un  nuovo  solido, 
che  si  dice  somma  di  quei  due,  o  composto  di  quei 
due ;  e  questi  sono  parti  di  quello. 

Gosi  resta  stabilito  il  concetto  di  addizione  di 
due,  e  quindi  anche  di  quanti  si  vogliano  solidi  (*). 

G9I*  In  un  solido  finito  si  possono  segnare  su- 
perficie  che  lo  dividano  in  parti,  le  quali  pure  sono 
solidi  finiti ;  e  il  solido  primitivo  si  pu6  riguardare 
come  somma  di  quelli  in  cui  i  stato  diviso. 

Se  due  soUdi  sono  eguali  ed  uno  di  essi  6  comun- 
que  diviso  in  parti,  I'altro  si  pu6  dividere  in  parti 
nello  stesso  modo.  Infatti,  facendo  coincidere  i  due 
solidi,  si  ottiene  che  le  superficie  di  divisione  del- 
Tuno  dividano  egualmente  Taltro  solido. 

<I99»  Def.  Due  solidi,  che  si  possano  dividere  in 
parti  rispettivamente  uguali,  si  dicono  equivalents 

Due  solidi  eguali  sono  anche  equivalenti. 

098.  Teor*  Due  solidi  composti  di  parti  rispet- 
tivamente  equivalenti  sono  equivalenti. 

mm.  Analoga  a  quella  del  §  314. 

a'14.  Teor*  Due  solidi  equivalenti  ad  un  terzo 
sono  equivalenti  tra  loro. 

Dim*  Analoga  a  quella  del  §  315.  Invece  di  linee 
a,  si  dovranno  considerare  superficie  a;  ecc. 

•M*  Def.  Un  solido  si  dice  somma  di  altri  soli- 
di, quando  quello  e  questi  si  possono  dividere  in  parti 


{*)  Avvertiamo  che  non  sempre  due  solidi  si  possono 
rendere  adiacenti.  Epper6  in  questo  luogo  va  da  sS  che  s*in- 
tende  parlare  di  solidi  che  si  possano  rendere  adiacenti. 
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in  modo  che  ogni  parte  del  primo  eia  eguale  ad  una 
delle  parti  dei  secondi,  e  reciprocamente. 

•Ifll.  Teor.  Aggiungendo  a  solidi  equivalenti 
solidi  equivalenti,  at  oUengono  solidi  equivalenti. 

Dim*  Analoga  a  quella  del  §  317. 

•9f  •  Cor.  Solidi  equimultipli  di  solidi  equiva- 
lenti  8ono  equivalenti. 

a98.  Def.  Un  solido  finito,  che  sia  equivalente 
ad  una  parte  d'un'altro,  si  dice  minore  di  questo,  e 
questo  si  dice  maggiore  di  qnello. 

•99«  PoAtulAto  deir  eqalvalensa.  Una  parte 
d'un  solido  finito  nonpud  essere  equivalente  alVintero, 

•90«  Teor*  Se  un  solido  i  minore^  equivalente  o 
maggiore  d'un  altro,  non  pud  aver  luogo  rispettivO" 
mente  nessuno  degli  altri  due  cast. 

Dim.  Analoga  a  quella  dei  §§  345,  346. 

Prismi  equivalenti. 

•Si.  Teor.  Dtie  prismi  retti^  che  abbiano  basi 
eguali  ed  eguale  altezza,  sono  eguali, 

Dim.  Infatti,  rendendo  coincidenti  due  basi  dei 
prismi,  in  modo  che  questi  cadano  da  una  stessa 
banda  della  base  comune,  si  ottiene  che  ciascuno  spi- 
golo  laterale  d'un  prisma  coincida  con  uno  di  quelli 
delFaltro  [571],  e*  per  conseguenza  che  coincidano 
anche  i  due  prismi. 

e8t«  Teor.  Un  prisma  triangolare  i  equivalente 
a  un  prisma  retto,  che  ha  base  uguale  alia  sezione 
normale  del  prisma  dato,  e  altezza  eguale  al  lato  di 
questo  prisma, 

Dim.  Sia  un  prisma  trilatero  qualunque  ABCDEF] 
ABC^DEF sono le  basi. Dico che  esso  k equivalente 
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ad  un  prisma  retto,  che  ha  base  uguale  alia  sezione 
normale  del  prisma  dato,  e  altezza  eguale  al  lato  di 
codesto  prisma. 

1**.  Si  caliiio  dai  panti  A  e  Die  perpendicolari 
AH,  DK suUo  spigolo  Ci^  e  si  tirino  BH.EK. 

Poich^  AH  e  DK,  come  situate  in  uno  stesso 
piano  e  perpendicolari  a  nna  stessa  retta,  sono  paral- 
lele,  ed  anche  \e  AB,  DE  sono  parallele,  perchi  lati 
opposti  di  una  faccia  di  un  prisma,  i  piani  degli  an- 
goli  HA  By  KDE  sono  [653]  paralleli,  Pertanto  an- 
che il  poliedro  ABHDEK&  un  prisma  trilatero. 

Si  puo  dimostrare  senza  nessuna  di£Bcolt4  che  le 
facce  de'  tetraedri  ABC H,  DEFK  sono  rispettiva- 

mente  uguali  e  simil* 
mente  disposte ;  epperd, 
essendo  eguali  [624]  i 

N^ \     /  SI         loro  angoloidi  triedri 

/'B  \  7  XB        q1i^  hanno  i  vertici  in  C 

ed  in  F,  facendo  diven- 

tar  coincidenti  codesti 

angoloidi,  tali  divengono   anche  i  due  tetraedri.  £ 

cosi  h  manifesto  che  i  prismi  ABCDEFj  ABHDEK 

sono  equivalenti. 

II  nostro  ragionamento  suppone  che  uno  dei  punti 
H^  K  si  trovi  sul  segmento  CF,  e  non  vale,  senz'altro, 
per  il  caso  che  ambidue  i  piedi  delle  perpendicolari 
AH,  DK  cadessero  sopra  un  prolungamento  del  seg- 
mento CF. 

In  questo  caso,  prendendo  sulla  retta  CjPdei  seg- 
menti  consecutivi  eguali  a  CjP  ed  in  numero  suffi- 
ciente,  si  otterri  infine  che  uno  di  questi  segment! 
contenga  il  piede  di  una  delle  perpendicolari.  Ora, 
tutti  i  prismi  triangolari,  che  hanno  comuni  gli  spi« 
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goli  ABj  DE,  e  che  hanno  per  terzo  spigolo  uno 
dei  segmenti  considerati,  sono  equivalenti  tra  loro, 
perch^  per  due  consecntivi  qnalanque  valgono  le 
considerazioni  fatte  per  i  due  prismi  ABODE  Fed 
ABHDEK.  Epper6  possiamo  dire  che  in  ogni  caso, 
dato  nn  prisma  triangolare  ABCDEF^  si  pu6  de- 
dame  uno  di  equivalente  ABHDEK^  nel  quale  la 
faccia  A  D  KH  S  on  rettangolo. 

Ed  ora,  per  dispensarci  dal  costruire  una  nuova 
figura,  supponiamo  di  ribaltare  il  prisma  ottenutb,  in 
modo  che  la  faccia  rettangolare,  che  si  trova  sul  di- 
nanzi,  divenga  la  faccia  inferiore.  E  bib,  ABODE F 
il  prisma  in  questa  nuova  disposizione. 

2°.  Ora  dai  punti  A  e  D  si  calino  le  perpendico- 
lari  AHjDK  sullo  spigolo  OF,  e si  tirino  BHedEK. 
Cosi  si  ottiene  nn  prisma  ABHDEK,  che,  per  quanto 
si  &  gii  dimostrato,  ^  equivalente  al  prisma  ABODEF, 
e  quindi  anche  [674]  al  prisma  primitive.  Esso  ha  i 
lati  eguali  ai  lati  di  questo  prisma,  -perch^,  come  e 
facile  riconoscere,  tutti  i  prismi  che  abbiamo  con- 
siderate hanno  uno  spigolo  laterale  comune.  Besta 
da  provare  che  la  base  ABH  ela, sezione  normale  del 
prisma  dato. 

Percio  basta  osservare  che  tutti  i  prismi,  che  ab- 
biamo considerate,  sono  tutti  tagliati  fuori  da  uno 
stesso  prisma  indefinite,  epper6,  essendo  retti  gli  an- 
goli  BAD,  HA  D,  e  per  conseguenza  [566]  perpendi- 
colare  ai  lati  dei  prismi  il  piano  deirangolo  HAB,  il 
triangolo  HA  B  6  appunto  una  sezione  normale  del 
prisqia  dato.  Conchiudiamo  che  ecc, 

•9S.  Teor*  Due  prismi,  che  dbbiano  sezioni  nor- 
mali  equivalenti  e  spigoli  laterali  eguali,  sono  equi^ 
valenti. 
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■i.  l^  Oonsideriamo  prima  il  caso  che  i  due 
prismi  siano  triangolari  e  che  le  sezioni  nonuali  siano 
egaali. 

Sappiamo  [682]  che  i  due  prismi  sono  rispettiva- 
mente  equivalenti  a  dae  prismi  retti  aventibasi  eguali 
alle  sezioni  normali  dei  prismi  dati  e  altezze  ugnali  ai 
loro  spigoli  laterali.  Ma  codesti  due  prismi  sono  eguali 
[681] ;  quindi  [674]  iprismi  dati  sono  equivalenti,  c.  d.  d. 

2°.  Passiamo  a  considerare  il  caso  di  due  prismi, 
la  cui  sezioni  normali  siano  due  poligoni  qualunque. 

In  questo  caso  una  sezione  normale  d*un  prisma 
ed  una  dell'  altro,  poiche  sono  equivalenti,  si  possono 
dividere  in  uno  stesso  numero  di  poligoni  rispettiva- 
mente  uguali,  e  quindi  anche  in  uno  stesso  numero 
di  triangoli  rispettivamente  uguali. 

Imaginiamo  che  le  sezioni  siano  cosi  divise  e  di 
condurre  per  tutti  i  vertici  dei  triangoli  delle  rette 
rispettivamente  parallele  agli  spigoli  laterali  dei  pri- 
smi. E  segniamo  le  striscie,  ciascuna  delle  quali  6  con- 
tenuta  da  due  parallele  passanti  per  due  vertici  d'  uno 
stesso  triangolo  (*).  In  questo  modo  i  due  prismi  ven- 
gono  divisi  in  uno  stesso  numero  di  prismi  trian- 
golari; che  sono  rispettivamente  equivalenti,  perchS 
hanno  sezioni  normali  eguali  e  spigoli  laterali  eguali. 
[651].  Per  conseguenza  [673]  anche  i  due  prismi  dati 
sono  equivalenti,  c.  d.  d. 

e94.  Teor.  II  piano^  che  passa  per  due  spigoli 

m 

{*)  Si  pu6  indicare  la  costruzione  della  striscia,  i  cui  lati 
passano  per  due  dati  pnnti  AB  e  sono  parallel!  ad  nna  retta 
CD,  dicendo  di  proiettare  il  segmento  AB,  parallelamente 
alia  retta  CD.  Cosl,  nel  nostro  caso  si  direbbe  di  proiettare 
parallelamente  ai  lati  del  prisma  qnei  lati  dei  triangoli  che 
non  fanno  parte  del  contorno  della  sezione. 
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opposti  di  un  romboide,  divide  il  romboide  in  duepri- 
smi  equivalenti. 

Him.  Sia  un  romboide  AH.  Per  due  spigoli 
opposti,  ad  es.  per  i  due  KD^  FB^  si  faccia  passare 
un  piano  [639].  Dico  che  i  due  prismi  triangolari 
ABDEFK,  BCDFHK,  in  cui  resta  diviso  il  rom- 
boide, sono  equivalenti. 

Perci6  si  tagli  il  rom- 
boide con  un  piano,  che 
siaperpendicolare  alio  spi- 
golo  AE.^bLMNPk^ld, 
sezione,  essa  e  un  rombo 
[665],  che  vien  diviso  dal 
piano  KFBDnei  due  trian- 
goU  eguaK  LPM,  NMP. 
Ma  questi  triangoli  sono 
sezioni   normali    dei  due 

prismi,  i  quali  inoltre  hanno  eguali  gli  spigoli  laterali. 
Pertanto  i  due  prismi  sono  equivalenti  [683],  c.  d.  d. 

II9&.  Teor.  Due  romboidi^  che  abbiano  una  fac- 
cia eguale,  ed  eguali  le  altezze  corrispondenti,  sono 
equivalenti. 

Him.  Nei  due  romboidi  AH^  A*H'  siano  eguali 


N'       tf 


le  faoce  A  C,  A'C\  ed  eguali  le  altezze  corrispondentL 
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Siano  LN^  L'N'  due  sezioni  fatte  con  piani 
perpendicolari  agli  spigoli  AB  ed  A'B\  Codeste  due 
sezioni  sono  equivalenti,  perch^  i  lati  L  M,  L'M\  come 
altezze  [565]  di  rombi  eguali,  sono  egnali ;  e  rispetto 
a  questi  lati  le  sezioni  hanno  egnali  altezze,  dacchd 
queste  sono  le  altessze  [607]  dei  romboidi  rispetto  alle 
facce  il  C  ed  il'C". 

Se  ora  rigaardiamo  i  romboidi  come  due  prismi 
aventi  per  basi  BH  e  B'H\  troviamo  che  hanno 
le  sezioni  normali  eqnivalenti  ed  egnali  gli  spigoli  la- 
terali.  Pertanto  [683]  essi  sono  eqnivalenti,  c.  d.  d. 

•9II.  Teor.  Due  prismi  triangolari,  che  iibbiano 
baei  eguali  ed  altezze  eguali,  sono  equivalents 

Him.  Nei  due  prismi  triangolari  ABCDEFy 
A'B'C'D'E'F'  siano  egnali  le  basi  ABC,  A'B'C\ 
ed  egnali  le  altezze. 


Diviso  per  meti  il  lato  CBin  Hj  si  tiri  per  H  la 
EL  parallela  ad  il (7,  e  per  CIaCL  parallela  SkdAB. 
Per  i  pnnti  K,H,L  si  tirino  poi  le  rette  KM^HN, 
LO  parallelamente  ad  ^12)  e  fino  ad  incontrare  il 
piano  DEF.  Con  qnesta  costruzione  si  ottengono  due 
prismi  triangolari  ^rir^-N^Af^,  CHLFNO,  che  sono 
eqnivalenti,  perchd  hanno  eguali  ( come  &  facile  pro- 
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vare )  le  sezioni  normali  e  gli  spigoli  lateral!.  Ora  que- 
sti  due  prismi  soiio  parti,  uno  del  prisma  ABCDEF, 
I'altro  del  romboide  A  0,  i  quali  hauno  il  rimanente  ia 
comune.  Per  consegaenza  [673]  il  prisma  ed  il  rom- 
boide sono  equivalenti. 

Con  analoga  costruzioiie  si  ottiene  il  romboide 
A'O'  equivalente  al  prisma  A'B'C'D'E'F'. 

Ma  perch^  le  basi  dei  romboidi  A  0,  A'O'  sono 
egnali  (perchi  sono  eguali  i  triangoli  ABC^  A'B'C  ) 
e  sono  eguali  le  altezze,  i  due  romboidi  sono  equiva- 
lenti [685];  e  per6  [674]  sono  equivalenti  tra  loro 
anche  i  prismi  dati,  c.  d.  d. 

a89«  Teor.  Du£  prismi^  che  abbiano  boH  equi" 
volenti  ed  altezze  uguali,  sono  equivalenti, 

Him.  Le  basi  dei  due  prismi;  poicli^  sono  equi- 
valenti, si  possono  dividere  in  uno  stesso  numero  di 
poligoni  rispettivamente  uguali,  e  quindi  anche  in 
uno  stesso  numero  di  triangoli  rispettivamente  ugua- 
li. Per  conseguenza  i  due  prismi  si  possono  dividere 
in  egual  numero  di  prismi  triangolari,  che  sono  equi- 
valenti, ciascuno  a  ciascuno,  perche  hanno  basi  eguali 
ed  eguali  altezze  [686].  Quindi  i  prismi  dati  sono  equi- 
valenti [674],  c.  d.  d. 

<I89«  €er.  Un  prisma  i  equivalente  ad  un  rom^ 
boide  ortogonale,  che  ha  base  equivalente  a  quella  del 
prisma  ed  altezza  eguaU  alValtezza  del  prisma, 

•^•«  Pvobl*  Costruire  un  romboide,  che  sia  equi- 
valente ad  un  prisma  dato  ed  abbia  un' altezza  eguale 
ad  un  dato  segmento. 

RIsol.  Si  oostruisca  dapprima  un  romboide,  che 
sia  equivalente  al  prisma  dato  [340,  687].  Sia  AHco- 
deeto  romboide,  e  sia  poi  s  il  dato  segmento. 

Prolungato  uno  spigolo  del  romboide,  ad  es.  lo 
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spigolo  AB,  si  faccia  BL^  s.  Quindi,  prolungando 
DC  e  tirando  per  L  la  parallela  a  j5 (7,  si  compia  il 
rombo  CL.  8i  tin  MB,  e  sia  N  il  panto  d'incontro 

delle  rette  MB  eDA.  Infine 
si  tiri  per  N  la  parallela  ad 
A  B'j  e  sia  P  il  panto  dove 
essa  incontra  ML]  e  dicasi 
0  il  panto  d'incontro  delle 
retteC-BediV^P. 

Sappiamo  [329J  che  i 
rombi  AC edOL sono  eqai- 
valenti;  epper6  an  romboide  JS,  che  abbia  OL  per 
base  e  altezza  egaale  a  quella  del  romboide  AH^  e 
eqaivalente  [687]  ad  AH. 

Infine;  facendo  nel  romboide  E  ana  sezione  nor- 
male  con  an  piano  perpendicolare  ABLje  costraendo 
poi  an  romboide  retto  8  con  base  agaale  alia  detta 
sezione  e  altezza  egaale  a  j5£,  si  avra  in  qaest'altimo 
romboide  ana  solazione  del  problema. 

IMni.  Infatti  il  romboide  8  6  eqaivalente  [683J 
al  romboide  By  e  qoindi  [674]  anche  al  romboide  AH 
ed  al  prisma  dato;  ha  poi  ana  altezza  egaale  a  jBjL, 
ciod  al  dato  segmento  8. 

••O.  ProM*  Costruire  un  prismaf  che  sia  equU 
valente  ad  un  prisma  dato  ed  abbia  per  base  un  po- 
ligono  dato. 

nisei.  Si  trasformi  il  prisma  dato  in  an  romboide 
ortogonale  ^£r(vedi  fig.  prec),  ed  il  poligono  dato 
in  an  rettangolo,  che  abbia  an  lato  egaale  alio  spi* 
golo  BF.  L'altra  dimensione  del  rettangolo  si  metta 
sal  prolangamento  dl  AB  in  BL.  Poi  si  faccia  la 
stessa  costrazione  che  nel  problema  precedente.  Infine 
si  costraisca  an  prisma  P,  che  abbia  per  base  il  poli- 
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gono  dato  ed  altezza  egoale  a  J30.  Codesto  prisma 
i  il  domandato« 

Dim.  Infatii  il  prisma  P  ed  il  romboide  FPj 
peroh^  hanno  altezze  ugnali  a  BO  e  basi  equivaleiiti, 
sono  [687]  equivalenti.  H  romboide  FP  6  poi  equi- 
valente  [687]  al  romboide  AH,  e  questo  al  prisma 
dato ;  per  consegaenza  [674]  anche  il  prisma  P  ^  eqoi- 
valente  al  prisma  dato.  Ha  poi  le  basi  eguali  al  poli- 
gono  dato;  quindi  esso  h  il  prisma  ricbiesto. 

••!•  ProM.  Costruire  un  prisma^  che  sia  la  som'- 
ma  di  alquanti  prismi  datu 

ms«l*  Si  trasformino  i  prismi  P  dati  in  altri 
prismi  P'  ayenti  medesima  altezza  qualanqiie  [689]. 
Poi  si  costroisca  un  prisma  S,  che  abbia  questa  stessa 
altezza  e  base  equivalente  alia  somma  delle  basi  dei 
prismi  P^  Codesto  prisma  &  il  solido  domandato. 

DIni*  Infatti,  poicbe  la  base  del  prisma  iS  e  la 
somma  delle  basi  dei  prismi  P'y  la  base  del  prisma  S 
e  quelle  dei  prismi  P'  si  possono  decomporre  in  trian- 
goli  rispettivamente  uguali ;  quindi  anche  il  prisma 
8 ei  prismi P'  si  possono  decomporre  in  prismi  ri- 
spettivamente equivalenti.  Quindi  il  prisma  S  &  equi- 
valente alia  somma  dei  prismi  P*  [675],  e  per  oonse- 
guenza  anche  alia  somma  dei  dati  prismi  P. 

••••  Pr«bl.  Eiconoseere  se  due  prismi  sano 
equivalenti. 

nisol.  Chiamiamo  A  e  Bi  due  prismi  dati.  Per 
riconoscere  se  essi  sono  equivalenti,  se  ne  trasformi 
uno,  ad  es.  il  prisma  Bj  in  un  prisma  Cy  che  abbia  la 
stessa  altezza  del  prisma  A;  e  poi  si  confrontino  [347] 
le  basi  dei  prismi  A  eC.  8e  le  basi  sono  equivalent], 
tali  sono  i  due  prismi,  e  quindi  [674]  anche  i  due  pri- 
smi dati  Ae  B, 
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Nel  caso  che  le  basi  siano  disugaali,  e  sia,  ad  es., 
la  base  del  prisma  A  la  maggiore  [348],  in  tal  caso 
dal  prisma  A  si  pa6  tagliar  via  una  parte,  che  sia 
eqnivalente  al  prisma  £7,  e  quindi  anohe  al  prisma  B ; 
epper6  il  prisma  A  6  maggiore  [678]  del  prisma  B,  e  i 
due  prismi  non  sono  eqaivalenti  [680]. 

•OS.  Teor.  Se  un  prisma  di  data  base  ha  Val- 
Uzza  piccola  abbastama,  il  prisma  d  minore  di  un 
solido  data  qualunque. 

DIfiM.  Chiamiamo  B  la  base  data  ed  b  il  solido 
dato.  Presa  di  questo  solido  una  parte  d,  che  sia  un 
prisma,  si  trasformi  questa  parte  in  un  prisma  Q,  che 
abbia  le  basi  eguali  al  poligono  B  [690].  Chiamiamo 
H  I'altezza  di  codesto  prisma.  Ora,  se  un  prisma  ha  le 
basi  eguali  al  poligono  B  e  altezza  minore  del  seg- 
mento  H^  esso  ^  minore  del  prisma  Q  [678],  ossia  del 
prisma  a>,  e  quindi  &  anche  minore  del  solido  £. 

•94.  Teor*  Se  un  prisma  di  data  altezza  ha  la 
hose  piccola  abbastama,  esso  i  minore  di  un  solido 
dato  qualunque. 

Him.  Chiamiamo  H  I'altezza  ed  s  il  solido  dato. 
Preso  da  questo  una  parte  che  sia  un  prisma,  si  tras- 
formi questa  parte  in  un  prisma  g>  avente  altezza 
eguale  ad  H  [689] ;  e  chiamiamo  B  la  sua  base.  Un 
prisma,  che  abbia  altezza  uguale  ad  ^  e  base  minore 
di  B^  &  minore  [678]  del  prisma  m  e  quindi  anche 
del  solido  s. 

Esercizf. 

953.  Tagliare  an  cubo  in  modo  che  la  sezione  sia  egaale  a  nn 
rombo  dato. 

954.  Le  diagonali  di  nn  romboide  e  i  segmenti,  che  nniscono  i 
pnnti  d'incontro  delle  diagonali  didnefacce  oppo8te,pa8- 
sano  per  nno  stesso  panto. 
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955.  Se  le  diagonali  di  un  prisma  quadrangolare  passano  per 
uno  stesso  panto,  il  prisma  k  an  romboide. 

956.  La  somma  delle  distanze  dei  vertici  di  an  romboide  da  an 
piano,  che  non  lo  interseca,  6  ottapla  della  distanza  del 
panto  d^ncontro  delle  diagonali  del  romboide  dal  piano 

stesso. 

957.  II  qaadrato  della  diagonale  di  an  romboide  ortogonale  h 
eqaivalente  alia  somma  dei  quadrati  delle  tre  dimensioni. 

958.  n  cnbo  della  somma  di  dae  segment!  h  eqaivalente  alia 
somma  de'  cabi  dei  segmenti,  piti  il  triplo  del  romboide 
cbe  ba  per  base  il  rettangolo  de'  segmenti  e  altezza  egaale 
alia  loro  somma. 

959.  Se  per  il  panto  d'  incontro  delle  diagonali  di  an  cabo  si 
condace  un  piano  perpendicolare  a  ana  diagonale,  la  se- 
zione  risaltante  6  an  esagono  regolare. 

960.  In  an  romboide  la  somma  de'  diedri  h  agaale  a  12  retti.  E 
in  an  prisma  di  n  lati  ^  agaale  a  4  ( n  —  1 )  retti. 

961.  Trovare  il  lato  di  an  cabo,  data  la  diagonale. 

962.  In  an  prisma  triangolare  indefinito,  a  facce  agaali  sono 
opposti  diedri  eguali ;  e  reciprocamente.  E  a  faccia  mag- 
giore  h  opposto  diedro  maggiore ;  e  reciprocamente. 

963.  Se  la  sezione  normale  di  an  prisma  6  an  poligono  rego- 
lare, la  somma  delle  distanze  di  an  panto  preso  nell'  in* 
terno  del  prisma  dalle  facce  laterali  e  dalle  basi  del  prisma 
h  costante. 

964. 1  centri  di  gravity  de'  triangoli,  cbe  sono  sezioni  di  an 
prisma  triangolare  indefinito,  sono  in  linea  retta. 

965.  La  saperficie  laterale  di  an  tronco  di  prisma  (*)  triango- 
lare ^  eqaivalente  a  an  rettangolo  che  ba  per  base  il  peri- 
metro  di  ana  sezione  normale,  e  altezza  egaale  alia  di- 
stanza dei  centri  di  gravity  delle  basi  del  tronco. 

966.  Un  tronco  di  romboide  ^  eqaivalente  a  an  romboide,  cbe 
ba  per  base  ana  sezione  normale,  e  altezza  egaale  al  qaarto 
della  somma  de*  qaattro  spigoli  laterali. 

967.  Un  tronco  di  prisma  triangolare  6  eqaivalente  ad  an  pri- 
sma, cbe  ba  per  base  una  sezione  normale,  e  altezza 
egaale  alia  distanza  de'  centri  di  gravity  delle  basi. 

{*)  Cos)  si  chiaoia  la  parte  di  un  prisma  iodeflnito  compresa  tra  due 
piani  non  paralieli,  che  si  tagliano  esteroamente  al  prisma. 


CAPITOLO  XX 


P  I  R  A  M  I  D 


Definizioni  e  teoremi  reiativi  alia  piramide. 

••A.  Preso  on  poligono,  a  contorno  non  intrec- 
ciato,  6  un  panto,  che  non  giaccia  nel  piano  del 
poligono,  si  conducano  da  questo  panto  e  jier  i  ver- 
tici  del  poligono  dei  raggi,  e  si  considerino  gli  an- 
goli  convessi  compresi  da  ciascana  coppia  di  raggi 
passanti  per  dae  yertici  consecativi  (*).  Gosl  si  ottiene 
ana  figara  aperta,  che  si  chiama  piramide  indefinita 
(angoloide,  spazio  piramidale), 

U  panto  comane  ai  raggi,  i  raggi,  gli  angoli,  si 
dicono  ordinatamente  il  vertice,  gli  spigoli,  le  facce 
della  piramide  indefinita;  il  poligono  primitivo  ed 
ogni  altro  formato  dalle  intersezioni  delle  facce  con 
an  piano  che  tagli  tatti  i  lati  della  piramide,  si  di- 
cono sezioni  della  piramide. 

Per  piramide,  senz'  altro,  s'  intende  piji  freqaen- 
temente  il  solido  limitato  da  ana  sezione  di  ana  pira- 
mide indefinita  e  da  qaeUa  parte  della  saperficie  della 
piramide  che  &  dalla  banda  della  sezione  dove  si  trova 
il  vertice.  La  sezione  si  dice  allora  bcufe  della  pirami- 
de;  e  si  chiama  superficie  laterale  I'insieme  dei  trian- 
goli,  che  hanno  an  vertice  in  comane  nel  vertice 
della  piramide,  e  an  lato  in  comane  con  la  base.  Per 

{*)  Si  pu6  accennare  la  costruzione  di  codesti  angoli  di- 
cendo  di  proiettare  i  lati  del  poligono  dal  punto  preso  fuori 
del  piano  del  poligono. 
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altezza  della  piramide  s'intende  la  distanza  [581]  del 
vertice  dalla  base. 

Una  piramide  si  dice  triangolare,  quadrangola- 
re,  ecc,  secondo  il  nnmero  delle  facce  lateral!,  o,  cio 
che  6  lo  stesso,  secondo  il  numero  del  lati  della  base. 

Una  piramide  triangolare,  perchd  e  un  solido  con- 
tenuto  da  quattro  facce,  suol  dirsi  pii!l  spesso  tetrae* 
dro,  senz'  altro.  Un  tetraedro  h  una  piramide  in  cui 
una  qualanque  delle  facce  si  puo  assumere  per  base. 

Quando  la  base  di  una  piramide  h  un  poligono 
regolare,  e  il  piede  della  perpendicolare,  calata  dal 
vertice  sulla  base,  cade  nel  centre  della  base,  la  pi- 
ramide si  dice  regolare. 

La  parte  di  uno  spazio  piramidale,  compreso  tra 
due  sezioni  i  cui  piani,  o  siano  paralleli,  o  si  seghino 
estemamente  alle  sezioni  stesse,  si  dice  tronco  di  pU 
ramide ;  quando  le  sezioni  sono  parallele,  il  tronco  si 
dice  a  basi  parallele.  In  questo  caso  la  distanza  [652] 
delle  basi  si  chiama  altezza  del  tronco. 

••••  Teor.  Due  sezioni  parallele  di  una  pira^ 
mide  indefinita  sono  po- 
ligoni  simili. 

Dim.  Sia  una  pi- 
ramide indefinita  qua- 
lunque  VABCDE\edi 
ABCDE.A'B'C'D'E' 
siano  due  sezioni  pa- 
rallele. Dico  che  esse 
sono  simili. 

Intanto,  perche  le 
intersezioni  fattein  due 
piani  paralleli  da  un 
terzo  piano  sono  [647]  parallele,  i  lati  delle  due  se- 
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zioni  sono  rispettivamente  parallel!,  eppero  gli  angoli 
delle  sezioni  sono  [653]  rispettivamente  uguali. 

Ora,  considerando  i  triangoli  VAB^  VA'B\  ab- 
biamo  [450] : 

AB  :  A'B'   =   VB  :  Fi?'; 
e  dai  triangoli  VBC,  VB'C  si  ha: 

fBC  :  B'C  =   VB  :  VB'] 
perci6  [390]  anche : 

AB  :  A'B'  =  BC  :  B'C 

Le  sezioni  hanno  adunque  angoli  ordinatamente 

uguali  e  lati  proporzionali,  sono  dunque  simili,  c.  d.  d. 

••v.  Teor.  Se  due  piramidi  hanno  eguali  altezze 

e  haai  equivalenti,  due  sezioni  parallele  alle  biisi  ed 

equidistanti  dalle  basij  sono  equivalenti. 

Dim.  1^.  Dobbiamo  considerare  dapprima  il  caso, 
in  cui  le  basi  delle  due  piramidi  sono  due  triangoli 
eguali.  Proveremo  cbe  allora  anche  le  sezioni,  fatte 
con  piani  paralleli  alle  basi  ed  equidistant!  dalle  basi, 
sono  eguali. 

Siano  adunque  i  due  tetraedri  A  BCD,  EFHK. 
Siano  eguali  le  basi  BCD,  FHK,  ed  eguali  le  al- 
tezze AM,  EN.  Presi  su  queste  due  segment!  eguali 

MM\NK\^Qr 
M'  e  per  N'  si 
conducano  due 
piani  rispetti- 
vamente paral- 
leli alle  basi.  Di- 
ce chele  sezioni 
B'C'D\F'WK' 
sono  eguali. 
Se  per  i  ver- 
tici  ^  ed  £  imaginiamo  condotti  i  piani  paralleli 
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alle  basi,  e  poi  consideriamo  quel  segment!  delle  A  Mj 
il  J3  da  una  parte,  e  delle  EN^  EF  dall'altra,  che 
sono  compresi  tra  i  piani  parallel!,  troviamo  [655]  che: 

AB  :  AB'  =.  AM  :  AM' 

ed  EF  :  EF'  z=  EN  :  EN'. 

In  queste  proporzioni  i  secondi  rapporti  sono  eguali, 
perch^  e  AM  =  EN  per  dato,  ed  ^if'  =  EN' 
per  costruzione.  Quindi  anche : 

AB  :  AB'  =  EF  :  EF'. 

D'altra  parte,  perchfe  B'C  6  [647]  parallela  a  5(7, 
ed  F'H'  ad  FH,  abbiamo  [450] : 

AB  :  AB'  —  BC  :  B'C 

ed  EF  :  EF'  =  FH  :  F'H'; 

quindi  anche : 

BC  :  B'C   =   FH  :  F'H'. 

Ma  e  BC^FH, perch6 lati  corrispondenti  nei  trian- 
goli  eguali  B  CD,  FHK]  quindi  e  anche  B'C  =  F'H'. 
Nel  modo  stesso  si  proverebbe  essere: 

CD'  =  H'K'      e      B'D'  =  F'K'. 

Eppero  i  triangoli  B'CD',  F'H'K'  sono  eguali. 

2°.  Passiamo  ora  a  considerare  il  caso  generale, 
quelle,  cio^,  in  cui  le  basi  delle  due  piramidi  sono 
equivalenti. 

Poiche  le  basi  sono  equivalenti,  noi  possiamo  sup- 
porle  divise  in  poligoni  rispettivamente  uguali,  epper6 
anche  in  triangoli  rispettivamente  uguali.  Per  conse- 
guenza  le  piramidi  date  si  possono  imaginare  divise 
in  egual  numero  di  tetraedri  aventi  basi  rispettiva- 
mente uguali  e  medesima  altezza.  E  poichd,perquanto 
abbiamo  provato  precedentemente,  le.sezioni,  fatte 
in  ciascuna  delle  coppie  dei  tetraedri  da  piani  equidi- 
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stanbi  dalle  basi,  sono  eguali  tra  loro,  le  sezioni,  fatte 
nelle  piramidi  da  piani  equidistanti  dalle  basi  sono 
compbste  di  triangoli  rispettivamente  uguali,  epper6 
sono  eqnivalenti.  Adnnque,  ecc. 

••9.  Te«r.  La  superficie  laterale  di  una  pira- 
mide  regolare  i  equivalente  ad  un  triangolo,  eke  ha 
base  uguale  al  perimetro  della  base  delta  piramide,  e 
altezza  eguale  alV  apotema. 

Him.  Sia  VABCDE  una 
piramide  regolare.  La  perpendi- 
colare  VH^  calata  dal  vertice  snl 
piano  della  base,  ha  quindi  il 
piede  H  nel  centre  del  poligono. 
E  perchd  le  oblique,  che  hanno 
proiezioni  eguali,  sono  eguali 
[584],  in  una  piramide  regolare  i 
segmenti,  che  uniscono  il  vertice  della  piramide  coi 
punti  di  mezzo  dei  lati  della  base,  sono  eguali. 

E  perchS  i  segmenti,  che  uniscono  il  centre  della 
bskse  coi  punti  di  mezzo  de'  suoi  lati,  sono  perpendico- 
lari  a  questi  lati,  i  segmenti,  che  uniscono  il  vertice 
della  piramide  regolare  coi  punti  di  mezzo  dei  lati 
della  base,  sono  anch'  essi  perpendicolari  a  questi  lati 
[573].  II  vertice  di  una  piramide  regolare  ha  dunque 
uguale  distanza  dai  lati  della  base ;  codesta  distanza 
si  dice  apotema  della  piramide.  Ora  proveremo  che 
la  superficie  laterale  della  piramide  h  equivalente  ad 
un  triangolo,  che  ha  base  uguale  al  perimetro  della 
base  e  altezza  eguale  all'  apotema. 

A  tal  fine  imaginiamo  di  portare  sopra  una  stessa 
retta  e  consecutivamente  tanti  segmenti  eguali  ai  lati 
della  basC;  quanti  sono  questi  lati,  e  di  unir  poi  le 
estremita  di  tutti  i  segmenti  con  un  punto,  che  abbia 


—  464  — 

dalla  retta  distanza  eguale  all'apotemadellapiramide. 
I  triangoli,  cosi  formati,  sono  equivalenti  alle  faoce 
della  piramide,  come  quelli  che  hanno  basi  ed  altezze 
rispettivamente  ugnali  alle  basi  e  alle  altezze  delle 
facce.  Epper6  [317]  anche  il  triangolo,  che  6  compo- 
sto  dai  triangoli  parziali;  h  equivalente  alia  superficie 
laterale  della  piramide.  Cosi  si  k  dimostrato  che  ecc, 
•99«  Osa.  E  chiaro  che  la  precedente  proposi- 
zione  vale  anche  per  la  superficie  laterale  di  una  pi- 
ramide, che  abbia  per  base  an  poligono  qualunque 
circoscritto  ad  nn  cerchio,  e  il  vertice  in  un  punto 
della  perpendicolare  tirata  al  piano  della  base  per  il 
centre  del  cerchio.  Infatti  anche  in  questo  caso  le 
perpendicolari,  calate  dal  vertice  della  piramide  sni 
lati  deUa  base,  sono  egaali  tra  loro  [209, 573,  136J. 
Anche  in  questo  caso  la  distanza  del  vertice  della 
piramide  dai  lati  della  base  si  dice  apotema  della 
piramide. 

Equivalenza  tra  piramidi  e  prismi. 


900.  0ef.  Due  solidi,  che  siano  compresi  tra 

due  classi  conti" 
gue,  si  dicono  e- 
quivalenti. 

90i.  Teor.  Due 
tetraedri,  che  ab^ 
hiano  basi  equiva- 
lenti ed  altezze  u- 
guali,  sono  equi- 
volenti. 
mm.  Nei  tetrae- 
dri ABCD,  EFHK  le   facce   BCD,   FHK  siano 
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equivalent! ;  e  le  altezze  relative  a  codeste  facce  siano 
eguali.  Dico  che  i  tetraedri  sono  equivalenti. 

Si  dividano  le  due  altezze  in  un  nnmero  qualun- 
que  di  parti  eguali,  e  per  i  pnnti  di  divisione  si  tirino 
dei  piani  rispettivamente  paralleli  alle  basi.  Le  se- 
zioni,  che  questi  fanno  nei  due  tetraedri,  sono  rispet- 
tivamente equivalenti  [697].  Ed  ora  sulle  basi  de'  te- 
traedri e  su  ciasGuna  delle  sezioni  si  costruiscano  dei 
prismi,  in  modo  che  ciascuno  abbia  per  uno  spigolo 
laterale  una  qualsivoglia  di  quelle  parti  di  spigoli  de' 
tetraedri,  che  sono  comprese  tra  la  sezione  che  si  con- 
sidera  e  la  prossima  superiore.  I  prismi  cosi  ottenuti 
si  diranno  circoscritti.  E  manifesto  che  i  due  tetrae- 
dri sono  rispettivamente  minori  [678]  dei  due  solid! 
che  sono  composti  con  i  prismi  circoscritti. 

Se  poi  confrontiamo  uno  qualsivoglia  dei  prismi, 
che  sono  in  una  figura,  col  corrispondente  nelFal- 
tra,  riconosciamo  che  sono  [687]  equivalent!;  come 
quell!  che  hanno  basi  equivalenti  e  medesima  altezza. 
Per  conseguenza  la  somma  de'  prismi,  che  sono  da 
una  banda,  e  [673]  equivalente  alia  somma  de'  prismi 
che  sono  dall'  altra ;  eppero,  se  dinotiamo  con  Z  V  una 
o  r  altra  delle  due  somme,  possiamo  poi  dire  che  am- 
bidue  i  tetraedri  sono  minori  di  uno  stesso  solido  S, 

Ora,  prendendo  ciascuna  delle  sezioni  per  base 
(superiore)  e  per  ispigolo  laterale  una  qualsivoglia  di 
quelle  parti  di  spigoli  de'  tetraedri,  che  sono  com- 
prese tra  il  piano  della  sezione  che  si  considera  e 
quelle  della  sezione  prossima  inferiore,  si  costruiscano 
dei  prismi  (*).  I  prismi,  cosi  ottenuti,  si  diranno  iscrit- 
ti,  E  manifesto  che  i  tetraedri  sono  rispettivamente 

(*)  Nel  nostro  disegno,  per  maggiore  chiarezza,  sono  rap- 
presentati  soltanto  !  prismi  circoscritti  al  tetraedro  ABCD, 

80 
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maggiori  [678]  del  due  solidi  che  sono  composti  con 
i  prismi  iscritti. 

E  percbe  ancora  tutti  i  prismi,  che  sono  da  una 
banda,  sono  [687]  equi valenti  rispettivamente  a  quelli 
che  sono  dall'altra,  anche  la  somma  dei  primi  e 
equivalente  alia  somma  dei  second!  [673];  epper6y 
se  indichiamo  con  £'  I'nna  o  I'altra  delle  dne  som- 
me,  possiamo  poi  dire  che  i  teiraedri  dati  sono  mag- 
giori ambidae  di  nno  stesso  solido  S  \ 

Se  poi  consideriamo  i  prismi  circoscritti  e  i  pri- 
smi iscritti,  che  si  troyano  in  nno  stesso  tetraedro,  ve- 
diamo  che  ciascnno  dei  primi  e  eqnivalente  a  quello 
dei  secondi  che  gli  d  immediatamente  sottoposto  [687] ; 
e  che  pertanto  la  dijSerenza  tra  la  somma  27  e  la  som- 
ma Z'  h  per  I'appnnto  il  maggiore  dei  prismi  circo- 
scritti ;  qnello  nna  cui  base  6  la  base  stessa  del  te- 
traedro. 

Ed  era  imaginiamo  di  andar  indefinitamente  cre- 
scendo il  nnmero  n,  e  di  formare  due  classi :  una  con 
le  somme  di  prismi  circoscritti  e  1'  altra  con  le  somma 
di  prismi  iscritti,  corrispondenti  ai  singoU  valori  di  n. 
Dico  che  codeste  due  classi  sono  contigue. 

Intanto,  ogni  somma  di  prismi  circoscritti  e  mag- 
giore di  qualunque  somma  di  prismi  iscritti  [678]. 

E  si  possono  poi  trovare  dne  elementi,  uno  della 
classe  maggiore  ed  uno  della  classe  minore,  la  cui 
differenza  sia  minore  di  qualunque  solido  o  dato.  In- 
fatti^  quando  n  sia  grande  abbastanza;  la  differenza 

e  soltanto  gli  iscritti  nell'altro  tetraedro.  Avvertiamo  non 
essere  necessario  che,  ad  es.,  i  prismi  circoscritti  alle  parti  del 
tetraedro  ABCD  abbiano  tutti  tra  i  loro  spigoli  laterali  nna 
parte  di  nno  stesso  spigolo  del  tetraedro.  Altrettanto  dicasi 
de'  prismi  iscritti. 
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tra  Id  corrispondenti  due  somme  di  prismi,  cio&  il 
corrispondente  prisma  avente  per  base  una  delle  basi 
dei  tetraedri  dati,  avendo  altezza  abbastanza  piccola, 
6  minore  del  dato  solido  o.  [693]. 

Poich6  ambidue  i  tetraedri  sono  compresi  tra 
le  due  classi  contigue,  essi  sono  equivalenti  [700]. 

V09*  Due  piramidiy  ehe  abbiano  basi  equivalenti 
ed  altezze  uguali,  sono  equivalenti. 

JDini.  Infatti  le  basi  delle  due  piramidi,  poiclie 
sono  equivalenti,  si  possono  dividere  in  poligoni  ri- 
spettivamente  uguali,  e  quindi  anche  in  triangoli  ri- 
spettivamente  uguali.  Per  conseguenza  le  piramidi 
date  si  possono  dividere  in  egual  numero  di  tetrae- 
dri aventi  basi  rispettivamente  uguali  e  altezze  ugua- 
li. Ma  poiche  cosi  fatti  tetraedri  sono  rispettivamente 
equivalenti  [701],  anche  le  due  piramidi  date  sono 
equivalenti.  [673]. 

90S*  Teor.  Una  piramide  e  la  terza  parte  di  un 
prisma^  se  questo  ha  base  equivalente  a  quella  della 
piramide  e  medesima  altezza. 

Dim.  1^.  Consideriamo  dapprima  un  tetraedro 
ABCD\  e  sia  ABC  la,  faccia  che  si prende  per  base. 

Si  conducano  per  A  e  per  C 
due  rette  AF^  CE  parallele  a 
B  Dj  e  poi  per  D  un  piano  pa- 
rallel© a  quello    del   triangolo 
ABC.  Si  ottiene  cosi  il  prisma 
ABCFDE,  che  ha  la  stessa 
base  e  la  stessa  altezza  del  te- 
traedro dato. 
II  piano  ACD   divide  il  prisma  nel  tetraedro 
ABCD  e  nella  piramide  che  ha  per  base  il  quadran- 
golo  ACE  Fell  vertice  in  Z);  e  questa  piramide,  se 
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si  conduce  il  piano  FD  C,  resta  divisa  ne'  due  tetrae- 
dLviDACF^DCEF. 

Ora  i  due  tetraedri  DACF,  DCS F Bono  [701] 
equivalenti,  perche  hanno  eguali  le  basi  ACF,  CEF 
ed  eguale  altezza. 

Anche  i  tetraedri  ABC D^  DCEF  sono  equiva- 
lenti [701] ;  infatti  hanno  eguali  le  basi  ABCj  DEFj 
che  sono  basi  di  un  prisma,  ed  hanno  eguali  altezze, 
perch^  essi  sono  compresi  tra  i  medesimi  piani  pa- 
ralleh^BC,  DEF.  [652]. 

Pertanto  il  tetraedro  ABC D  e  la  terza parte  del 
prisma  ABCFDE,  col  quale  ha  base  ed  altezza  co- 
mune.  [702]. 

2^.  Passiamo  a  considerare  una  piramide  poll- 
gonale  qualunque. 

Prendiamo  un  prisma,  che  abbia  la  base  equi- 
valente  alia  base  della  piramide  e  altezza  eguale  a 
quella  della  piramide. 

Dividendo  le  basi  equivalenti  della  piramide  e 
del  prisma  in  uno  stesso  numero  di  triangoli  rispet- 
tivamente  uguali,  poi  la  piramide  si  pub  dividere  in 
tetraedri  ed  il  prisma  in  prism!  triangolari.  Ciascun 
tetraedro  essendo  un  terzo  del  prisma  parziale  corri- 
spondente,  anche  la  piramide  e  un  terzo  del  prisma 
totale.  [376]. 

Cosi  si  e  dimostrato  che  ecc. 

904.  Teor«  Un  tronco  di  piramide  a  basi  pct^ 
rallele  i  equivalente  alia  somma  di  tre  piramidi,  le 
quali  hanno  la  stessa  altezza  del  tronco,  e  per  basi 
rispettive  le  due  basi  del  tronco  e  la  media  propor- 
zionale  tra  esse. 

Blin.  1^.  Consideriamo  dapprima  un  tronco  di  pi- 
ramide triangolare;  e  sia  il  tronco  ABC  DEF. 
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Intanto,  se  tiriamo  il  piano  BDFj  stacchiamo 
dal  tronco  il  tetraedro  BDEF^  che  ha  la  base  DEF 
in  comune  col  tronco  dato,  e  medesima  altezza  di 
questo.  Ci  rimane  poi  la  piramide  col  vertice  in  B,  e 
la  cui  base  6  il  quadrangolo  ADFC.  Questa  pirami- 
de, tagliata  col  piano  BAF^ci  d4  il  tetraedro  A  B  CF^ 
il  quale,  ove  si  prenda  per  base  il  triangolo  ABC,  ha 
anch'  esso  la  stessa  altezza  del  tronco.  Prescindendo 

dai  due  tetraedri  considerati, 

A C  rimane  il  tetraedro  BADF^ 

y^\  il  quale  6  [701]  equivalent e 

\      \  al  tetraedro  HADFy  che  ha 

''nX   \  col  primo  la  base  AD F  in  co- 

j}ly_. \   /.Lj^ ^f       mune,   ed   ha  il  vertice   nel 

^^"^"--.^j^-p'x^^^  punto  H^  dove  la  parallela  ad 

^^B  AD^  condotta  per  jB,  incontra 

D E.  (Si  sa  infatti  che  una 
retta,  condotta  parallelamente  ad  una  retta  di  un 
piano,  6  [632]  parallela  al  piano,  e  che  [636]  i  punti 
di  una  retta  parallela  ad  un  piano  hanno  dal  piano 
eguali  distanze).  Se  ora  nel  tetraedro  HADF^ren- 
diamo  per  base  il  fcriangolq  D  HF,  troviamo  che  esso 
ha  altezza  comune  col  tronco  dato ;  e  pero  solo  ci  re- 
sta  da  provare  che  il  triangolo  DHF ^medio  propor- 
zionale  tra  le  basi  del  tronco,  medio  adunque  fra  il 
triangolo  DEF  ed  il  triangolo  DHK,  ottenuto  ti- 
rando  HK  parallelamente  ad  £  /^,  e  che  e  uguale  ma- 
nifestamente  al  triangolo  ABC. 

In  tan  to,  se  confrontiamo  i  triangoli  DEF,DHF, 
troviamo  che,  rispetto  ai  lati  DEj  DH,  hanno  al- 
tezza comune.  Quindi  [384] : 

DHF:  DEF  =   DH:  DE. 
Medesimamente,  poich6  i  triangoli  DHK,  DHF^  ri- 
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spetto  ai  lati  DK^  DF,  hanno  comune  V  altezza,  ab- 
biamo : 

DHK  :  DHF  =    DK  :  DF. 

Ma  per  il  teorema  di  Talete  egli  e : 

DK:  DF  —    DH:  DE\ 
quindi  [390]  anche : 

DHK  :  DHF  —   DHF  :  DBF. 
Ossia,  perchi  6   D HK  ^  ABC,  egli  ^  appunto : 
ABC  :  DHF  =   DHF  :  DBF. 

2^.  Ora  proveremo  che  il  teorema  sussiste  anche 
nel  caso,  in  cui  le  basi  del  tronco  siano  poligoni  di 
quanti  si  vogliano  lati. 

Siano  ABCDEF,  A'B'C'D'B'F'  le  basi  di  un 
tronco  di  piramide  a  basi  parallele  (*),  le  quali  sono 
perci6  [696]  due  poligoni  simili. 

Tirate  da  due  vertici  omologhi  tutte  le  diagona- 
li,  si  considerino  i  piani,  che  passano  (**)  per  cia- 
scuna  coppia  di  diagonali  omologhe.  Cosi  il  tronco 
dato  resta  diviso  in  tronchi  a  basi  parallele  e  trian- 
golari ;  e  ciascuno  di  questi;  come  si  6  dimostrato  pur 
ora,  e  equivalente  alia  somma  di  tre  tetraedri,  che 
hanno  ecc. 

Ora  i  manifesto  che  la  somma  dei  tetraedri,  che 
hanno  per  basi  i  triangoli  ABCjACD,  ADB,ABF, 
^  equivalente  [701]  ad  una  piramide,  che  ha  per  base 
la  base  ABCDBF  del  tronco  dato,  e  la  stessa  al- 
tezza  di   questo.  Cosi  la  somma   dei  tetraedri,  che 

{*)  Per  maggior  chiarezza  si  son  disegnate  soltanto  le 
basi  del  tronco. 

(**)  Dae  diagonali  omologhe  sono  in  nno  stesso  piano, 
perch^  le  estremit&  sono  sitaate  su  due  rette  (  su  due  lati  della 
piramide,  a  cui  appartiene  il  tronco)  che  si  incontrano. 
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hanno  per  basi  i  triangoli  A'B'C,  A'C'D\  A'D'E', 
A'E'F\  e  equivalente  ad  una  piramide,  che  ha  per 
base  la  base  A'B'C'D'E'F'  del  tronco   dato,  e  la 

stessa  altezza  di 
questo.  Cosi  ci  re- 
stano  da  conside- 
rate i  tetraedri, 
che  hanno  per  basi 
le  medie  propor- 
zionali,  e  provare 
che  la  somma  di 
queste  e  media 
proporzionale  tra  le  basi  del  tronco  dato. 

A  tal  fine,  preso  su  il  J5  un  segment©  Ah^=.  A'B\ 
si  conduca  be  parallelamente  a,  BC,  fino  ad  incon- 
trare  in  c  la  diagonale  A  C ;  poi  per  cIsl  c  d  parallela 
0,0 D^  fino  ad  incon trare  in  d  la  diagonale  AD\  ^ 
cosi  via.  Facilmente  si  proverebbe  [461]  che  i  trian- 
goli AbCj  Acdj  Ade,  Aef  sono  eguali rispettivamente 
ai  triangoli  A'B'C,  A'C'D',  A'D'E',  A'E'F'.  Ep- 
per6  i  triangoli  AbCy  AcD,  AdE^  AeF  sono  ap- 
pnnto  le  medie  proporzionali  rispettive  tra  le  basi  di 
ciascuno  dei  tronchi  parziali  che  abbiamo  conside- 
rate. Or  danque  bisogna  provare  che  la  somma  dei 
triangoli  AbCj  AcD,  Ad E^  AeF  (somma  che  indi- 
cheremo  con  0)  e  media  proporzionale  tra  i  due  po- 
ligoni  ABCDEF,  A'BVD'E'F'  (che  indichere- 
mo  rispettivamente  conPeP').  Perci6  osserviamo 
che  [384] : 

Abe  :  AbC  =    Ac  :  AC, 
ed  Acd  :  AcD   =    Ad  :  AD. 

Ma  [417]: 

Ac  :  AC   =    Ad  :  AD] 
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qoicdi  anche: 

Ahc  :  AbC  =    Acd  :  AcD. 
Nel  modo  etesso  si  proverebbe  che : 

Acd  :  AeD   =    Ade  :  AdE, 
eche  Ade  :  AdE  =:    Aef  :  AeF. 

Ma  se  alquanti  rapporti  tra  grandezze  omogenee  sono 
egnali,  la  eomma  degU  antecedent!  sta  a  qnella  del 
coQsegnenti,  come  nno  degli  antecedent!  sta  al  suo 
consegnente ;  qaindi : 

P'  :  ts    =   Abe  :  AbC. 
Nella  stessa  maniera  si  puo  dimostrare  che : 
6  1  P   —    AbC  :  ABC. 
Ma  Abe  :  AbC  —  AbC  :  ABC; 

qnindi  infine  anche : 

P'  :  a    =    a  :  P. 
Gobi  ei  6  dimostrato  cbe  eec. 
9tttt.  Prabl.  Trasformare  un  tetraedro  in  uno 
equivalente,  che  abbia  un'altezza  eguale  ad  un  seg- 
mento  dato. 

Rla«l.  Sia  ABCD  il  tetraedro  dato  ed  f  il  seg- 

mento  dato.  Imaginiamo  condotbo  nn  piano  a  paral- 

lelo  al  piano  B  CD  e  talmente 

A  che   abbia  da  codesto   piano 

distanza  eguale   al   segmento 

s;  e  &ia  EF  la  retta  in  cui 

esso  sega  il  piano  ABD.  Si 

costruisca  [337]  il  triangolo 

/f  ^iTequivalente  al  triangolo 

ABD.  II  tetraedro //i?CA:6 

il  domandato. 

Dlnit  Intanto  la  perpendicolare  calata  da  //suUa 
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base  BCK  ^  uguale  al  segmento  £  [652].  Poi  i  due 
tefcraedri  ABCD  ed  HBCK,  avendo  le  basi  ABD, 
if^iT  eqtdvalenti  e  comune  la  relativa  altezza,  sono 
equivalenti.  [701  J. 

906.  Teor«  Se  una  piramide  di  data  altezza  ha 
la  base  piccola  abbastanza,  essa  e  minore  di  un  solido 
dato  qualunque. 

Olin.  Ohiamiamo  H  Taltezza  della  piramide  data 
ed  s  il  solido  dato.  Presa  di  questo  una  parte  gi  che 
sia  un  tetraedro,  si  trasformi  [705]  codesta  parte  in 
un  tetraedro  (o\  che  abbia  un' altezza  eguale  ad  H. 
Chiamiamo  B  la  base  relativa.  Ora,  se  una  piramide 
ha  altezza  eguale  ad  J7  e  base  minore  [344]  del  trian- 
golo  j5,  essendo  la  detta  base  equivalente  ad  una 
parte  del  triangolo  -B,  la  piramide  e  equivalente  [702] 
ad  una  parte  del  tetraedro  o',  eppero  e  minore  del 
solido  £,  come  d.  d. 

909«  Probl.  Costruire  la  somma  di  quante  si  ro- 
gliano  piramidi  date. 

RNol.  Si  decompongano  le  piramidi  in  tetrae- 
dri  r,  e  poi  si  trasformino  questi  tetraedri  [705]  in 
altri  7",  i  quail  abbiano  tutti  un'  altezza  eguale  ad 
un  segmento  arbitrario  H.  Infine  si  costruisca  una 
piramide  P,  che  abbia  la  base  equivalente  alia  somma 
delle  basi  dei  tetraedri  7",  ed  altezza  H,  Codesta  pi- 
ramide S  il  solido  domandato. 

Dim.  Infatti,  poich^  la  piramide  P  ha  base  equi- 
valente alia  somma  di  quelle  dei  tetraedri  T',  la  sua 
base  e  le  basi  dei  tetraedri  T'  si  possono  decomporre 
in  triangoli  rispettivamente  uguali,  e  quindi  anche  la 
piramide  P  e  i  tetraedri  T'  si  possono  decomporre 
in  tetraedri  rispettivamente  equivalenti.  Quindi  ecc. 

909.  ProM.  Sommare  dei  poliedri  dati. 
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Risol.  Si  decompongano  i  poliedri  in  piramidi, 
e  si  sommino  poi  le  piramidi. 

909.  Probl«  Riconoscere  se  due  poliedri  sono 
equivalenti, 

Klaol.  Si  trasformino  i  due  poliedri  in  due  te- 
traedri  d'egnale  altezza.  Se  le  basi  dei  tetraedri  sono 
equivalenti,  sono  equivalenti  [701J  i  tetraedri  e  quindi 
anche  i  poliedri.  Nel  caso  contrario  un  poliedro  d 
equivalente  ad  una  parte  dell'  altro. 

Esercizi. 

969.  In  ogni  tetraedro  i  segmenti,  clie  uniscono  i  panti  di  mezzo 
di  due  spigoli  opposti,  si  dimezzano  reclprocamente. 

970.  In  nn  tetraedro,  a  facce  uguali  corrispondono  altezze 
uguali. 

971.  Date  tre  rette  parallele,  si  prenda  un  panto  suUa  prima, 
un  punto  Bulla  seconda,  ed  un  segmento  eguale  a  uno  dato 
sulla  terza.  II  tetraedro,  che  ha  per  vertici  i  due  primi 
pnnti  e  le  estremit^  del  segmento,  ^  costante. 

972. 1  centri  di  gravity  de'  triangoli,  che  sono  sezioni  di  uno 
stesso  angoloide  triedro,  sono  in  linea  retta. 

973. 1  segmenti,  che  uniscono  i  vertici  di  un  tetraedro  con  i 
centri  di  gravity  delle  facce  opposte,  passano  per  uno 
stesso  punto.  Da  questo  punto  ciascun  segmento  resta  di- 
viso  cosl  che  una  parte  ^  tripla  dell'  altra. 

974.  Gli  assi  dei  cerchi  circoscritti  alle  facce  di  un  tetraedro 
passano  per  uno  stesso  punto. 

975.  Se  un  piano  h  parallelo  a  due  lati  opposti  di  un  tetrae- 
dro, e  taglia  ii  tetraedro,  la  sezione  h  un  rombo. 

976.  In  ogni  tetraedro  regolare  il  quadrate  della  distanza  dei 
punti  di  mezzo  di  due  spigoli  opposti  ^  equivalente  alia 
met&  del  quadrate  di  uno  spigolo  del  tetraedro. 

977.  La  somma  dei  diedri  di  un  tetraedro  h  compresa  tra  quat- 
tro  retti  e  sei  retti. 

978.  In  qualunque  tetraedro  la  somma  dei  quadrati  de*  sei  spi- 
goli ^  quadrupla  della  somma  dei  quadrati  de'  segmenti 
che  uniscono  i  punti  di  mezzo  degli  spigoli  opposti. 
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979.  Qaalunque  piano,  tirato  per  i  panti  di  mezzo  di  due  lati 
opposti  di  an  tetraedro,  divide  il  tetraedro  in  dae  parti 
equivalenti. 

980.  In  ogni  tetraedro  il  piano,  che  dimezza  un  diedro,  taglia 
lo  spigolo  opposto  in  parti,  che  stanno  tra  loro,  come  le 
facce  che  comprendono  il  diedro  dimezzato. 

981.  I  piani  delle  diagonali  di  un  romboide  tagliano  il  rom- 
boide  in  sei  piramidi  quadrangolari  equivalenti. 

982.  Un  tronco  di  prisma  triangolareSequivalentealla  somma 
di  tre  piramidi,  cbe  hanno  per  base  una  delle  basi  del 
prisma,  e  i  vertici,  opposti  alia  base  comune,  ne'  vertici 
dell^  altra  base  del  tronco. 

983.  Un  tronco  di  romboide  6  equivalente  alia  somma  di  quat- 
tro  piramidi,  che  hanno  per  base  comune  una  base  del 
tronco,  e  i  vertici  ne*  vertici  dell'  altra  base. 

984.  Un  tetraedro  h  equivalente  a  un  sesto  del  romboide,  le  cui 
facce  opposte  passano  per  due  spigoli  opposti  del  tetraedro. 

985.  Un  cubo  ^  sestuplo  delPottaedro  che  ha  i  vertici  ne'  cen- 
tri  delle  facce  del  cubo. 

986.  Se  quattro  tetraedri  hanno  uno  spigolo  comune,  e  rispet- 
tivamente  per  ispigoli  opposti  quei  tre  spigoli  e  la  dia- 
gonale  di  un  romboide  che  partono  da  uno  stesso  ver- 
tice,  il  quarto  tetraedro  ^  equivalente  alia  somma  degli 
altri  tre. 

987.  In  piramidi  di  eguale  altezza,  sezioni  equidistanti  dalle 
basi  stanno  tra  loro  come  le  basi. 

988.  Due  piramidi  d'  eguale  altezza  stanno  come  le  basi. 

989.  La  somma  delle  distanze  di  un  punto  interne  qualunque 
dalle  facce  di  un  poliedro  convesso,  che  abbia  le  facce 
uguali,  h  costante. 

990.  Dividere  un  tetraedro  in  due  parti  equivalenti  mediante 
un  piano  condotto  per  un  punto  dato  sopra  uno  spigolo. 


CAPITOLO  XXI 

POLIEDRI SIMILI 


910*  lief.  Si  dicono  simili  due  poliedri,  se  hanno 
le  facce  rispettivamente  simili  e  similmente  disposte,  e 
gli  angoloidi  eguali,  ciascuno  a  ciascuno.  {*). 

Nei  poliedri  simili  due  facce  simili  e  clie  si  cor- 
rispondano  si  dicono  omologhe.  Si  dicono  omologhi  i 
vertioi  omologhi  di  facce  omologhe ;  omologhi  gli  spi- 
goli  che  congiungono  vertici  omologhi;  omologhi  i 
diedri  compresi  da  facce  omologhe;  omologhi  gli 
angoloidi  che  hanno  i  vertici  in  vertici  omologhi. 

Gli  angoloidi  omologhi  sono  dunque  uguali  per 
definizione.  L'eguaglianza  degli  angoloidi  omologhi 
ha  per  conseguenza  quella  dei  diedri  omologhi. 

9ti.  Teor.  Se  si  taglia  una  piramide  con  nn 
piano  parallelo  alia  base,  si  ottiene  una  piramide  si- 
mile alia  data. 

Him.  Sia  V ABODE  la  piramide,  nella  quale  un 
piano  parallelo  alia  base  ha  fatto  la  sezione  J. '  B 'C'Z) 'J? '. 
Si  vuolprovare  che  la  piramide  VA'B[C*D*E*  e  si- 
mile alia  data. 

Intanto  le  basi  sono  simili,  perche  [696]  sezioni 
paraUele  di  uno  stesso  angoloide.  E  le  facce  triangolari 

{*)  Daeromboidi  ortogonali,  che  abbiano  per  basi  due  qua- 
dra ti  eguali,  e  in  cui  I'altezza  dell'  uno  sia  doppia  del  lato  del 
quadrato,  e  Paltezza  del  secondo  sia  la  met&  del  lato  stesso,  sono 
solidi  che  hauno  gli  angoloidi  eguali  ciascuno  a  ciascuno,  e  le 
facce  ordinatamente  simili,  ma  non  similmente  disposte.  E  i 
due  romboidi  non  sono  simili.  Questo  esempio  mostra  che  la 
condizione  che  le  facce  siano  similmente  disposte  non  h  com- 
presa  nelle  precedenti. 
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VA'B\  yjS'C",....  sono  [450]  simili  ordinatamente  alle 
facce  VAB,  7£C,....  perchA  le  rette  A'B\B'C',... 

8ono[647]  rispettivamen- 
te  parallele  alle  rette  A  B, 
BC^,..  Le  due  piramidi 
hanno  dunque  facce  ri- 
spettivamente  simili  e  si- 
milmente  disposte. 

Gli  angoloidi  poi  sono 
ordinatamente   u  g  n  a  1  i , 
giacch^  quellopoliedroin 
V  e  comnne,  e  gli  ango- 
loidi alle  basi  sono  [624] 
rispettivamente  uguali, 
perche  sono  triedri  contenuti  da  facce  ordinatamente 
nguali  e  similmente  disposte.  Cosi  si  h  provato  che, 
se  ecc. 

919*  Teor*  Due  tetraedri  sono  simili,  se  hanno 
un  diedro  eguale  compreso  da  facce  rispettivamente 
simili  e  similmente  disposte* 

Dim.  Neidue  tetraedri  ABCD.EFHKsi^  il 
diedro  CABD  eguale  al  diedro  HEFK,  e  le  facce 
ABC,  ABD  siano  rispettivamente  simili  alle  facce 
EFHj  EFK,  e  similmente  disposte.  Si  vuol  provare 
che  i  due  tetraedri  sono  simili. 

A  tale  intento  si  faccia  -4  jP'  ^  EF,  AH'  ^  EH, 
AK'  =  EK,  e  si  tirino  rH\  HT  e  K'F\ 

Ora,  essendo  C{A)B  ^  H{E)F  per  la  simi- 
%\i^nzQ,dLe\[Qis.QQ%ABC,EFH,QD{A)B  =  K{E)F 
per  quella  delle  facce  ABD,EFK,i  triangoli  A  F'H\ 
AF'K' sono  [149]  rispettivamente  uguali  ai  due  EFH, 
EFK.  Per  conseguenza  ^  A{F')W  =E{F)  H,  ed 
A{F')K'  =  E{F)K,  Ma  6  E{F) H  =  A{B)C ed 
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E{F)K^A{B)D\  quindi  e  A  {F')  W  =  A{B)C 

edA{F')K'=A(B)D) 

6   per6   le   rette   F'H'y  . 

F'K'  sono  [243]  rispet-  A  j 

tivamente  parallele  alle  / 1\  A 

rette  BC.BD,  e  il  pia-        l/    1  V'  /  1\ 

no  F'WK'  e  [653]  pa-       /^^^^      ^\y^ 

rallelo  al  piano  BCD.     j/^A—\      ^^ 

Da  quest'  ultima  conchiu-  ^"^^^4/^ 

sione  tiriamo  I'altra  [711]  ^ 

ohe  iltetraedroili?"jEr'JE'' 

6  simile  al  tetraedro  ABCD\  e  pero,  se  possiamo 

provare  che  il  primo  6  uguale  al  tetraedro  EFHK^ 

il  teorema  e  dimostrato. 

Imaginiamo  adunque  di  trasportare  il  tetraedro 
EFHKbmI  tetraedro  AF'H'K*  in  modo  che  le  facce 
AF*K\  EFKj  che  si  son  dimostrate  uguali,  diven- 
gano  coincidenti.  AUora,  perch^  sono  eguali  i  diedri 
HEFK,  CABD,  il  piano  della  faccia  EFH 81  ada- 
gia  su  quello  della  faccia  AF'H',  Ma  i  triangoli 
EFH,  AF'H'  sono  eguali  e  similmente  disposti,  an- 
ch'essi  divengono  adunque  coincidenti,  ed  H  cade  in 
H'.  II  tetraedro  EFHK  e  dunque  uguale  al  tetrae- 
dro AF'H'K'j  e  quindi  simile  al  tetraedro  ABCD, 
c.  d.  d. 

918.  Teor.  Dtie  poliedri,  composti  d'egual  ntur 
mero  di  tetraedri  ordinatamente  simili  e  similmente 
disposti,  sono  simili. 

Dim*  Sia  un  poliedro  P,  composto  dei  tetraedri 

OABC,      OAED,      OABE,... 

ordinatamente  simili  e  similmente  disposti  ai  tetraedri 

0'A'B'C\     O'A'E'D',     O'A'B'E',..., 
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che  compongono  Tin  altro  poliedro  P'  (*).  Si  deve 
provare  che  i  due  poliedri  P  e  P'  sono  simili. 

1^  Per  fermare  le  idee,  consideriamo  in  uno  dei 
poliedri,  ad  es.  nel  poliedro  P,  la  faccia  ABED,  che 
e  composta  dalle  due  facce  ADB,  ABE  de^  tetrae* 
dri  dati.  Poich6  queste  due  facce  sono  per  diritto 
Tuna  all'altra,  la  somma  di  quei  diedri  de'  solidi  dati, 


che  hanno  lo  spigolo  AE  in  comune,  e  uguale  a  un 
diedro  piatto.  Ora,  perchS  a  diedri,  che  sono  in  una 
figura,  corrispondono  nelPaltra  diedri  rispettivamente 
uguali,  e  similmente  disposti,  nel  poliedro  P'  la  somma 
dei  diedri,  corrispondenti  a  quelli  che  nel  poliedro  P 
hanno  lo  spigolo  AE  in  comune,  h  essa  pure  uguale 
a  un  diedro  piatto,  e  pero  le  facce  corrispondenti 
alle  due  ABE,  ADE  sono  esse  pure  per  diritto  Tuna 
all'altra.  L'argomentazione  precedente  ci  permette  di 
conchiudere  che,  quando  due  facce  o  piii  de'  tetraedri 
proposti  concorrono  da  una  banda  a  formare  una  delle 
facce  di  uno  de'  poliedri,  le  facce  corrispondenti  dal- 
I'altra  banda  concorrono  an ch' esse  a  formare  una 
delle  facce  dell'altro  poliedro.  E  per6  a  ciascuna  fac- 

{*)  "k  sottintesa  la  condizione  che  dae  tetraedri  contigoi 
abbiano  una  faccia  in  comnne.  Se  questa  condizione  non  ^  so« 
disfatta,  i  poliedri,  in  generale,  non  sono  simili. 
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cia  di  nno  de'  poliedri,  composta  da  parecchie  di 
quelle  dei  solid!  dati,  corrisponde  nell'altro  polie- 
dro  una  faccia  composta  da  altrettanti  triangoli  or- 
dinatamente  simili  ai  primi  e  similmente  disposti; 
pertanto  le  due  facce  dei  due  poliedri  sono  simili 
tra  loro. 

E  quando  una  delle  facce  de'  tetraedri  dati,  come 
nel  caso  nostro  S  la  faccia  ABC^  costituisca  da  sS 
sola  una  delle  facce  di  uno  dei  poliedri,  nelFaltro  po- 
liedro  il  triangolo  corrispondente  al  prime  rappresenta 
da  se  solo  la  faccia  corrispondente. 

Cosi  intanto  resta  provato  che  le  facce  dei  due 
poliedri  P  e  P*  sono  ordinatamente  simili  e  simil- 
mente disposte. 

2''.  Ci  resta  da  provare  che  gli  angoloidi  dei  due 
poliedri  sono  eguali,  ciascuno  a  ciascuno.  Percio  os- 
serveremo  dapprima  che,  essendo  gi4  provato  che  le 
facce  dei  due  poliedri  sono  rispettivamente  simili  e 
similmente  disposte,  h  pur  provato  che  gli  angoloidi 
sono  formati  da  angoli  rispettivamente  uguali  e  si- 
milmente disposti.  AUora,  poichfe  i  diedri,  compresi 
dagli  angoli  eguali,  sono  eguali,  o  come  diedri  omolo- 
ghi  di  tetraedri  simili,  o  come  somme  di  diedri  ordi- 
natamente uguali,  conchiudiamo  che  anche  gli  ango- 
loidi sono  eguali,  ciascuno  a  ciascuno.  Cosi  si  e  pro- 
vato che  ecc. 

914*  Teor.  Due  poliedri  simili  si  possono  de- 
comporre  in  tetraedri  rispettivamente  simili  e  simil* 
mente  disposti. 

Bint.  Siano  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F'  due  po- 

{*)  Codesta  dimostrazione  e  qaella  del  §  711  provano  che 
ci  sono  dei  poliedri  con  le  propriety  espresse  dalla  definizione 
del  §  710. 
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liedri  simili  P  e  P'.  E  siano  A^  Bj  Cj...  i  vertici  ri- 
spettivamente  omologhi  del  vertici  A'j  B'j  C, ... 

Intanto,  poiohe  dae  poligoni  simili  si  possono  [461] 
decomporre  mediante  diagonali  in  triangoU  simiU,  cia* 
scuao  a  ciascuno,  le  superficie  dei  due  poliedri  si  pos- 
sono riguardare  come  formate  di  triangoli  rispettiva- 
mente  simili,  aventi  i  vertici  nei  vertici  de'  poliedrL 


L:-^)lr    tf4r-'-rr-.J 


Ed  ora  si  unisca  uu  panto  0,  preso  nellUntemo  dei 
poliedro  P,  con  tutti  i  vertici  del  poliedro,  e  si  consi- 
derino  i  piani  dei  triangoli  OAB,  OBC^...  ecc.  II 
poliedro  vien  decomposto  cosi  nei  tetraedri  OABCj 
OABEj  OADE...  ecc. 

Consideriamo  ora  uno  dei  triangoli  che  compon« 
gono  la  superficie  del  poliedro  P,  ad  es.  il  triangolo 
ADE,  edU  triangolo  corrispondente  A'D'E';  e  pro- 
poniamoci  di  costruire  su  questo  nn  tetraedro  simile 
al  tetraedro  OADE,  che  h  costmito  sul  primo,  e  si- 
milmente  posto.  Percio  bastera  condnrre  per  uno 
dei  lati  del  triangolo  A'D'E'^  ad  es.  per  D'E\  nn 
piano  in  modo  che  il  diedro,  che  esso  comprende 
con  A'D'E\  sia  eguale  e  similmente  posto  al  die- 
dro  OEDA,  e  costruire  poi  su  questo  piano  un 
triangolo  D'E'O'  simile  al  triangolo  DEO,  e  si- 

81 


—  482  — 

milmente  posio.  Ch^  allora  i  due  tetraedri  OADE^ 
0'A'D'E\  avendo  nn  diedro  egaale,  e  simili  e  simil- 
mente  poste  le  facce  che  lo  comprendono,  sono  [712] 
simili  tra  loro. 

Se  ora  si  unisce  il  panto  O '  con  tatti  gli  altri 
vertjci  del  poliedro  P',  questo  resta  diviso  da^  piani 
de'  triangoli  ristdtanti  in  tetraedri  simili  a  qnelli  nei 
qnali  si  &  diviso  il  poliedro  P,  e  similmente  di- 
sposti. 

Infatti,  per  la  simiglianza  dei  due  tetraedri 
OADE,  O'A'D'E',  sono  eguaU  i  diedri  OADE, 
O'A'D'E']  eppero,  essendo  egaali  per  dato  i  die- 
dri FADE  J  F'A'D'E',  sono  eguali  anche  i  rima- 
nenti  diedri  OADF,  O'A'D'F'.  Qtdndi,  se  confron- 
tiamo  i  tetraedri  OADFj  0*A*D'F\  troviamo  che, 
oltre  di  nn  diedro  egaale,  hanno  simili  e  similmente 
disposte  le  facce  che  comprendono  il  diedro  stesso. 
Infatti  il  triangolo  OAD  %  simile  ad  O'A'D'  per  la 
simiglianza  dei  tetraedri  0  ADE^  O'A'D'E']  e  sono 
simili,  per  la  simiglianza  dei  poliedri  e  per  la  osser- 
vazione  preliminare,  i  triangoli  ADFy  A'D'F\ 

Ormai  6  palese  come,  prov&ta  la  simiglianza  di 
due  tetraedri,  si  possa  dimostrare  qaella  di  due  tetrae- 
dri contigai,  e  che  pertanto  e  dimostrato  che  ecc, 

915,  liemma.  Se  un  prisma  indefinito  e  tagliaio 
da  piani  paralleli,  i  priami  finiti,  che  ne  risultano, 
sono  proporzionali  ai  loro  lati. 

Dim.  ABj  CD,...  siano  sezioni  fatte  in  un  pri- 
sma indefinito  qualunque  da  piani  paralleli.  Dico  che, 
ad  es.,  il  prisma  AD  sta  al  prisma  HN  come  AC  sta 
ad  5  if. 

Si  divida  HM  in  on  numero  arbitrario  n  di  parti 
eguali,  e  con  una  di  queste  si  misuri  AC.  Sia  m  H 
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quoziente,  e  la  divisione  dia  nn  resto.  Qnindi,  per  i 
punti  di  divisione  dei  segmenti  AC^  HM^  si  con* 

ducano  de'piani 

^ K I paralleli  ai  piani 

delle  sezioni.  II 
prisma  HN  vien 
diviso  cosi  in  n 
parti,  che  sono 
manifestamente 
eguali  (*);  ed  in  (m  -|-  1)  parti  vien  diviso  il  prisma 
^i>;  m  di  queste  sono  eguali  tra  loro  e  alle  parti  del 
prisma  HN^  ed  una  (quella  corrispondente  al  resto 
della  divisione)  h  minore  delle  altre  parti.  Da  ci& 
risulta  che,  misnrando  il  prisma  AD  con  una  n,e8ima 
parte  del  prisma  HN^  si  trova  m  per  quoziente,  ap- 
punto  come  misurando  A  C  con  una  n.eaima  parte  di 
HM.  Se  una  divisione  non  da  residue,  non  ne  da 
nemmeno  quell'  altra.  Besta  cosi  dimostrato  che : 

AD  :  HN  —  AC  \  EM, 

e  in  generale  che,  ecc, 

IfM.  Teor*  Due  romboidi  simili  stanno  tra  loro 
come  uno  spigolo  del  primo  sta  al  segmento^  che  i 
quarto  proporzionale  continuo  rispetto  al  detto  spu 
golo  e  alVomologo  nel  secondo  romboide. 

Dim.  Siano  AE,  A*E'  due  romboidi  simili;  gli 
spigoli  il6,  ^(7  siano  rispettivamente  omologhi  de- 
gli  spigoli  A'B\  A'C 

Chiamiamo  a  il  segmento  terzo  proporzionale 
dopo  AB  ed  A'B\  e  /J  il  segmento  terzo  proporzio- 

(*)  Fondandosi  sul  teorema  del  §  644,  si  pu6  provare  fa- 
cilmente  che  dae  di  codesti  solid!  si  possono  readere  coinci- 
denti. 
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nale  dopo  A'B'  ed  a.  Per  conseguenza  il  segmento 
/3  6  quarto  proporzionale  continuo  rispetto  ad  -45 

ed  A'B'. 

Qui  SI  tratta  di  dimostrare  che : 

.    AE:  A'E'  =  AB  :  fi. 
Sui  prolungamenti  degli  spigoli  AB^  ACj  AD  si 

laccia  * 

AF  =  A'B',  AH=  A'C\  AK^  A'D', 
e  poi  si  compia  il  romboide  A  M,  Infine  con  basi  FH 
e  CF  e  con  spigolo  AD  si  costmiscano  i  romboidi 
AN  ed  AP. 

Ed  ora,  poichd 
i  segment!  AF^AH 
sono  egnali  rispetti- 
vamente  ai  segmen- 
ti  A'B',  A'C,  e  gU 
angoli  compresi  so- 
no egaali,  perchi 
uguali  ambidue  al- 
Tangolo  BAC,  i  rom- 
bi  FH,  BV  sono 
eguali  [269].  Nello  stesso  modo  si  prova  eke  il  rombo 
FK  h  uguale  al  rombo  B'D',  e  che  il  rombo  HK  & 
ngnale  al  rombo  CD'.  Cosi,  rammentando  che  in  nn 
romboide  le  facce  opposte  sono  eguali,  possiamo  dire 
che  i  romboidi  AM^  A^E*  hanno  le  facce  rispettiva- 
mente  ngoali.  Poichd  inoltre  codeste  facce  sono  si- 
milmente  disposte  e  gli  angoloidi  dei  due  solidi  sono 
tatti  triedri,  i  due  solidi  eguaU. 

Ora,  poich^  i  rombi  EB,  CD,  PF  si  possono  con- 
siderare  come  sezioni  fatte  da  piani  paralleli  in  nno 
stesso  prisma  indefinite,  abbiamo  [715]  che: 

AE  :  AP  =  AB  :  AF. 


? 
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Per  lo  stesso  teorema : 

AP  :  AN  =  AC  :  AH 

ed  AN:  AM  =  AD  :  AK. 

Abbiamo  poi  per  ipotesi : 

AB :  AF  =  AF :  a 

ed  AF  :    a     =    a     :  p. 

Ora,  essendo  per  T ipotesi: 
AB  :  AF  =1  AC  :  AH  =  AD  :  AK, 
possiamo  dire  che  tutti  i  rapporti  delle  cinque  pro- 
porzioni  sono  eguali  tra  loro  [390].  Epper6,  se  con- 
frontiamo  la  serie  dei  romboidi : 

AE,  AP,  AN,  AM 

con  quella  dei  segmenti : 

AB,    AF,      a,      p, 

troviamo  che  due  consecutive  qualunque  delle  prime 
grandezze  stanno  tra  loro  come  le  corrispondenti 
delle  seconde.  Per  conseguenza  [409] : 

AE : AM =  AB : fi, 
ossia : 

AE  :  A'E'  =  AB  :  p,  c.  d.  d. 

9i9«  Cor.  Due  romboidi  simili  stanno  tra  loro 
come  i  cubi  di  due  loro  spigoli  omologhi. 

Dim.  Siano  R  ed  R'  due  romboidi  simili ;  A  B 
ed  A'B'  due  loro  spigoli  omologhi.  Dico  che  i  cubi^ 
i  quali  hanno  rispettivamente  per  ispigoli  i  due  seg- 
menti ^-B  ed  A'B',  e  che  indicheremo  con  le  nota- 
zioni  (AB)^,  (A'B^y,  stanno  tra  loro  come  i  rom- 
boidi dati. 

'  Se  a  dinota  il  segmento,  che  &  quarto  proporzio- 
nale  continue  rispetto  Ed  AB  ei  A*B\  allora,  per  la 
simiglianza  dei  romboidi  dati  e  perchS  due  cubi  qua- 
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lisivogliano  sono  dae  romboidi  simili,  abbiamo  [716]: 

R  :  E'   =  AB  :  a 

ed  (A  By  :  {A'B'y   =   AB  :  a. 

Per  consegaenza : 

R  :  R'   =  {ABy  :  {A'B'y,    c.  d-  d. 

9I8.  Teor.  Due  tetraedri  simili  stantio  tra  loroj 
come  i  cubi  di  due  loro  spigoli  omologhi. 
Dim.  Siano  due  tetraedri  simili: 

A  BCD,  A'B'C'D\ 

e  i  vertici  A,  B,  C  dell'  uno  siano  gli  omologhi  del 
vertici  A\  B\  C  deiraltro.  Oosi  CZ)  e  C'Z)' sono 
due  spigoli  omologhi.  Dico  che  il  primo  tetraedro  sta 
al  secondo,  come  il  cubo  di  CD  sta  al  cubo  di  C^D\ 
Per  B  e  per  D  si  conducano  le  rette  jBJB,  DE^ 
rispettivamente  parallele  alle   due  CD^  CB^  e  si 

compia  poi  il  rom- 
boide  CK.  Analo- 
gamente  nell'  al- 
tra  figara. 

Ora,  se  confron- 
tiamo  i  due  rombi 
C£?,C"JS?',trovia- 
mo  che  hanno  an- 
goli  rispettiva- 
mente ugnali  e  lati  proporzionali.  Infatti  gli  angoU 
BCD^  B'C'D*  sono   eguali,   perche  corrispondenti 
nelle  facce  simili  BCD,  B'C'D'  dei  tetraedri  dati;  e : 

BC  :  B'C   =   CD  :  C'D\ 

E  perchd  le  facce  opposte  di  on  romboide  sono  [663] 
eguali,  anche  le  facce  AKei  A'K'  sono  simili  tra  loro. 
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Nello  stesso  modo  si  proverebbe  la  simiglianza 
deUe  facce  CH,  C'H\  e  deUe  due  CF,  C'F']  e 
per&  [663]  sono  simili  tra  loro  anche  le  due  BK,  B*K% 
e  tra  loro  le  facce  DK^  D'K'. 

I  due  romboidi  CKyC'K'  sono  dunque  contenuti 
da  facce  rispettiyamente  simili  e  similmente  disposte. 
Ne  viene  la  conseguenza  che  gli  angoloidi  sono  eguali 
rispettiyamente;  infatti  essi  sono  triedri,  e  triedri, 
contenuti  da  Facce  rispettiyamente  uguaU  e  simil- 
mente disposte,  sono  eguali.  Pertanto  i  due  romboidi 
sono  simili,  ed  essendo  CD  e  CD'  due  loro  spigoli 
omologhi,  abbiamo  [717]: 

CK  :  C'K'   =   {CDY  :  {C'D')\ 

Ora  dobbiamo  osseryare  che  i  due  tetraedri  dati 
sono  [703]  rispettiyamente  le  terze  parti  dei  prismi 
triangolari  BCDFAH,  B*C'D'F'A'H\  costruiti 
sulle  basi  stesse  de'tetraedri  ed  egualmente  alti  che 
questi.  Alia  lor  yolta  i  due  prismi  sono  [684]  rispet- 
tiyamente met&  dei  romboidi;  e  per6  i  tetraedri  sono 
rispettiyamente  la  seste  parti  dei  romboidi.  Pertanto 
[392] : 

ABCD  :  A'B'C'D'   =   CK  :  C'K\ 

Da  questa  proporzione  e  dalla  precedente  si  conchiu- 

de  che : 

ABCD  :  A'B'C'D'   =   (CD)^  :  {C'D')\   c.  d.  d. 

9tO.  Teor.  Le  superficie  di  duepoliedri  simili 
stanno  come  i  quadrati  di  due  spigoli  omologhi;  e  i 
poliedri  stanno  come  i  cubi  di  due  spigoli  omologhi. 

Blni.  Siano  P  e  P'  due  poliedri  simili,  S  edS' 
le  loro  superficie,  L  ed  L'  due  spigoli  omologhi. 

Dice  che  S  :  8'    =   L^  :  i'«, 

e  che  P  :  P'   =   L^  :  Z'». 
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l^  Se  indichiamo  con  F^  ed  F^  due  facce  conti- 
gae  nel  poliedro  P,  e  con  L  il  lore  lato  comune,  le 
coriispondenti  facce  i^j,  JP2  ^ell'altro  poliedro  sono 
anch'esse  contigne  ed  hanno  in  comune  lo  spigolo  £^ 
E  perchd  due  poligoni  simili  stanno  tra  loro  [463] 
come  i  quadrati  di  due  lati  omologhi,  abbiamo: 

F^  :  F[   =   i«  :  L'^ 
ed  F^  :  F;  =   Z«  :  Z'V 

eppero:  J\  :  Fi  =   F^  :  jPJ. 

Le  facce  di  un  poliedro  sono  dunque  proporzio- 
nali  alle  facce  dell'altro,  epper6  [391]  la  somma  delle 
prime,  cioe  la  snperficie  del  prime  poliedro,  sta  alia 
somma  delle  seconde,  cio&  alia  superficie  dell'altro 
poliedro,  come  una  delle  facce  del  prime  sta  alia  fac- 
cia  corrispondente  nel  secondo.  Cosi,  essendo : 

S  :  S'   =  Fi  :  F[ 
ed  F,  :  F[    =   Z«  :  £'«, 

anche:  S  :  S'   =   Z«  :  L'«,  c.  d.  d. 

2^.  Per  conto  della  seconda  parte  della  proposi- 
zione,  dobbiamo  rammentare  che  due  poliedri  simili 
si  possono  decomporre  in  egual  numero  di  tetraedri 
rispettivamente  simili  e  similmente  disposti,  ciascuno 
dei  quali  ha  un  vertice  in  un  punto  situate  neirintemo 
del  poliedro  di  cui  fa  parte,  e  gli  altri  tre  vertici  in  tre 
vertici  del  poliedro  stesso.  Pertanto,  se  supponiamo  di 
aver  decomposto  in  questo  modo  ambidue  i  polie- 
dri P  e  P',  ed  indichiamo  con  Tj,  Tg,  Tg,...  i  te- 
traedri che  compongono  il  poliedro  P,  e  con  T{,  TJ, 
rj. .•  i  corrispondenti  dall'altra  parte,  e  supponiamo 
che  L  ed  L'  siano  due  lati  omologhi  dei  poliedri  e 
comuni  rispettivamente  ai  tetraedri  7*^  2\  ed  ai  te- 
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traedri  TJ,  TJ,  abbiamo  [718]: 

Tj  :  T[   =   Z3  :  V^ 
e  Tj  :  r;  =   £3  .  j^/3. 

per  conseguenza: 

Ti :  r;  =  r, :  ti 

Qnesta  proporzione  mostra  che  i  tetraedri  Tsono  pro- 
porzionali  ai  tetraedri  T'\  epper6  [391]  la  somma 
dei  primi,  ciod  il  poliedro  P,  sta  alia  somma  dei  se- 
cond!, cioe  al  poliedro  P',  come  tmo  degli  antece- 
dent! sta  al  sno  conseguente.  Cosi,  essendo : 

P  :  P'   =    T,  :  n 

e  r,  :  r;  =  L^  :  i'^ 

conchindiamo  che : 

P  :  P'   =   L^  :  L'^. 
E  per6  rimane  dimostrato  che  ecc. 


^B»- 


CAPITOLO  XXII 


VOLUMI DEI POLIEDRI 


UtO*  Def.  Si  dice  volume  di  unsolido  il  rapporto 
del  solido  a  quello  che  si  prende  per  uniti  di  misura. 

991.  Per  unita  di  misura  del  solidi  si  prende  il 
oubo  i  cui  lati  sono  eguali  all'  xmitk  lineare. 

999*  lientma.  Dueprismi  retti,  che  abbiano  b<Mi 
egualij  stanno  tra  loro  come  le  altezze. 

Olin.  Siano  due  prismi  retti  AH^  Cf'ilebasi 
A  By  CD  siano  eguali.  Dico  che  il  prisma  AH  sta  al 
prisma  CK,  come  A  £,  altezza  del  primo,  sta  a  CF,  che 
d  r  altezza  del  secondo. 

Su  AEsi  faccia  AM 
uguale  a  CjP,  e  poi  si  tiri 
per  M  un  piano  parallelo 
alia  base  AB]  e  sia  MN  la 
sezione  fatta  da  codesto 
piano  nel  prisma  A  H. 

Intanto,  se  si  confron- 
tano  i  prismi  AN,  C K,  si 
trova  [681]  che  sono  eguali. 

Se  poi  si  considerano  EH,  MN,  AB  come  sezioni 
fatte  in  uu  prisma  indefinito  da  piani  paralleli,  si  tro- 
va che  [715]: 

AH  :  AN  =   AE  :  AM. 
Quindi  anche : 

AH  :  CK  =   AE  :  CF,  c.  d.  d. 

9f  8.  Teor.  //  rapporto  di  due  romboidi  ortogo- 
nali  i  uguale  al  prodotto  del  rapporti  che  le  ire  di-* 
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menaioni  del  primo  hanno  rispettivamente  alls  dimen* 
sioni  del  secondo. 

Dim.  Siano  due  romboidi  ortogonali  A^B]  in- 
dichiamo  con  a^h^  c  le  tre  dimensioni  del  primo,  e 
con  a\b\  c^  quelle  del  secondo.  Proveremo  che  il 
rapporto  di  ^4  a  £  e  uguale  al  prodotto  dei  rapporti 
che  i  segmenti  a^b^  c  hanno  rispettivamente  ai  seg- 
ment! a\h\c\ 


A  tal  fine  si  oostruisca  nn  romboide  ortogonale 
P,  le  cui  dimensioni  siano  a',  6,  c;  e  un  romboide  or- 
togonale Q,  le  coi  dimensioni  siano  o,\b\  c. 

Insegna  TAritmetica  che,  ove  sia  data  una  serie 
di  grandezze  omogenee,  il  rapporto  della  prima  all'ul- 
tima  e  uguale  al  prodotto  dei  rapporti,  che  si  hanno 
confrontando  ciascuna  delle  grandezze  date  con  quella 
che  la  segue.  Cos!  nel  caso  nostro,  considerando  i  so- 
lidi  Ay  P,  Q,  By  abbiamo  che  il  rapporto  Ai  A^k  B  h 
uguale  al  prodotto  del  rapporto  di  -4  a  P,  per  il  rap- 
porto di  P  a  Q,  per  il  rapporto  di  Q  a  £. 

Ma  il  rapporto  di  ^  a  P  e  uguale  al  rapporto  di 
a  ad  a',  perchS  [722]  rispetto  a  questi  spigoli,  presi 
come  altezze,  i  due  romboidi  hanno  basi  eguali.  E 
per  la  ragione  stessa  il  rapporto  del  romboide  P  al 
romboide  Q  6  uguale  al  rapporto  di  6  a  6 ',  e  il  rap- 
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porto  di  Q  a  iS  S  ngnale  al  rapporto  di  c  a  c'.  Quindi  e: 

B     ~     P   '    Q   '    B 

a         b         c  J   J 

994*  Cor*  i7  volume  di  un  romboide  ortogonale 
i  uguale  al  prodotto  delle  sue  ire  dimensionu 

Infatti,  poichS  per  volume  di  nn  solido  s'intende 
il  rapporto  del  solido  al  cubo  i  cui  spigoli  sono  egaali 
alPuniti  lineare,  il  volume  di  un  romboide  ortogo- 
nale 6  uguale  [723]  al  prodotto  dei  rapporti  delle  sue 
tre  dimensioni  all'  unita  lineare.  Questi  ire  rapporti 
si  dicono  le  lunghezze  delle  tre  dimensioni,  o  breve- 
mente  le  dimensioni^  senz'  altro.  E  pero  il  volume  ecc. 

995.  Cor.  U  volume  di  un  cubo  i  uguale  alia 
terza potenza  (al  cubo)  del  lato, 

99S.  Teor.  II  volume  di  un  prisma  i  uguale  al 
prodotto  della  base  per  Valtezza. 

Dim.  Infatti  un  prisma  qualunque  h  equivalen- 
te  [688]  a  un  romboide  ortogonale,  che  ha  base  equi- 
valente  a  quella  del  prisma,  ed  uguale  altezza.  [724]. 

999*  Teor.  II  volume  di  una  piramide  e  uguale 
a  un  terzo  del  prodotto  della  base  per  Valtezza, 

Dim.  Infatti  una  piramide  h  [703]  la  terza  parte 
di  un  prisma,  che  ha  la  stessa  base  e  la  stessa  altezza. 

9«8.  Teor.  H  volume  di  un  tronco  di  piramide 
a  basi  parallele  i  uguale  a  un  terzo  dell' altezza  moU 
tiplicato  per  la  somma  delle  basi  e  della  loro  media 
proporzionale. 

Blin.  Sappiamo  infatti  [704]  che  un  tronco  di 
piramide  a  basi  parallele  6  equivalente  alia  somma 
di  tre  piramidi,  che  hanno  la  stessa  altezza  del  tron* 
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CO,  e  per  basi  rispettive  le  basi  del  tronco  e  la  media 
proporzionale  tra  esse.  Cosi,  se  dinotiamo  con  h 
I'altezza  del  tronco,  con  ^  e  6  le  aree  delle  basi  e 
con  V  il  volume  del  tronco,  abbiamo  [727] : 

V   =    ^hb  +  ^hB  +  ^hyBF 

y>     —    -5-A(6  +  J5  4-  KTft),  c.  d.  d. 


)■ 


CAPITOLO  XXIII 

CILINDRO    E    CONO 


Cilindro. 


,^ — r — 


B 


!•••  Preso  Tin  rettangolo  ABCD  qualunque, 
ijnaginiamo  che  esso  compia  una  rotazione  intorno 
ad  un  lato,  ad  es.  intorno  al  lato  A  D.  II  solidO;  che 
vien  generate  dal  rettangolo  in  tale  movimento,  si 
dice  cilindro. 

La  superficie   del  cilindro  yien   descritta  dalla 
spezzata  ABCD.  Le  parti  della  superficie,  che  ven- 
gono  generate  dai  lati  AB,  DC,  si 
dicono  le  b(Mi  del  cilindro ;  e  si  dice  i^ 

superficie  laterale  la  superficie  de- 
scritta dal  lato  B  C.  Le  rette,  di  cai 
sono  parti  i  lati  AB,  DC,  poichd  sono 
perpendicolari  alFasse  AD^esi  man- 
tengono  tali  durante  il  movimento, 
generano  [568]  due  piani,  perpendi- 
colari [566]  alia  retta  AD,  e  per6 
[644]  paralleli  tra  loro.  Le  basi  del 
cilindro  sono  le  parti  di  questi  piani,  che  sono  comprese 
dai  cerchi  descritti  dai  punti  B  e  C\  sono  adunque  le 
superficie  di  questi  due  cerchi  eguali,  di  centri  Ae  D, 

II  raggio  delle  basi  di  un  cilindro  si  dice  il  ra^^ 
gio  del  cilindro.  La  distanza  dei  piani  paralleli,  in 
cui  stanno  le  basi,  distanza  che  h  rappresentata  [652] 
dall'a^^e  AD,  si  dice  V altezza  del  cilindro. 

II  lato  B  C,  in  qualanque  delle  posizioni  che  esso 
prende  durante  la  rotazione,  si  chiama  lato  del  ciUn- 
dro.  Ogni  lato  del  cilindro,  perchd  parallelo  all'  asse, 
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e  [638]  perpendicolare  ai  piani  delle  basi.  Percio,  se 
si  imagina  che  un  lato  di  un  cilindro  si  maova,  man- 
tenendosi  perpendicolare  al  piano  di  una  delle  basi,  e 
in  modo  che  una  delle  estremita  percorra  tutto  il 
contomo  di  nna  base,  esso  lato  toma  [571]  a  descri- 
vere  la  snperficie  laterale  del  cilindro. 

ISOft  Siaun  cilindro  di  asse  00'  e  di  raggio  OA. 
Consideriamo  due  poligoni  qnalunqne,  uno  iscritto, 
r  altro  circoscritto  ad  nna  delle  basi,  e  poi  i  prismi 
retti,  che  hanno  per  basi  i  due  poligoni  e  altezza 
egnale  a  qnella  del  cilindro.  PoichS  le  snperficie  late- 
rali  dei  dne  prismi  si  possono  imaginare  descritte  da 
un  segmento  eguale  ad  00\  il  quale,  conservandosi 

perpendicolare  al  piano 
dei  poligoni,  si  muova  per- 
correndo  con  una  delle 
estremita  i  perimetri  dei 
due  poligoni,  riesce  ma- 
nifesto che  la  snperficie 
laterale  di  quel  prisma, 
che  ha  per  base  il  poll- 
gono  iscritto,  ha  in  co- 
mune  con  la  snperficie  laterale  del  cilindro  quei 
lati  del  cilindro  che  corrispondono  ai  vertici  del  po- 
ligono,  e,  oltre  di  questi,  nessun  [179]  altro  punto;  e 
che  la  snperficie  laterale  di  quel  prisma,  che  ha  per 
base  il  poligono  circoscritto,  ha  in  comune  con  la  sn- 
perficie laterale  del  cilindro  quei  lati  del  cilindro, 
che  corrispondono  ai  punti  di  contatto  de'  lati  del  po- 
ligono circoscritto,  e,  oltre  di  questi,  nessun  [205]  al- 
tro punto.  Ed  e  pur  manifesto  che  le  altre  basi  dei 
due  prismi  sono  esse  pure,  una  iscritta,  b  V  altra  cir- 
coscritta  all'  altra  base  del  cilindro. 
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Un  prisma,  le  coi  basi  siano  iscritte  nelle  basi  di 
un  cilindro,  si  dice  iscritto  nel  cilindro.  Un  prisma  si 
dice  circoscritto  a  an  cilindro,  se  le  sue  basi  sono  cir- 
coscritte  alle  basi  del  cilindro. 

931.  Teor»  Per  qualsivoglia  cilindro  estate  un 
poligono  ed  uno  soltaiUOj  eke  ha  laproprieth  di  eseere 
maggiore  della  superficie  laterctle  di  qualunque  prisma 
iscrittOf  e  di  essere  minore  della  superficie  lateraU  di 
qualunque  prisma  circoscritto. 

Dim.  Dato  un  cilindro  qualunque,  imaginiamo  di 
formare  due  classi,  una  con  le  superficie  dei  prismi 
circoscritti  al  cilindro,  e  1'  alfcra  con  le  superficie  dei 
prismi  iscritti.  Codeste  due  classi  sono  contigue. 

Infatti  la  superficie  laterale  di  qualunque  prisma 
circoscritto  &  maggiore  della  superficie  laterale  di  qua- 
lunque prisma  iscritto,  perch^  il  perimetro  di  qualun- 
que poligono  circoscritto  alia  base  del  cilindro  &  mag- 
giore del  perimetro  di  qualunque  poligono  iscritto. 

Si  possono  poi  trovare  due  prismi,  uno  circoscritto 
al  cilindro  e  V  altro  iscritto,  nei  quali  la  differenza  tra 
le  superficie  laterali  sia  minore  d'una  superficie  data 
qualunque,  perch^  si  possono  trovare  due  poligoni, 
uno  circoscritto  alia  base  del  cilindro  e  Taltro  iscritto, 
nei  quali  la  differenza  tra  i  perimetri  sia  minore  d'un 
segmento  dato  qualunque.  [527]  (*). 

Q-iova  osservare  che  delle  due  classi,  che  abbia- 
mo  considerate,  n&  la  maggiore  ha  elemento  minimo, 
ne  la  minore  ha  elemento  massimo. 

(*)  Se  sia  data  una  superficie  <,  piana,  finita,  qualnnque, 
presa  una  sua  parte  a»  che  sia  un  poligono,  si  pu6  intanto  tras- 
formarla  in  un  triangolo,  e  poi  questo  in  un  triangolo  che  ab- 
bia  altezza  eguale  alFaltezssa  del  cilindro,  e  infine  in  un  rat- 
tangolo  che  abbia  altezza  egoale  a  quella  del  cilindro;  chia* 
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Infatti,  poich&  non  o'  6  poligono  circoscritto,  il 
cui  perimetro  sia  minore  di  quello  di  qualanque  altro 
poligono  circoscritto,  non  c'  6  prisma  circoscritto,  la 
coi  superficie  laterals  sia  minore  di  qnella  di  qualmi- 
que  altro  prisma  circoscritto.  E  peroh&  non  c'  6  poli- 
gono iscritto,  il  cni  perimetro  sia  maggiore  di  quello 
di  qualunque  altro  poligono  iscritto,  non  c'  ^  prisma 
Jscritto,  la  cui  superficie  sia  maggiore  di  quella  di 
qualunque  altro  prisma  iscritto. 

Infine,  poich^^  date  due  classi  contigue,  esiste 
sempre  una  grandezza  ed  una  sola  [534],  che  6  mi- 
nore di  tutti  gli  elementi  d'una  classe  ed  ^  maggiore 
di  tutti  gli  elementi  dell'altra,  conchiudiamo  che,  per 
qualunqfie  cilindro  dato,  esiste  un  poligono  ( che  chia- 
meremo  jd)  ed  uno  soltanto,  il  quale  ecc. 

939.  Iscritto  in  un  cilindro  un  prisma  regolare 
avente  per  base  un  poligono  di  un  numero  qualunque 
di  lati,  imaginiamo  di  andar  raddoppiando  indefini- 
tamente  il  numero  dei  lati  della  base.  Cosl  andrji,  cre- 
scendo indefinitamente  il  numero  dei  segmenti  che 
appartengono  nel  tempo  stesso  alia  superficie  late- 
rale  del  cilindro  e  alia  superficie  laterale  del  prisma. 
E  diventera  minore  di  qualunque  segmento  dato  la 
distanza  tra  un  lato  qualunque  del  cilindro  e  la  su- 
perficie laterale  del  prisma  [632,  637,  524].  Al  rad- 
doppiarsi  indefinite  del  numero  dei  lati  della  base  del 
prisma,  la  superficie  laterale  del  prisma  tende  dun- 

miamo  f  la  base  di  codesto  rettangolo.  Qnando  la  difPerenza 
tra  i  perimetri  di  due  poligoni,  uno  circoscritto  e  I'altro  iscritto 
nella  base  del  cilindro,  ^  minore  di  p,  la  differenza  tra  le  sn- 
perficie  laterali  dei  corrispondenti  prismi,  uno  circoscritto  e 
Taltro  iscritto  nel  cilindro,  h  minore  del  rettangolo  accennato, 
quindi  ancbe  di  to,  e  per  consegnenza  anche  di  «. 

8S 


—  498  — 

que  a  confondersi  con  la  snperficie  laterale  del  cilin- 
dro,  senza  per6  che  cio  possa  avverarsi.  Nel  tempo 
fitesso  un  poligono,  che  sia  sempre  equiyalente  alia 
snperficie  laterale  del  prisma,  cresce  e  tende  a  oon« 
fondersi  (in  estensione)  con  quel  poligono,  che  ab-* 
-biamo  chiamato  z/,  senza  per6  peter  mai  diventare 
ad  esso  equivalente  (*).  Queste  considerazioni  c'indu* 
dono  a  dar  la  seguente : 

9as.  Bef.  II  poligonoy  che  i  minore  della  super* 
fide  laterale  di  qualunque  prisma  circoscritto  a  un 
eilindroy  e  che  i  maggiore  della  superficie  latercUe  di 
qualunque  prisma  iscritto,  i  equivalente  alia  super* 
fide  laterale  del  dlindro. 

934.  Te*r.  La  superficie  laterale  di  un  dlindro 
i  equivalente  a  un  rettangolOf  che  ha  Valtezza  eguale 
a  quella  del  dlindro  e  la  base  equivalente  al  contorno 
della  base  del  dlindro. 

Dim.  Infatti  il  rettangolo,  che  ha  la  base  equi- 
valente al  contorno  della  base  del  cilindro  e  altezza 
eguale  a  quella  del  cilindro,  e  minore  della  superficie 
laterale  di  qualunque  prisma  circoscritto  ed  ^  mag- 
giore della  superficie  laterale  di  qualunque  prisma 
iscritto.  Esso  i  dunque,  per  definizione  [733],  equi- 
valente alia  superficie  laterale  del  cilindro. 

9S4.  Cor*  Se  r  rappresenta  il  valore  del  raggio 
di  un  cilindro,  ed  h  quelle  dell'altezza,  il  prodotto 
2nr  -  h  rappresenta  [499,  545]  I'area  della  superficie 
laterale,  epper6  [550] : 

2xrh  +  2nr*  =  2nr{h  +  r) 
h  Farea  della  superficie  totale  del  cilindro. 

(*)  Analoghe  considerazioni  si  potrebbero  fare  rispetto 
ai  prismi  circoscritti.  (Gfr.  la  nota  cbe  h  nella  pag.  357). 
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9SS«  Te»r.  Un  cilindro  i  equivalente  ad  un  prU 
sma,  che  ha  la  hose  equivalente  a  quella  del  cilindro 
e  Valtezza  eguale  a  quella  del  cilindro. 

mat.  Indichiamo  con  B  nn  poligono  eqnivalente 
alia  base  di  nn  cilindro  dato.  Dico  che  il  cilindro  i 
equivalente  ad  on  prisma  Q,  che  ha  per  base  il  poli- 
gono B  e  altezza  egnale  a  quella  del  cilindro. 

Imaginiamo  di  formare  due  classi,  una  coi  prismf 
circoscritti  al  cilindro,  e  I'altra  coi  prismi  iscritti. 
Codeste  due  classi  sono  contigue. 

Infatti  qualunque  prisma  circoscritto  h  mag- 
giore  [678]  di  qualunque  prisma  iscritto. 

Si  possono  poi  trovare  due  prismi,  uno  circoscritto 
e  I'altro  iscritto,  la  cui  differenza  sia  minore  d'un  so- 
lido  dato  qualunque  (*),  perchS  la  difiEerenza  tra  due 
prismi  cosi  fatti  &  un  prisma  che  ha  la  loro  stessa  al- 
tezza e  per  base  la  differenza  delle  basi,  e  sappia- 
mo  [529]  che,  dato  un  cerchio,  si  possono  trovare  due 
poligoni,  uno  circoscritto  e  I'altro  iscritto,  la  cui  dif- 
ferenza sia  minore  di  qualunque  superficie  data. 

Ora,  poichd  tra  le  due  classi  contigue  conside- 
rate i  compreso  il  prisma  Q  [692]  e  manifestamente 
anche  il  cilindro,  il  cilindro  ed  il  prisma  sono  equi- 
valenti  [700],  c.  d.  d. 

raif.  Cor.  Se  r  dinota  il  valore  del  raggio  di 
un  cilindro,  h  quelle  dell'altezza  e  o  il  volume,  egli 
6  [726, 650]  V  =  «r«ft. 

(*)  Dato  un  solido  e  qnalunqne,  presa  ana  parte  oi  che  sia 
nn  prisma,  possiamo  trasformarla  in  nn  prisma  di  altezza 
egnale  a  qnella  del  cilindro ;  chiamiamo  /)  la  base.  Qnando  la 
differenza  tra  dne  poligoni,  nno  circoscritto  e  I'altro  iscritto 
nella  base  del  cilindro,  ^  minore  di  /},  la  differenza  tra  i  pri- 
smi corrispondenti  ^  minore  di  ai  e  qnindi  anche  di  0. 
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Cono. 


9S9.  Preso  an  triangolo  rettangolo  ABC  qua- 
lanqiie,  imaginiamo  che  esso  compia  una  rotazione 
intomo  ad  un  cateto,  ad  es.  intomo  al  cateto  ilJ5.Il 
solido,  che  vien  generate  dal  triangolo  in  tale  mo- 
vimentO)  si  dice  cono,  11  panto  A  si  chiama  il  vertice 
del  cono ;  il  segmento  il  £  si  dice  Vasse  del  cono,  e 
rappresenta  Valtezza  del  cono. 

La  superfioie  del  cono  vien 
descritta  dalla  spezzata  il(7£. 
La  parte  della  superficie,  che 
vien  generata  dal  cateto  J?  (7, 
si  chiama  la  hose  del  cono ;  e  si 
dice  saperficie  laterale  del  cono 
la  saperficie  descritta  dall'ipote- 
nasailC.  La  retta,  di  cui  h  parte 
il  cateto  BC^  poichS  h  perpendicolare  alPasse  AB^e 
si  mantien  tale  durante  il  movimento,  genera  [568] 
un  piano.  La  base  del  cono,  poich^  e  la  parte  di  questo 
piano  che  h  compresa  dal  cerchio  descritto  dal  panto 
(7,  h  la  superficie  di  questo  cerchio. 

II  lato  A  C,  in  qualunque  delle  posizioni  che  esso 
assume  durante  il  movimento,  si  chiama  lato  del  cono. 
II  lato  del  cono  si  dice  anche  apotema  del  cono. 

ISO*  Prendiamo  a  considerare  un  cono  qualun- 
que, quelle,  ad  es.,  generato  in  una  rotazione  intomo 
(kl  cateto  VO  dal  triangolo  rettangolo  FOil.  Consi- 
deriamo  due  poligoni  qualisivogliano,  uno  circoscrit- 
to  e  Taltro  iscritto  nella  base  del  cono,  e  poi  le  pira- 
midi,  che  hanno  per  basi  rispettive  i  due  poligoni,  e 
il  vertice  nel  vertice  del  cono.  Quella  piramide,  che 
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ha  per  base  il  poligono  circoscritto,  ai  dice  circoscritta 
aX  CODO ;  I'altra  si  dice  iscritta. 

Poichd  le  superficie 
T  lateral!  delle  dae  pira- 

midi  considerate  ei  pos- 
BOno  imaginare  desoritte 
da  un  segmento  di  lun- 
'  gbezza  variabile,  il  qua- 

le, aveiido  eempre  nns 
estremita  nel  vertice  del- 
le piramidi,  si  muova  per- 
correndo  con  I'altra  eetre- 
mitik  i  perimetri  delle  basi,  riesce  manifesto  che  la 
snperScie  laterals  della  piramide  circoscritta  e  la 
enperficie  laterale  del  cono  hanno  in  comnne  quei  lati 
del  cono,  una  cui  estremit^  k  nei  panti  di  contatto 
del  lati  del  poligono  circoscritto,  e  che,  oltre  di  qaesti 
lati,  non  banno  nessnn  [203]  altro  pnnto  comune ;  ed 
&  par  manifesto  cbe  la  saperficie  laterale  della  pira- 
mide iscritta  e  la  snperficie  laterale  del  cono  hanno  in 
comnne  qnei  lati  del  cono,  che  corrispoudono  ai  ver- 
tici  della  base  della  piramide,  e  che,  oltre  di  questi  lati, 
non  hanno  in  comnne  nessun  [203]  altro  punto. 

MO.  Ed  ora  dal  centre  0  si  cali  la  perpendico- 
lare  sopra  nno  dei  lati  del  poligono  iscritto,  ad  es. 
enl  lato  AE,6  poi  si  onisca  il  piede  P  con  V. 

PoichA  VO  6  perpendicolare  al  piano  della  base, 
ed  OP  si  h  tirata  perpendicolarmente  alia  retta  A  E, 
che  giace  nel  piano  stesso,  anche  [573]  VP  i  perpen- 
dicolare ad  ^£;  epper6  VPh  I'altezza  della  faccia 
VAE  riepetto  al  lato  AE. 

Qnando  il  poligono  iscritto  k  regolare,  allora,  per- 
chd  le  perpendicolari  calate  dal  centre  sni  lati  sono 
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[222]  eguali,  ed  oblique,  che  hanno  proiezioni  eguali, 
sono  [584]  eguali,  anche  le  perpendicolari,  calaie  dal 
vertice  Y  sui  lati  della  base;  sono  eguali  tra  loro. 

Ma  quando  il  poligono  non  h  regolare,  allora  non 
sono  [223]  tutte  uguali  le  distanze  dei  lati  del  centro, 
e  per  conseguenza  non  sono  [585]  tutte  uguali  nean- 
che  le  altezze  delle  facce  laterali  della  piramide 
iscritta;  sono  per&  [585]  tutte  minori  deU'apotema 
del  cono,  perchd  i  piedi  delle  altezze  sono  nell'in- 
temo  della  base. 

Per  la  piramide  circoscritta,  invece,  le  perpendi- 
colari, calate  dal  vertice  sui  lati  della  base,  sono  tutte 
uguali  tra  loro,  e  ci6  anche  nel  caso  che  il  poligono 
circoscritto  non  sia  regolare.  Infatti,  poich6  la  perpen- 
dicolare  tirata  da  0  sopra  uno  qualunque  dei  lati,  ad 
es.  sui  lato  NF^  h  il  raggio  OA  corrispondente  al 
punto  di  contatto  [209],  la  perpendicolare,  calata  da  Y 
sn  NFj  ^  il  lato  VA  del  cono. 

941.  Teor.  La  super ficie  laterale  di  qualunque 
piramide  circoscritta  ad  un  cono  i  maggiore  della  su- 
perficie  laterale  di  qualunque  piramide  iscritta. 

Bim.  Poich^  tutte  le  facce  laterali  di  una  pira- 
mide circoscritta  ad  un  cono  hanno  per  altezza  un 
lato  del  cono,  la  superficie  laterale  di  una  piramide 
circoscritta  h  equivalente  ad  un  triangolo  T,  che  ha 
I'altezza  eguale  al  lato  del  cono,  e  la  base  uguale  al 
perimetro  P  della  base  della  piramide. 

Cosi,  se  le  facce  laterali  di  una  piramide  iscritta 
avessero  tutte  altezza  eguale  al  lato  del  cono  (lad- 
dove  tutte  hanno  altezza  minore  del  lato),  la  superfi- 
cie laterale  della  piramide  iscritta  sarebbe  equiva-' 
lente  ad  un  triangolo  t,  con  altezza  eguale  al  lato  del 
cono,  e  base  uguale  al  perimetro  p  della  base  della 
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piramide.  Anche  in  tal  caso,  essendo  P>  p,  sarebbe 
I  >  t;  peroi6  a  piii  forte  ragione  il  triangolo  T,  cioA 
la  superficie  laterale  della  piramide  circoscritta,  e 
maggiore  della  superficie  laterale  della  piramide 
isoritta. 

949.  Teor.  Se  il  numero  dei  lati  della  base  di 
una  piramide  regolare  iscritta  in  un  cono  i  grande 
abbaatanza,  la  differema  ira  Vapotema  del  cono  e  V  a- 
poiema  della  piramide  i  minore  d'  un  segmento  data 
qualunque. 

mm.  8iB,AB  un  lato  della  base  di  nna  piramide  re- 
golare iscritta  nel  cono  generata 
dal  triangolo  rettangolo  VOD. 
Caliamo  da  0  la  perpendicolare 
OC  sulla  corda  AS,  e  prolan- 
ghiamola  fino  al  cercbio  in  D. 
VD  h  I'apotema  del  cono,  e  7C 
h  Tapotema  della  piramide;  CD 
&  la  freccia  dell'arco  B  A . 
Ora  noi  sappiamo  [524]  che,  se  I'arco  BAh  abba- 
stanza  piccolo,  la  freccia  CD  ^  minore  di  qnalsivo- 
glia  segmento  dato.  Minore  di  questo  segmento,  a  piii 
forte  ragione,  e  la  diflferenza  tra  VD  e  VCj  perch^ 
essa  &  minore  di  CD  [145].  Conchiudiamo  che,  se  ecc. 
QTAS.  Tear.  Per  qualunque  cono  si  possono  tro- 
vare  due  piramidi,  una  circoscritta  e  V  altra  iscritta, 
nelle  quali  la  differema  tra  le  superficie  laterali  sia 
tanto  piccola^  quanto  si  voglia. 

Dim.  Indichiamo  con  8n  ed  «„  le  snperficie  la- 
terali di  due  piramidi,  tma  circoscritta  e  I'altra  iscritta 
in  un  cono,  e  aventi  per  basi  due  poligoni  regolari 
di  n  lati,  i  cui  perimetri  siano  rappresentati  da  Pn, 
e  pn»  Ora  proveremo  che,  raddoppiando  n  abbastan- 
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za,  si  pn6  ottenere  che  la  differenza  tra  le  superficie 
latercJi  delle  due  piramidi  divenga  tanto  piccola 
qnanto  si  voglia. 

Sopra  nn  late  di  on 
angolo  retto  prendiamo  due 
segmenti  ACy  AE  rispet- 
tivamente  uguali  a  P„  e  j)  „ ; 
e  suU'altro  lato  due  seg- 
meuti  A  By  AD  eguali  rispettiyamente  al  lato  del 
cono  e  all'apotema  della  piramide  iscritia.  I  triangoli 
ABCyADEy  cosi  costruiti,  sono  equivaleuti  rispetti- 
yamente [698]  ad  >S;,  ed  «;«;  epper6  la  differenza  tra  le 
superficie  laterali  delle  due  piramidi  in  questione  e  rap- 
presentata  dal  quadrangolo  BDEC,  Dico  che,  raddop- 
piando  n  abbastanza,  si  puo  ottenere  che  codesto  qua- 
drangolo diyenga  tanto  piccolo,  quanto  si  yuole. 

Qui,  per  fermare  le  idee,  supponiamo  che  sia  o  la 
superficie  data,  di  cui  deye  diyentar  minore  la  diffe- 
renza tra  le  superficie  laterali  delle  due  piramidi 
date.  Possiamo  supporre  che  a>  sia  un  poligono,  giac- 
ch6  nel  caso  diyerso  potremmo  prendere  di  m  una 
parte  che  fosse  un  poligono,  e  trascurare  il  rimanente. 
Con  una  retta  si  diyida  oi  in  due  parti  o'  ed  o",  e 
poi  si  trasformi  a>'  in  un  triangolo  t'  con  altezza  eguale 
ad  ^j5;  e  sia  fi'  la  base.  £  si  trasformi  &"  in  un  tri- 
angolo t"  con  altezza  eguale  al  perimetro  P  di  un 
poligono  circoscritto  preso  ad  arbitrio ;  e  sia  /! '  Ma  base. 

Ora,  perch^  J?  C  e  la  differenza  tra  i  perimetri  di 
due  poligoni  regolari  di  n  lati,  uno  circoscritto  e  Tal- 
tro  iscritto  in  un  medesimo  cefchio,  raddoppiando  n 
abbastanza,  possiamo  [525,  469]  ottenere  che  E  C  di- 
yenga minore  di  /3'.  Allora  il  triangolo  BEC  sskvk 
minore  di  f',  eppero  anche  di  &'. 


—  505  — 

Cosi,  poicbd  SD  ilek  difierenza  tra  il  lato  di  un 
cono  6  r  apotema  di  una  piramide  regolare  iscritta, 
raddoppiando  n  abbastanza,  possiamo  [742]  ottenere 
che  BD  divenga  minore  di  /3".  Allora  il  triangolo 
BDE  (poichA  e  BD<  /I",  ed  6  sempre  AE  <  P)  6 
minore  di  t",  eppero  anch^  di  cd". 

Per  consegnenza  6 : 

BEC  +  BDE  <  ©'  +  o", 
cio&,  per  n  abbastanza  grande,  egli  e  : 

S  n  —  « n  <  ®j  c.  d.  d. 

944.  Teor.  Per  qualsivoglia  cono  esiste  un  poli- 
gono  ed  uno  soltanto,  il  quale  ha  la  proprieth  di  es- 
sere  minore  della  superficie  laterale  di  qualunque  pi- 
ramide cipcoscrittaj  e  di  essere  maggiore  della  super- 
fide  laterale  di  qualunque  piramide  iscritta. 

Dim*  Dato  nn  cono  qualunque,  formiamo  due 
classi,  una  con  le  superflcie  laterali  delle  piramidi 
circoscritte  e  1'  altra  con  le  superficie  laterali  delle 
piramidi  iscritte.  Codeste  due  classi  sono  contigue 
[741,  743].  Per  consegnenza  [534]  esiste  un  poligo- 
no,  che  chiameremo  A<,  ed  uno  soltanto,  che  d  com- 
preso  tra  le  due  classi.  Cosi  resta  provato  che  ecc, 

94K.  Iscritta  in  un  cono  una  piramide  regolare, 
la  cui  base  abbia  un  numero  qualunque  di  lati,  ima- 
giniamo  di  andar  raddoppiando  questo  numero  inde- 
finitamente.  Andra  aumentando  senza  fine  il  numero 
dei  segmenti  comuni  alia  superficie  laterale  del  cono 
e  alia  superficie  laterale  della  piramide,  e  diventeri 
minore  di  qualsivoglia  segmento  [524, 580]  la  distanza 
tra  un  punto  qualunque  della  superficie  del  cono  e 
una  delle  facce  lateraU  della  piramide.  Al  raddop- 
piarsi  indefinite  del  numero  dei  lati  della  base  di  una 
piramide  regolare  iscritta,  la  superficie  laterale  della 
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piramide  tende  adunqne  a  confondersi  con  la  super- 
ficie  laterale  del  cono,  senza  per6  che  cio  possa  awe- 
rarsi.  Nel  tempo  stesso  la  snperficie  laterale  della 
piramide  tende  a  raggiungere  quel  poligono,  che  ab- 
biamo  chiamato  A^  senza  per6  peter  mai  diventare 
ad  esso  eqnivalente.  Qaeste  considerazioni  c'indacono 
a  dare  la  segnente : 

94«.  Bef*  npoligono,  che  i  minor e  della  super" 
fide  laterale  di  qualunque  piramide  circoscritta  ad  un 
cono  ed  i  maggiore  della  superficie  laterale  di  quor- 
lunque  piramide  iscritta^  e  equivalente  alia  superficie 
laterale  del  cono. 

949.  Teor.  La  superficie  laterale  di  un  cono  i 
equivalente  ad  un  triangolo,  che  ha  base  equivalente 
al  contorno  della  base  del  cono  e  V  altezza  eguale  al" 
V  apotema  del  cono. 

Dim.  Consideriamo  un  triangolo,  che  diremo  T, 
che  abbia  base  C  equivalente  al  contorno  della  b€ise 
del  cono,  ed  altezza  eguale  all'apotema  del  cono.  Co- 
desto  triangolo  h  minore  della  superficie  laterale  di 
qualunque  piramide  circoscritta,  perch^  questa  su- 
perficie e  equivalente  ad  un  triangolo  che  ha  an- 
ch'  esso  altezza  eguale  all'  apotema  del  cono,  ma  base 
maggiore  del  segmento  C.  Esso  h  poi  maggiore  della 
superficie  laterale  di  qualunque  piramide  iscritta, 
perch^  questa  superficie  e  minore,  come  abbiamo  ve- 
duto,  d'  un  triangolo  che  abbia  altezza  eguale  all'  a- 
potema  del  cono  e  base  uguale  al  perimetrd  della 
base,  il  quale  perimetro  h  minore  del  segmento  C. 

II  triangolo  Te  quindi  [746,  744]  equivalente  alia 
superficie  laterale  del  cono,  c.  d.  d. 

948*  €or«  Se  r  dinota  il  valore  del  raggio  della 
base  di  un  cono,  ed  I  quelle   dell' apotema,  I'area 
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della  superficie  laterale  del  cono  6  [747,  505,  545] 
espressa  da: 

2xr  .  -5-   =   xrl, 

e  r  area  della  snperficie  totale  [550]  da : 
nrl  -f-  srr*   =   nr{l  +  r). 
949«  Consideriamo  il  cono  generato  dal  triangolo 
rettangolo  VOB  in  una  rotazione  intomo  a  FO,  e 
seghiamolo  con  nn  piano  a  parallelo  alia  base.  Siano 

0'  e  B'  i  panti,  dove  il  piano  taglia 
[645]  Tasse  VO  ed  il  lato  VB.  Poichi 
I'asae  del  cono  d  perpendicolare  alia 
L  base,  esso  h  [648]  anche  perpendico- 

\  lare    al    piano  a;    epperd   Tangolo 

iiJ(3&Br         VO'B'  ^  retto. 

A  /' — '"-'A  8®  ora  tomiamo  a  far  rotare  il 

— - —  ^       triangolo  VOB  intomo  a  VOy  tro- 

viamo  che  il  segmento  O'B'  si  man- 
tiene  nel  piano  a;  per  consegaenza 
il  cerchio  descritto  dal  pnnto  B'  h  V  intersezione  del 
piano  a  con  la  snperficie  laterale  del  cono,  e  la  snper- 
ficie di  codesto  cerchio  h  Tintersezione  fatta  nel  cono 
dal  piano. 

La  parte  di  nn  cono,  compresa  tra  la  base  e  nn 
piano  segante  parallelo  alia  base,  si  dice  tronco  di 
cono  a  basi  parallele.  La  base  del  cono  e  la  sezione, 
fatta  nel  cono  dal  piano,  si  dicono  le  basi  del  tronco ; 
la  distanza  tra  le  basi  &  Valtezza  del  tronco ;  la  parte 
del  lato  del  cono,  che  h  compresa  tra  le  basi  del  tron- 
co, si  dice  apotema  od  anche  lato  del  tronco. 

II  tronco  di  cono,  che  abbiamo  considerate,  si 
pa6  intendere  generato  dal  trapezio  OBB'O*  in  nna 
rotazione  intomo  al  lato  00\  che  6  perpendicolare 
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alle  basi  del  trapezio.  Le  basi  0  j8,  O'B'  descrivono  le 
basi  del  tronco,  e  BB^  descrive  la  snperficie  later  ale. 

9ftO»  Teor*  La  super  fide  later  ale  di  vn  tronco  di 
cono  a  basiparallele  i  equivalente  ad  un  trapezio,  che 
ha  le  basi  equivalenti  rispettivamente  at  contorni  delle 
basi  del  tronco,  e  V  altezza  eguale  all'apotema. 

Illiii«  Consideriamo  il  tronco  di  cono  a  basi  pa- 
ralleled e;enerato  in  una  rotazione  intomo  ad  0  0'  dal 
trapezio  OBB*0\  La  superficie  laterale  del  tronco  & 
manifestamente  la  differenza  tra  le  superficie  laterali 
dei  due  coni  generati  dai  triangoli  FOjB,  VO'B', 

Si  tiri  ora  per  i?,  in  un  piano  condotto  per  VB, 
un   segmen- 
to  J5Z),  che  V 

si  a  perpen-  /:•  ' — - — - — Vf 

dicolare  a  /  !  \  ^^..--^^  ^^.--'^T) 

VB  ed  equi-       j^^ 
valente    al 
cerohio    di     ^ 
raggio    OB. 

Infine,  condotto  V*/),  si  tiri  per  B'  la  B'D'  paral- 
lel B^BD. 

Intanto  dalle  proporzioni  [450] : 

BD  :  B'D'   =    VB  :  VB', 

OB  :  O'B'    =    VB  :  VB', 

si  ricava     BD  :  B'D'   =    OB  :  O'B'. 

E  perche  due  cerchi  stanno  tra  loro  [542]  come  i 
raggi  (indicando  con  C  e  C  i  segmenti  equivalenti 
ai  cerchi  di  raggi  0  £  ed  0'^'),  abbiamo: 

C:  C   =i    OB  :  0'B\ 

Questa  proporzione,  combinata  con  la  precedente. 
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ci  da: 

C  :  C  =  BD  :  B'D\ 
Ma  persupposizione  6  C^BD,  quindi  e  anohe  [401] 
C'=B'D\  I  due  triangoU  VBD,  VB'D\  poich© 
hanno  le  basi  BD^  B'D*  equivalent!  ai  oontomi  delle 
basi  dei  coni  VAB,  VA'B\  e  alfcezze  [252]  uguali 
agli  apotemi  dei  ooni,  sono  equivalenti  [747]  rispetti- 
yamente  alle  superficie  laterali  dei  due  coni ;  e  per6 
il  trapezio  B^D'DBe  equivalente  alia  superficie  la- 
terale  del  tronco.  E  in  questo  trapezio  le  basi  B  D, 
B'D*  sono  appunto  equivalenti  rispettivamente  ai 
contomi  delle  basi  del  tronco,  e  V  altezza  BB'  ^V  apo- 
tema  del  tronco.  Besta  dunque  dimostrato  che  ecc. 

9ft !•  Cor*  Se  r  ed  r^  indicano  i  valori  dei  raggi 
delle  basi  di  un  tronco  di  cono,  ed  I  quelle  dell'  apo- 
tema,  1'  area  della  superficie  laterale  d  espressa  [750, 
504]  da: 

2«r  4-  2«r' 
^    ^  I  =   «{r  +  r')L 

Iftt.  Teor.  Un  cono  i  equivaUnte  ad  una  pita' 
tnide,  che  ha  la  base  equivalente  a  quella  del  cono,  e 
I'  altezza  eguale  a  quella  del  cono. 

Dim.  Indichiamo  con  B  un  poligono  equivalente 
alia  base  di  un  cono  dato.  Dico  che  il  cono  6  equiva- 
lente ad  una  piramide  Q,  che  ha  per  base  il  poligono 
B  %V  altezza  eguale  a  quella  del  cono. 

Consideriamo  le  classi  composte,  una  dalle  pira- 
midi  circoscritte  al  cono  e  1'  altra  dalle  piramidi 
iscritte.  Godeste  due  classi  sono  contigue. 

Infatti  qualunque  piramide  circoscritta  h  mag- 
giore  di  qualunque  piramide  iscritta. 

Si  possono  poi  trovare  due  piramidi,  una  circo- 
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scritta  e  1'  altra  iscritta,  la  coi  differenza  sia  minore  di 
qnalanque  solido  dato,  perch&  la  differenza  tra  due  pi- 
ramidi  cosi  fatte  e  rappresentata  da  una  piramide,  che 
ha  altezza  egaale  a  qnella  del  cono  e  base  agnale  alia 
differenza  delle  basi  delle  piramidi.  E  noi  sappia- 
mo  [529]  che,  date  un  cerchio  qualnnqne,  si  possono 
trovare  due  poligoni,  uno  circoscritto  e  I'altro  iscritto, 
la  cni  differenza  sia  minore  d'  un  poligono  dato  qua- 
Innque. 

Tra  le  due  classi  contigue  &  compresa  la  pira- 
mide  Q  e  manifestamente  anche  il  cono.  II  cono  e  la 
piramide  sono  dunqne  equivalenti  [700],  c.  d.  d. 

1fllS«  €or*  Se  T  dinota  il  valore  del  raggio  d'  nn 
cono,  A  quelle  dell' altezza,  e  v  il  volume,  abbiamo 
[752,  727,  550] : 


CAPITOLO    XXIY 

S  F  E  R  A 


Preliminari. 


9^4.  La  superficie,  che  vien  descritta  da  un  se- 

xnicerchio,  in  una  rotazione  intomo  al  diametro  che  ne 

nnisce  le  estremita,  si  dice  sfera  (superfieie  sferica). 

n  centro  e  il  raggio  del  semicerchio  si  dicono 

rispettivamente  centro  e  raggio  della  sfera. 

9ft5.  Poichd  i  punti  del  semicerchio,  che  genera 
una  sfera,  hanno  dal  centro  distanze  ngnali,  e  queste 
disianze  si  oonservano  invariate  durante  la  rotazione, 
i  pnnti  della  sfera  hanno  egnali  distanze  dal  centro. 
Beciprocamente,  se  nn  punto  M  ha  dal  centro  O 
della  sfera  una  distanza  egnale  al  raggio  del  semi- 
cerchio ABC  che  la  ha  generata,  il 
A  punto  M  appartiene  alia  sfera.  In- 

^\       fatti,  se   si   conduce  un  piano  per 
\     Tasse  di  rotazione  AC  e  per  il  punto 
y     Af ,  e  poi  in  questo  piano,  con  cen- 
y     tro  0  e  raggio  OM  =  OA  =  OC, 
si  descrive  mezzo  cerchio  che  ter- 
mini in  A  e  Cj  si  ottiene  una  delle 
posizioni  del  semicerchio  generatore.  Quindi  il  punto 
M  giace  sulla  sfera.  Pertanto : 

Una  sfera  i  il  luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da 
un  punto  dato  sono  eguali  a  un  dato  segmento, 

9fttt*  Ogni  raggio  tirato  dal  centro  di  una  sfera 
incontra  la  sfera  in  un  punto,  e  in  un  punto  soltanto. 
La  sfera  h  dunque  una  superfieie  chiusa.  Un  punto^ 
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che  abbia  dal  centro  della  sfera  distanza  minore  del 
raggio,  si  dice  interna  alia  sfera;  ed  h  estemo  ogni  pan- 
tOj  che  ha  dal  centro  distanza  maggiore  del  raggio. 

Ogni  segmento,  che  abbia  le  estremiti  sopra  nna 
sfera,  si  dice  corda  della  sfera ;  ogni  corda,  che  passa 
per  il  centro,  si  dice  diametro ;  e  perchd  ogni  diame- 
tro  h  doppio  del  raggio,  tutti  i  diametri  di  nna  sfera 
sono  egnali. 

W^  Te«r.  Se  la  distama  di  un  piano  did  centro 
di  una  sfera  i  maggiore  del  raggio,  il  piano  non  ha 
con  la  sfera  nessunpunto  in  comune,  ed  i  tutto  estemo. 

Dim*  Infatti,  poichi  la  perpendicolare,  calata 
dal  centro  snl  piano,  d  maggiore  del  raggio,  il  piede 
della  perpendicolare  e  estemo  alia  sfera.  Ed  ogni 
altro  pnnto  del  piano  h  estemo  a  maggior  ragione, 
perchS  [580]  ogni  obliqua,  tirata  da  nn  pnnto  ad  nn 
piano,  ^  maggiore  della  perpendicolare  calata  sal 
piano  dal  pnnto  stesso. 

958.  Teer.  Se  la  distama  di  un  piano  dal  cen- 
tro di  una  sfera  i  uguale  al  raggio,  il  piano  ha  con 
la  sfera  un  solo  punto  in  comune,  ed  ogni  altro  punto 
del  piano  i  estemo  alia  sfera. 

Dim.  Infatti,  poichS  la  perpendicolare  calata 
dal  centro  snl  piano  S  ugnale  al  raggio,  il  piede  della 
perpendicolare  giace  snlla  sfera.  Ogni  altro  punto  del 
piano  e  estemo,  perche  il  segmento  che  lo  nnisce  col 
centro,  essendo  [580]  maggiore  della  perpendicolare, 
6  maggiore  del  raggio. 

969«  Teor.  Se  la  distama  di  un  piano  dal  centro 
di  una  sfera  i  minore  del  raggio,  il  piano  e  la  sfera 
si  segano  lungo  un  cerchio. 

Dim*  Infatti,  se  si  fa  centro  nel  piede  della  per- 
pendicolare calata  dal  centro  della  sfera  snl  piano,  e 
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si  descrive  sal  piano  un  cerchio  con  raggio  eguale  al 
cateto  di  un  triangolo  rett&ngolo,  che  abbia  la  detta 
perpendicolare  per  altro  oateto,  e  il  raggio  della  sfera 
per  ipotenusa,  tntti  i  punti  del  cerchio  hanno  [565, 149] 
dal  centre  della  sfera  distanza  eguale  al  raggio  della 
sfera,  eppero  appartengono  al  piano  e  alia  sfera. 

Ogni  altro  punto  del  piano,  preso  neirintemo 
del  cerchio,  e  [585]  intemo  alia  sfera,  giacch^  iL  seg- 
mento,  che  lo  unisce  col  centre,  ha  sul  piano  una 
proiezione  minore  del  raggio  del  cerchio.  £d  ogni 
punto,  preso  sul  piano  estemamente  al  cerchio,  e  [585] 
esterno  alia  sfera. 

99a*  Sappiamo  che,  se  due  triangoli  rettangoli 
hanno  ipotenuse  uguali^  e  un  cateto  del  primo  i 
maggiore  di  un  cateto  del  secondo,  il  rimanente  ca- 
teto del  primo  [156]  e  minore  del  rimanente  cateto 
del  secondo.  Perci6  di  due  sezioni,  fatte  in  una  sfera 
da  due  piani  che  abbiano  dal  centre  distanze  disu- 
guali,  6  maggiore  quella  che  i  fatta  dal  piano  che  ha 
la  distanza  minore. 

9ai.  Quando  un  piano  passa  per  il  centre  di  una 
sfera,  esse  la  sega  in  un  cerchio,  il  cui  raggio  & 
uguale  al  raggio  della  sfera.  Infatti,  poichd  I'interse- 
zione  6  il  luego  dei  punti  del  piano,  la  cui  distanza 
dal  centre  della  sfera  e  uguale  al  raggio  della  sfera, 
e  il  centre  di  questa  giace  sul  pianO;  I'interseziene  e 
un  cerchio.  che  ha  il  centre  nel  centre  della  sfera  e 
raggio  eguale  al  raggio  di  essa. 

II  cerchio,  in  cui  una  sfera  6  tagliata  da  un  piano 
cendotto  per  il  centre,  si  dice  cerchio  massimo  della 
sfera.  Le  altre  sezioni,  fatte  da  piani  che  non  passano 
per  il  centre,  si  dicono  circoli  minori. 
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Area  delta  sfera. 

l^t.  Teor.  L'area  della  superficie,  che  i  generata 
da  un  segmenta  in  una  rotazione  intorno  ad  una  retta 
con  cut  giace  in  uno  atesao  piano  senza  essere  iagliato, 
i  uguale  alia  lunghezza  del  cerchio  descritto  dalpunto 
di  mezzo  del  segmento,  moltiplicata  per  la  lunghezza 
del  segmento. 

Dim,  1^.  Quando  il  segmento  AB  ^  parallelo  sd- 
I'asse  di  rotazione  X  Z,  la  superficie,  che  esso  genera 
rotando,  e  la  superficie  la- 
terale  di  un  cilindro;  eppe- 
r6,  se  C^D,N  sono  rispet- 

tivamente  le  proiezioni  sul-        

Tasse  delle  estremifca  e  del  ^    ^        *        ^    '9 

punto  di  mezzo   del  seg- 
mento, e  indichiamo  con  S  Tarea  della  superficie  ge- 
nerata da  ABj  abbiamo  [735]: 

S  =  23t  ^  BD  .  AB. 
Ma  6  JBZ)  =  MN,  quindi  6: 

8  z=z  2n  '  MN  .  AB. 
E  perch^  {2x  -  MN)  S  la  lunghezza  del  cerchio  di 
raggio  MNy  del  cerchio  adunque  descritto  ial  punto 
M,  per  il  caso  in  questione  il  teorema  S-dimostrato. 

2^.  Quando  il  segmento  ABha,  un'  estremita  sul- 
I'asse,  la  superficie,  che  esso  genera  rotando,  h  la  su- 
perficie laterale  di  un  cono; 
epper6  [748]  egli  e :  ^^ 

S  =  ijt  '  BD  .  AB. 
Ora,  dappoiche  nel  triangolo  - 

ABD  \di.  corda  MN  e  tirata      j  ^ § J^ 

per  il   punto    di  mezzo   del 

lato  AB^  parallelamente  aBD,  essa  e  la  meta  di  B />, 
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ossia  BD  —  2  MN.  Quindi  e : 

iS   =    2ie  ^  MN  .  AB,  c.  d.  d. 

3®.  Quando  infine  il  segmento  A  B  non  ha  nessun 

panto  enll'asse,  ne  i  paral- 
lelo  all'asse,  la  snperficie, 
ohe  esso  genera  rotando,  & 
la  superficie  laterale  di  un 
p  y  tronco  di  cono ;  epper6  [751] 

egli  e : 
S  =  3r(ilC+  BD)AB. 
Ora,  essendo    AC  +  BD  =  2MN, 
abbiamo:        5  =  2*  .  MN  -  AB^  c.  d.  d. 

9SS.  Teor«  Varea  della  superficie,  che  i  descritta 
da  un  segmento  in  una  rotazione  intorno  ad  una  retta 
con  cui  sta  in  uno  stesso  piano  sema  essere  tagliato, 
i  uguale  alia  proiezione  del  segmento  sulVasse  di  ro- 
tazione,  moltiplicata  per  la  lunghezza  del  cerchio  il 
cui  raggio  d  quella  parte  delVasse  del  segmento,  che  d 
compresa  tra  il  segmento  e  Vasse  di  rotazione. 

Dim.  Noi  sappiamo  [762]  intanto  che,  se  ^jB  di- 
nota  la  lunghezza  del  segmento,  MN  la  distanza  del 
suo  punto  medio  M  daU'asse  XY^  ed  8  Tarea  della 
snperficie  generata  da  ^  JS,  egli  e : 

8  z=:  2^  .  MN  .  AB. 
V.  Quando  il  segmento  AB  ^  parallelo  all'as- 

se,  esso  6  uguale  a  CD 
sua  proiezione  sull'asse ;  ed 
MNy  perch6  perpendico- 
lare  ad  ZF,  6  [254]  per- 
"1    c        S        S    ^       pendicolare  ad  AB.  Per 

questo  caso  h  adunque : 
8  =  2it  ^  MN  .  CD, 
secondo  Tenunciato  della  proposizione. 


M B 
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2^  Consideriamo  il  caso  in  cuiil  segmento  AB 
ha  tm'  estremiti  soll'asse ;  e  sia  0  il  panto  dove  I'asse 
del  segmento  incontra  Fas- 
se  di  rotazione  XY.il 
manifesto  che  i  triangoli 
ABD,  MNO  hanno  gli 
angoli  rispettivamente 
nguali ;  qnindi  [450] : 

AB  :  MO  z=  AD  :  MN, 
epper6:  AB  .  MN  —  MO  .  AD. 
Sostituendo  nell'espressione  di  8^  otteniamo : 

5  =  2«  .  MO  .  AD.  c.  d.  d. 

3^.  Passiamo  al  terzo  caso,  il  quale  ha  luogo 
qnando  il  segmento  A  B  non  i  parallelo  all'asse  di  ro- 
tazione, lA  ha  con  questo 
alcun  punto  in  oomnne; 
diciamo  0  il  pnnto  dove 
la  perpendicolare,  tirata 
ad  J.jB  nel  pnnto  medio, 
incontra  la  retta  Z  Y,  e 
tiriamo  A  E  parallela  ad  X  Y. 

Dai  triangoli  ABE,  MNOj  che  sono  simili  per- 
che  hanno  gli  angoli  rispettivamento  ugnali,  ab- 
biamo : 

AB  :  MO  z=z  AE  :  MN, 
ossia : 

AB  :  MO  =  CD  :  MN, 
epper6 : 

AB  .  MN  =  MO  .  CD. 
Sostituendo  nelPespressione  di  Sy  otteniamo : 

S  =  2it  *  MO  .  CD. 
£  cosi  resta  provato,  per  ogni  caso,  che  eec. 

9«ft.  Te«r«  Varta  della  superficie,  che  vien  ge- 
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nerata  da  una  spezzata  regolare  in  una  rotazione  t9t- 
torno  ad  una  retta  che  passa  per  il  suo  centra^  giace 
nel  suo  piano  e  non  la  taglia^  i  uguale  alia  lunghezza 
del  cerchio,  che  ha  per  raggio  Vapotema  della  spez- 
zata^ moltiplicata  per  la  proiezione  della  spezzata 
sulVasse  di  rotazione. 

Him.  Sia  A  BCD  una  spezzata  regolare  ed  0  il 
8no  centro.  Sia  OH  Tapotema  della  spezzata,  ed  a,  &, 
c,  d  le  proiezioni  del  vertici  A,  B,  C^  D  sopra  una 
retta  MN,  che  giace  nel  piano  della  spezzata,  passa 
per  il  centro  0  della  spezzata,  ma  non  la  taglia.  AUora 
abjbCyCd sono  le  proiezioni dei lati  della  spezzata  sulla 
retta  MN,  e  ad  6  la  proiezione  dell'intera  spezzata. 

Poich6  gli  assi 
dei  lati  della  spez- 
zata passano  [  1 88 1 
per  0,  e  le  loro 
parti  compresetra 
i  lati  e  il  punto  O 
sono  [222]  tutte 
uguali  ad  0  H,  le 
aree  delle  superficie,  che  vengono  generate  rispetti- 
vamente  dei  segmenti  AB,BCj  CD  in  una  rotazione 
intomo  ad  MN,  sono  espresse  rispettivamente  da: 
2^  '  OH  .  ab,  2%  •  OH  .  6c,  2n  .  OH  -  cd; 
e  pero  Tarea  della  superficie  generata  dalla  spezzata 
i  espressa  appunto  da : 

2x  •  OH  {ab  +  &c  +  cd)  =  2%  .  OH  •  ad. 
Omum  E  manifesto  che  la  proposizione  sussiste 
anche  nel  caso  che  I'asse  di  rotazione  passi  per  una 
estremita  della  spezzata,  o  per  tutte  e  due.  E  sussiste 
anche  se  la  spezzata  sia  soltanto  circoscritta  ad  un 
cerchio,  senza  essere  regolare. 
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996.  La  parte  di  una  sfera,  che  h  compresa  tra 
due  piani  perpendicolari  a  uno  stesso  diametro  e  clie 
incontrano  la  sfera,  si  dice  zona*  La  distanza  tra  i 
due  piani  si  dice  aliezza  della  zona. 

Se  tutti  e  due  i  piani  segano  la  sfera,  la  zona  h 
limitata  da  due  cerchi  [759],  che  si  dicono  le  bast 
della  zona.  Quando  uno  del  piani  d  perpendicolare  al 
diametro  per  I'appunto  in  una  estremiti,  esso  ha  in 
comune  con  la  sfera  [758]  un  punto  solo.  In  tal  caso 
la  zona  si  dice  a  una  base ;  ma  si  dice  anche  ccdotta, 

Cosi  si  pu6  dire,  ad  es.,  che  le  parti,  in  cui  una 
sfera  6  diyisa  da  un  piano  che  la  seghi,  si  dicono  ca- 
lotte ;  il  cerchio;  in  cui  la  sfera  resta  segata  dal  pia- 
no, si  dice  base  per  ciascuna  calotta ;  e  le  altezze  delle 
calotte  sono  rappresentate  rispettivamente  dalle  parti 
del  diametro  perpendicolare  al  piana  segante,  in  cui 
questo  diametro  e  diviso  dal  piano. 

Se  consideriamo,  ad  es.,  la  figura  del  paragrafo 
seguente,  e  imaginiamo  che  essa  compia  una  rota- 
zione  intorno  ad  MN,  Tarco  A  D  genera  una  zona,  le 
cui  basi  sono  i  cerchi  descritti  dai  punti  ^4.  e  D.  La  di- 
stanza dei  piani  di  questi  cerchi  ^  rappresentata  dal 
segmento  ad\  codesto  segmento  h  Taltezza  della  zona* 

L'arco  DN  genera  una  zona  ad  una  base,  ossia 
una  calotta  ;  il  segmento  dN  h  I'altezza  della  calotta. 

^%%.  Te«r.  La  superficie  generata  da  una  spez^ 
zata  regolare,  circoscritta  a  mezzo  cerchio  od  a  parte 
di  esso^  in  una  rotazione  intorno  al  diametro  del  86" 
micerchio,  i  maggiore  della  superficie  generata  nella 
rotazione  stessa  da  qualunque  spezzata  regolare  iscrit* 
ta  nel  medesimo  arco,  e  si  possono  trovare  due  di  cosi 
fatte  superficie,  la  cui  differenza  sia  minors  d'un  po^ 
ligono  dato  qualunque. 
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Him*  Sia  un  semicerchio  MN  di  centro  0.  Nel- 
I'arco  AD,  che  e  una  parte  qualunque  del  semicer- 
chio, siaiscritta  una  spezzata  regolare  ABCD.  Ti- 
rando  per  ciascuno  degli  arclii   AB,   EC,   CD   la 

tangente  nel  punto 
gr^^^^.^j£^^  di  mezzo,  e  consi- 

,  derando  la    parte 

della  tangente  che 
termina  sui  prolun- 
gamenti  del  raggi 
tirati  alle  estre- 
mita  dell'arco,  si 
ottiene  la  spezzata 
regolare  A'B'C'D^  circoscritta  alParco  AD.  Dico 
che  la  superfioie  generata  in  una  rotazione  intorno 
alia  retta  MN  dalla  spezzata  circoscritta  e  maggiore 
della  superficie  generata  dalla  spezzata  iscritta. 

Uniamo  il  centro  0  con  K,  punto  di  contatto 
della  tangente  C'D\  e  sia  ^  il  punto  in  cui  OK  in- 
contra  CD.  1  segment!  OH,  OK  sono  gli  apotemi 
delle  spezzate. 

Dalle  estremita  delle  spezzate  caliamo  le  perpen- 
dicolari  suUa  retta  MN.  1  segmenti  a'd',  ad  sono  le 
proiezioni  deUe  spezzate  suU'asse  di  rotazione.  Di- 
mostreremo  anzitutto  che  a'd'  e  maggiore  di  ad. 

Quando  I'arco  AD  h  Tintero  semicerchio,  il  seg- 
mento  a'd'  supera  ad  di  due  volte  DD\ 

Quando  Tangolo  MO  A  e  acuto  (o  nullo)  ed 
M{0)D  d  ottuso,  il  segmento  a'd*  supera  ad  dx 
aa'  +  dd'  (oppure  di  DD'  -j-  dd'). 

Se  M(0)A  6  acuto  edM(0)D  6  retto,  il  seg- 
mento a'd'  supera  ad  di  quanto  h  aa'. 

Inline,  se  ambidue  gli  angoli  MO  A,  MOD  sono 
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acuti, e il primo h minore del secondo, egli ^aa'  >  dd'j 
ed  il  segmento  a  'd '  snpera  a  d  di  quanto  e  la  diffe- 
renza  {aa*  —  dd'). 

Ora  noi  sappiamo  [764]  che  la  snperficie  gene- 
rata  dalla  spezzata  circoscritta  e  equivalente  al  ret- 
tangolo  che  ha  base  equivalente  al  cerchio  di  raggio 
Of  ed  altezza  egaale  ad  a'd\  E  la  snperficie  ge- 
nerata  dalla  spezzata  iscritta  e  equivalente  al  ret- 
tangolo  che  ha  base  equivalente  al  cerchio  di  raggio 
0^  ed  altezza  eguale  ad  a  (2.  Poiche  le  dimensioni 
del  primo  rettangolo  sono  rispettivamente  maggiori 
di  quelle  del  secondo,  la]  superficie  generata  dalla 
spezzata  circoscritta  e  maggiore  di  quella  generata 
dalla  spezzata  iscritta.  E  ci6  ha  luogo  manifesta- 
mente  qualunque  sia  il  numero  dei  lati  d'una  spez- 
zata e  qualunque  sia  il  numero  dei  lati  dell'  altra. 

Per  dimostrare  la  seconda  parte  del  teorema, 
dobbiamo  partire  da  due  spezzate  regolari  d'egual 
numero  di  lati,  quali  le  abbiamo  nella  nostra  figura. 

Costruiamo  perci6  i  rettangoli  a  cui  sono  equi- 
valenti  le  superficie  generate  dalle  due  spezzate.  Se 
EF  h   equivalente 

al  cerchio  di  raggio     ^^ -^ 

OK,ediEL  =  a'd', 
il  rettangolo  EQ  ^ 
equivalente  alia  su- 
perficie generata 
dalla  spezzata  cir- 
coscritta. Cosi,  se  £22  e  equivalente  al  cerchio 
di  raggio  0-H,  ed  6  ES  ^  ad,  il  rettangolo  ET 
i  equivalente  alia  superficie  generata  dalla  spezzata 
iscritta.  Prolunghiamo  ST  in  V,  e  consideriamo  i 
rettangoli  SQ  ed  R  F,  che  insieme  formano  la  dif- 


T 
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ferenza  tra  le  superficie  generate  dalle  due  spezzate. 
Yedremo  che,  se  il  nnmero  del  lati  delle  spezzate  e 
grande  abbastanza,  ciascun  rettangolo  &  minore  d'an 
poligono  dato  qualunque. 

Infatti,  la  base  S  V  del  primo  &  costante,  cioS 
indipendente  dal  numero  del  lati  delle  spezzate,  per- 
ch&  per  qualunqne  spezzata  circoscritta  Tapotema  & 
sempre  OK.  "E  V altezza  S L ,  poichS  d  la  differenza 
tra  a'd'  ed  arf,  e  uguale  o  minore  di  2DD'.  Ora 
DD\  perche  &  la  diflferenza  tra  OD'  ed  OK,  e  [144] 
minore  di  KD'\  quindi  h  2DD'  <  C'D\  Ma  noi 
sappiamo  che,  raddoppiando  abbastanzail  numero  del 
lati  d'una  spezzata  regolare  circoscritta  ad  un  arco, 
si  pu6  ottenere  che  il  lato  divenga  minore  di  qualun- 
que segmento  dato.  Quindi,  a  maggior  ragione,  rad- 
doppiando abbastanza  il  numero  dei  lati  di  due  spez- 
zate regolari;  una  circoscritta  e  Taltra  iscritta,  si  puo 
ottenere  che  SL,  differenza  delle  loro  proiezioni 
8u  MNj  divenga  tanto  piccola  quanto  si  vuole.  Al- 
trettanto  per  conseguenza  si  pu6  dire  del  rettan- 
golo aSQ. 

Passiamo  a  considerare  il  rettangolo  B  V.  In 
questo  Taltezza  TE  i  indipendente  dal  numero  dei 
lati  delle  spezzate.  Invece  la  base  Rt\  perche  ^  la 
differenza  di  due  cerchi  di  raggi  OK  ed  0  H^  ^  tanto 
piii  piccola,  quanto  e  maggiore  il  numero  dei  lati 
delle  dae  spezzate.  E  poiche,  raddoppiando  abba- 
stanzail numero  dei  lati  delle  spezzate,  si  pu6  ottenere 
[«524]  che  HK,  differenza  dei  raggi,  divenga  mino- 
re di  qualunque  segmento  dato,  altrettanto  si  pu6 
dire  di  RF^  differenza  tra  i  6erchi  (*),  In  conchiu- 

(*)  Poich^  i  cerchi  sono  proporzionali  ai  raggi,  ponendo 
qnesti  raggi  sopra  nn  lato  d'un  angolo,  tutti  e  due  partendo 
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sione,  quando  il  numero  del  lati  delle  spezzate  sia 
grande  abbastanza,  il  rettangolo  R  V  ^  rninore  d'on 
poligono  dato  qualunqne. 

Avendo  provato  che,  quando  il  numero  dei  lati 
delle  spezzate  e  grande  abbastanza,  ciasciino  dei 
rettangoli  8Q,  RV  e  minore  d'un  poligono  dato  qua- 
lunque,  altrettanto  possiamo  dire  della  loro  soinma, 
e  quindi  anche  della  differenza  tra  le  superficie  ge- 
nerate dalle  due  spezzate. 

1f01f.  Cor.  Se  mezzo  cerchio  ruota  intorno  alia 
retta  che  passa  per  le  sue  estremita,  le  superficie  ge- 
nerate dalle  spezzate  regolari  circoscritte  al  semicer- 
chio,  0  ad  una  sua  parte,  e  le  superficie  generate  dalle 
spezzate  regolari  iscritte  formano  due  classi  contigue. 

9e9.  Da  quanto  abbiamo  veduto  nei  due  para- 
grafi  precedent!  conchiudiamo  che  esiste  un  poligono 
ed  uno  soltanto,  che  d  minore  delle  superficie  gene- 
rate dalle  spezzate  regolari  circoscritte  all'arco  A  D, 
ed  &  maggiore  delle  superficie  generate  dalle  spezzate 
regolari  iscritte.  E  queste  superficie  differiscono  da 
codesto  poligono  tahto  meno  qaanto  maggiore  6  il 
numero  dei  lati  delle  spezzate  da  cui  sono  generate. 
D'altra  parte;  al  crescere  del  numero  dei  lati  delle 
spezzate,  queste  tendono  a  confondersi  con  Tarco  AD^ 
e  quindi  le  superficie  generate  dalle  spezzate  tendono 
a  confondersi  con  la  zona  generata  dall'arco.  Godeste 
riflessioni  ci  inducono  a  dare  la  seguente : 

Ifttfl.  Def*  Una  zona  i  equivalente  al  poligono, 
che  i  minore  delle  superficie  generate  dalle  spezzate 

dal  yertice,  e  ponendo  suiraltro  lato  i  segmenti  equivalenti  ai 
cerchi,  si  riconosce  poi  agevolmente  che  la  differenza  tra  1 
cerchi  si  pu6  rendere  tanto  piccola  qaanto  si  vnolej  quando 
tale  si  pu6  far  diyentare  la  differenza  dei  raggi. 
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regolari  circoscritte  alVarco  che  genera  la  zona,  ed 
i  maggiore  delle  superficie  generate  dalle  spezzate 
regolari  iscritte  nell'arco  stesso. 

990*  Teor*  Una  zona  i  equivalente  ad  un  rettan^ 
goloy  che  ha  la  base  equivalente  a  un  cerchio  massimo 
della  sfera  a  cui  appartiene  la  zona,  e  Valtezza  uguale 
all'  altezza  della  zona, 

Bim.  Infatti,  riferendoci  a  quanto  abbiamo  visto 
precedentemente,  se  consideriamo  la  zona  generata 
dall'  arco  A  D  troviamo  che  il  rettangolo  E  F,  la  cui 
base  EF  e  equivalente  al  cerchio  di  raggio  OZ",  e  la 
cui  altezza  SE  e  uguale  e^d  ad,  altezza  della  zona,  h 
minore  del  rettangolo  EQ,  che  S  equivalente  alia 
superficie  generata  da  una  spezzata  regolare  qualun- 
que  circoscritta  all'arco  ^Z>,  ed  e  maggiore  del  ret- 
tangolo E  T,  che  ^  equivalente  alia  superficie  gene- 
rata da  una  spezzata  regolare  qualunque  iscritta  nel- 
Taroo  stesso.  Quindi  [767,  769]  la  zona  6  equivalente 
al  rettangolo. 

991.  Se  r  6  il  raggio  di  una  sfera  ed  A  e  I'altezza* 
diuna  zona  (sia  essa  ad  una,  o  a  due  basi),  I'area 
della  zona  h  espressa  da  2ycr>h, 

999.  Se  dinotiamo  con  h'  ed  h''  i  valori  delle 
parti  in  cui  un  diametro  di  una  sfera  h  diviso  da  un 
piano  perpendicolare  al  diametro  stesso,  2nrh'  e 
2«rh"  sono  le  aree  delle  calotte  in  cui  la  sfera  e 
tagliata  dal  piano.  Quindi : 

27crh'  +  2«rA"   =   2jtr  (h'  +  A") 
&  I'area  della  sfera.  E  perchS  6  A'-|-^"  =  2r,  T area 
della  sfera  di  raggio  r  e  espressa  infine  da  4srr^ 

998.  Omm*  PoichS  nr^  ^  [550]  I'area  di  un  cer- 
chio di  raggio  r,  e  4ycr'^  e  I'area  di  una  sfera  di  rag- 
gio r ,  si  pu6  dire : 
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La  superficie  di  una  sfera  i  equivalente  alia  «om- 
ma  delle  superficie  di  quattro  cerchi  massimi, 

994.  Teor.  Le  superficie  di  due  sfere  stanno  tra 
loro  come  i  quadrati  dei  raggi. 

Dim.  Infatti,  se  r  ed  r'  dinotano  i  valori  dei 
raggi  di  due  sfere,  ed  s  ed  s'  le  aree  delle  stesse,  es- 
sendo : 

s  =   4«r*     ed     «'  ==  43rr'*, 
si  ha  s  :  s'   =  r^  :  r'*. 

995. 1  piani  di  due  cerchi  massimi  di  una  stessa 
sfera,  poiche  passano  per  il  centro,  si  segano  lungo 
un  diametro.  E  i  cerchi  massimi  si  tagliano  scambie- 
volmente  per  meta  nelle  estremita  del  detto  diame- 
tro. La  sfera  poi  resta  divisa  in  quattro  parti,  che  si 
chiamano  fusi.  I  due  mezzi  cerchi,  che  limitano  un 
f uso,  si  dicono  i  lati  del  fuso ;  e  vertici  del  fuso  si  di* 
cono  i  termini  dei  lati.  La  sezione  normale  del  die* 
dro,  compreso  dai  piani  in  cui  stanno  rispettivamente 
•i  lati  di  un  fuso,  si  dice  angolo  del  fuso.  (Se  si  prende 
per  vertice  della  sezione  normale  uno  dei  vertici  del 
fiiso,  si  riconosce  che  1'  angolo  del  fuso  e  uguale  al- 
I'angolo  compreso  dalle  tangenti  tirate  ai  lati  del 
fuso  per  uno  de'suoi  vertici). 

996.  Teor.  Due  fusi,  appartenenti  a  una  stessa 
sfera,  oppure  a  sfere  uguali,  se  hanno  angoli  eguali, 
sono  eguali. 

Dim*  Infatti,  se  i  fusi  vengono  trasportati,  uno 
sull'  altro,  in  modo  che  un  lato  dell'  uno  coincida  con 
un  lato  deiraltro,  e  che  cadano  da  una  stessa  banda 
del  lato  comune,  allora,  attesa  I'eguaglianza  degli  an- 
goli, anche  T  altro  lato  del  primo  fuso  cade  sulP  altro 
lato  del  secondo,  e  cosl  i  due  fusi  coincidono. 
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.tW.  Teor*  Due  fust,  appartenenti  alia  stessasfe" 
roj  oppure  a  afere  uguaJi,  stanno  tra  lorojcome  i  loro 
angoli. 

mm.  Siano  ACBDA,  AEBFA  due  fusi,  e 
D(0)C^  F{0)Ei  loro  angoli.  Dico  che  un  fuso  sta 
all'altrOy  eome  Tangolo  del  primo  sta  all'  angolo  del 

secondo. 

Diviso  F{0)Einn  parti 
egaali,  con  una  di  queste  si 
misuri  I'altro  angolo ;  sia  m 
il  quoziente  e  ci  sia    resto. 
Poi  per  il   diametro  AB  e 
per  i  singoli  raggi,  che  di- 
vidono  i  due  angoli,  si  con- 
ducano   delle  falde.  Cosl  il 
fuso  AEBFA  resta  tagliato 
in  n  parti  eguali  [776],  ed  in  (tn  +  1 )  P*^  ^^sta  ta- 
gliato il  fuso  ACBDA]  di  queste  parti  m  sono  eguali 
tra  loro  e  alle  parti  del  fuso  AEBFA^ed  una  ( quella 
corrispondente   al  resto  della  divisione)   d  minore 
delle  altre.  ii  manifesto  pertanto  cbe,  misurando  il 
fuso  ACBJDA  con  xma,  n.esima  parte  dell'altro  fuso, 
si  trova  m  per  quosdente,  appunto  come  misurando 
D{0)C  con  una  n.esima  parte  di  F{0)E. 

Se  una  divisione  non  da  resto,  non  ne  da  nean- 
che  Taltra.  Epper6  rimane  dimostrato  che  ecc. 

999.  Os0.  PoichS  una  sfera  si  puo  considerare 
come  un  fuso,  il  cui  angolo  h  di  quattro  retti,  per  ot- 
tenere  I'area  f  di  un  fuso,  appartenente  ad  una  sfera 
di  raggio  r,  quando  sia  dato  il  valore  a  dell'angolo 
del  fuso  ( cioe  il  rapporto  dell'angolo  del  fuso  ad  un 
angolo  retto),  si  porri  la  proporzione  f:4nr^  =  a:4. 
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Volume  della  sfera. 

999«  Teor.  R  volume  del  solido  generato  da  un 
triangolo  in  una  rotazione  intorno  ad  una  retta,  la 
quale  passa  per  un  veriice  del  triangolo  ed  i  situata 
nel  piano  del  triangolo  ma  non  lo  taglia^  i  uguale  al-- 
Varea  della  superficie  generata  dal  lato  opposto  al 
vertice  considerato,  moltiplicaia  per  un  terzo  delV  al- 
tezza  corrispondente  a  questo  lato. 

Dim*  Sla  X  ¥  Tasse  di  rotazione,  il  quale  passa 
per  il  vertice  C  del  triangolo  ABC,  giace  nel  piano 
del  triangolo,  ma  non  taglia  il  triangolo.  Dico  che  il 
volume  del  solido,  generato  in  una  rotazione  dal  trian- 
golo ABC,  e  uguale  all' area  della  superficie  generata 
dal  lato  AB,  moltiplicata  per  un  terzo  dell'altezza 
CHj  calata  dstCsn  AB.  Distingueremo  tre  casi. 

1^  II  lato  AB  abbia  un'e8tremit&  A  sull'asse  (il 
quale  in  tal  caso  contiene  il  lato  -4C).  Si  tiri  BD  per- 
pendicolarmente  all'asse.  Secondo  che  il  punto  D  cade 


sul  lato  AC  o  svH  prolungamento,  il  solido  generato 
dal  triangolo  ABC  e  la,  somma  o  la  difierenza  del 
coni  generati  dai  triangoli  ABD^CBD.  Questi  due 
coni  hanno  in  comune  la  base,  che  k  la  superficie  del 
cerchio  descritto  dal  punto  B\  le  altezze  dei  coni 
sono  rispettivamente  i  segmenti  AD,  CD.  Quindi, 
indicando  con  la  notazione  <(voL  ABCy>  il  volume 
del  solido  generato  dal  triangolo  ABC,  abbiamo : 


I 


—  527  — 
vol.  ABC  =  vol.  ABB  ±:  vol.  CBD 

»        =  \%{BDfAD±.\%{BD)'^CD 
»        =  \%{BDY{AD±CD) 
»         =r   \%  .  BD  .  5i)  .  ilC. 

Ma  i  due  prodotfci  {BD  -  AC)  ^  (AB  ^  CH)  sono 
egaali;  perchft  rappresentano  entrambi  il  doppio  del- 
I'area  del  triangolo  ABC\  quindi  e : 

vol.  ABC  =   \n     BD  .  AB  ^  CH. 

Ma {7t'BD'AB)h  [748] T area della superficie gene- 
rata  da  ^J3;  quindi  infine,  rappresentando  con  «  area 
ABy^V  area  della  superficie  generata  da  A  B,  abbiamo : 

vol.  ABC  =   area  AB  — 5 — ,      c.  d.  d. 

o 

2^.  Consideriamo  per  secondo  il  caso  in   cui  il 
segmento  A  B  non  ha  nessun  punto  sull'  asse,  ma  pro- 

lungato  lo  incontra  in  Z). 
II  volume  del  solido  gene- 
rate da  ABC  i  la  diffe- 
renza  del  volumi  del  solidi 
generati  dai  triangoli  CB  D, 
CAD,  e  che  sappiamo  va- 
lutare.  Onde: 
vol.^fiC   =   vol.  BDC  -  vol.  ADC 

»  ==  area  BD  •  —r: area  AD  • 


» 


3  3 

C  H 
=  (area5Z)  —  area  AD)  — ^ — 


»  ==  area  A  B  •      ,,     ,  c.  d.  d. 

3°.  Consideriamo  per  ultimo  il  caso  in  cui  il  lato 
AB  k  parallelo  all' asse.  Dai  punti  -4  e  -B  si  tirino A Ey 
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B  D  perpendicolarmente  all'  asse.  Secondo  che  il  pnn- 


»    5 


to  C  oade  snl  segmento  Z>  £  o  su  un  prolungamento 

di  DE^  abbiamo: 

vol.  ABC  =  vol.  ABDE  riz  vol.  CBD  —  vol.  CAE 


»   =n{CHfDEz^n{CHf^—n{CHf^ 
)>  =n{CHf^{^DEzpCD  —  CE) 


» 


n  .  CH  ^  -^  .  2DE 


\ 


»   =     area  AB  - 


CH 


c.  d.  d. 


980.  Si  dice  settore  sferico  il  solido  generato  da 
un  settore  circolare  in  nna  rotazione  intomo  a  rm 
diametro  del  cerchio  a  cui  appartiene  il  settore,  e  che 
non  taglia  il  settore. 

II  settore  sferico,  generato  dal  settore  circolare 
MO  A  in  una  rotazione  intomo  al  diametro  MNj  e 
terminate  dalla  calotta  generata  dalP  arco  MA  e  dalla 
superficie  conica  descritta  dal  raggio  0  A.  11  settore 
sferico, generato  dal  settore  circolare  AO B  in  nna 
rotazione  intomo  al  diametro  MNj  e  terminate  dalla 
zona  generata  dall' arco  AB  e  dalle  superficie  coni- 
che  descritte  dai  raggi  OA^  OB. 

La  zona  o  la  calotta,  che  limita  un  settore  sferi- 
co, si  dice  la  base  del  settore. 


( 


r 
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II  volame  del  solido,  generato  dalla  superficie  del 
semicerchio  MA  N,  in  una  rotazione  intorno  al  dia- 
metro  MN,  si  dice  volume  della  sfera. 

991  •  Teor*  II  volume  di  un  settore  sferico  i 
ugudle  alprodotto  delVarea  della  zona,  base  di  esso, 
per  il'terzo  del  raggio. 

Dim*  Consideriamo  il  settore  sferico  generato 
in  una  rotazione  intorno  ad  M  N  dal  settore  circolare 
AOD.  Iscriviamo  e  circoscriviamo  all'arco  AD  due 
spezzate  regolari  di  n  lati;  siano  le  spezzate  A  BCD, 
A'B'C'D'.  fe  manifesto  che  il  volume  del  settore  sfe- 
rico e  compreso 
tra  i  volumi  V  e 
V  generati  in 
una  rotazione 
intorno  ad  MN 
dai  poligoni 
OAB  C  D  ed 
OA'B'C'D\  E 
poiche  questi  volumi  sono  rispettivamente  le  somme 
di  quelli  dei  solidi  generati  rispettivamente  dai  trian- 
goli  OAB,  OBC,...,  OA'B',  OB'C\...,  abbia- 
mo[779]: 


V  ■=  area  A  B  • 


OH 


_  ,-     OH    .  ^  _^     OH 

area  B C  •  —5 \-  area  CD  •     ^  - 


»  =  (area  AB  -\-  area  BC  -{-  area  CD) 


OH 

3 


»  =  area  A  BCD  . 


OH 


r? 


Nello  stesso  modo  si  trova : 


F'  =  areai4'/?'C'Z>'  . 


OK 


31 
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Quindi  e : 

»        =  area  A'B'C'D'  .  -^^  -  area  ABCD      ^^ 


3  — ^ 3 

+  area  ABCD  •  -~^  —  area  ABCD  .  -^  , 

>        =  (area  A'B'C'D'  —  area  ABCD)  -^  + 

+  area  ^5CZ>  (OK—OH)—. 

Ora noi  sappiamo  [76G,  524]  che  tanto la  differenza 
area  il'£'C"J5'  —  area  ABCD, 
quanto  la  differenza  (OK  —  OH),  raddoppiando 
abbaetanza  il  numero  del  lati  delle  spezzate,  si  pos- 
8ono  rendere  tanto  piccole  quanto  si  voglia.  Conchiu- 
diamo  che  si  possono  trovare  due  solidi  Ve  F',  la 
cui  differenza  sia  tanto  piccola  quanto  si  vuole. 

Ed  ora  formiamo  due  classi,  una  coi  solidi  F'  e 
Taltra  coi  solidi  V.  E  manifesto  che  qualunque  dei 
primi  supera  qualunque  dei  secondi ;  si  e  poi  dimo- 
strato  che  se  ne  possono  trovar  due,  uno  d'una  classe 
e  Taltro  dell'altra,  la  cui  differenza  sia  tanto  piccola 
quanto  si  vuole.  Eppero  le  due  classi  sono  contigue. 

Ora,  essendo  che  tra  le  superficie  generate  da 
due  spezzate  regolari,  una  circoscritta  e  Taltraiscritta, 
e  sempre  compresa  la  zona  generata  dalFarco  AD, 
una  piramide,  che  abbia  base  equivalente  alia  zona  e 
altezza  eguale  al  terzo  del  raggio,  e  compresa  tra  le 
^classi  considerate.  Tra  queste  6  poi  sempre  compreso 
il  settore  sferico  generate  dalsettore  OABCD.  Quindi 
la  piramide  ed  il  settore  sono  equivalenti ;  e  per  con- 
seguenza  il  volume  del  settore  sferico  ecc. 

*©••  Cor,  Sia  ABC  il  semicerchio  che  genera 
una  sfera.  Condotto  un  raggio  O  £  ad  arbitrio,  ab- 
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biamo  che  il  volume  della  sfera  S  uguale  alia  somma 
dei  volumi  dei  solidi  generati  dai  due  settori  AO B, 
BOC.E  poiche  quAsti  volumi  si  ottengono  moltipli- 

cando  per  il  terzo  del  raggio 
le  aree  delle  due  calotte  gene- 
rate dagli  archi  -4  -B,  5 C,  il  vo- 
lume della  sfera  h  uguale  al 
terzo  del  raggio  moltiplioato 
per  la  somma  delle  aree  delle 
due  calotte,  ossia  per  Tarea  della  sfera.  Pertanto, 
detto  r  il  raggio  della  sfera  e  t?  il  volume  di  essa, 
abbiamo : 

V  '.=  4jrr-  •  -^    ossia    v  =  -^xr^. 

998«  Cor.  I  volumi  di  due  sfere  stanno  tra  loro 
come  i  cubi  dei  raggi. 

Infatti,  se  »  e  t?'  dinotano  i  volumi  di  due  sfere 
di  raggi  r  ed  r',  essendo: 

4  4 

V  =  -^nr^      e      v'   =.  -o-»^'^ 

o  6 

eappunto:  r  :  u'    =    r^  :  r'^. 

984.  II  solido,  compreso  da  un  fuso  sferico  e 
dalle  superficie  dei  due  semicerchi  che  sono  lati  del 
fuso,  si  dice  unghia  sferica  o  spicchio  sfericoi  Inten- 
deremo  per  angolo  di  un*  unghia  Tangolo  del  fuso 
corrispondente. 

Nel  modo  stesso,  nel  quale  si  e  dimostrato  che  in 
una  stessa  sfera,  od  in  isfere  uguali,  due  fusi  stanno 
come  gli  angoli  corrispondenti,  si  dimostrerebbe  che 
anche  le  unghie  stanno  come  i  loro  angoli.  E  perche 
il  volume  di  una  sfera  e  maliifestamente  quelle  di 
un'unghia,  il  cui  angolo  sia  diventato  di  quattro  retti, 
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per  ottenere  il  volume  u  di  uu'unghia,  qaando  sia 
dato  il  valore  a  del  suo  angolo,  basta  porre  la  pro- 

porzione : 

4 
u  :  -^-  itr^  =   a  :  4. 

6 

Esercizi. 

991.  Se  in  mezzo  cerchio  h  iscritta  una  linea  poligonale  rego- 
lare  e  circoscritta  la  spezzata  similei  la  saperficie  della 
sfera,  generata  dal  mezzo  cerchio  in  una  rotazione  intorno 
al  diametro  che  ne  unisce  le  estremiUi,  h  media  proporzio- 
nale  tra  le  superficie  generate  dalle  due  spezzate. 

992. 1  solidi,  generati  nella  rotazione  di  un  triangolo  rettan- 
golo  intorno  ai  cateti,  sono  inversamente  proporzionali  a 
questi  lati. 

993.  II  volume  del  solido,  generato  nella  rotazione  di  un  tiian- 
golo  intorno  ad  un  asse  che  sta  nel  piano  di  esso  e  non  lo 
traversa,  ^  uguale  al  prodotto  dell'  area  del  triangolo  per 
il  cerchio  descritto  dal  centro  di  gravity  del  triangolo. 

994.  Segare  una  sfera  con  due  piani  paralleli  ed  equidistanti 
dal  centro  in  modo  che  la  somma  delle  due  sezioni  sia 
equivalente  alia  zona  da  esse  compresa. 

995.  La  zona,  che  due  date  sfere  concentriche  determinano  in 
una  sfera  qualunque  che  passi  per  il  loro  centro,  ha 
un'area  costante. 

996.  La  calotta,  che  una  sfera  data  taglia  via  da  una  sfera  che 
passa  per  il  centro  di  essa,  ha  un'  area  costante. 

997.  II  volume  del  cilindro  equilatero  iscritto  in  una  sfera  ^ 
medio  proporzionale  tra  il  volume  del  cono  equilatero 
iscritto  e  il  volume  della  sfera.  (Un  cilindro  (od  un  cono  } 
si  dice  iscritto  in  una  sfera,  se  la  sezione,  fatta  nel  cilin- 
dro ( o  nel  cono )  da  un  piano  condotto  per  1'  asse,  ^  iscritta 
nel  cerchio,  in  cui  la  sfera  h  tagliata  dal  piano  stesso.  — 
Si  dice  circoscritto  invece,  se  ecc.  —  Un  cilindro  ( od  un 
cono )  si  dice  equilatero,  se  il  lato  h  uguale  al  diametro 
della  base). 

998.  La  superficie  totale  del  cilindro  equilatero  iscritto  e  equi- 


[ 


MbitoT 
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valente  a  tre  quarti  della  superficie  sferica  ed  ^  media 
proporziooale  tra  la  supei-ficie  sfeiica  e  la  superficie  to- 
tale  del  cono  equilatero  iscritto. 

999.  La  superficie  della  sfera,  la  superficie  to  tale  del  cilindro 
circoscritto  e  la  superficie  totale  del  cono  equilatero  cir- 
coscritto  s  tan  no  tra  loro  come  i  numeri  4,  6,  9. 

1000.  II  volume  della  sfera,  il  volume  del  cilindro  equilatero 
circoscritto  e  il  volume  del  cono  equilatero  circoscritto 
stanno  tra  loro  come  i  numeri  4, 6,  9. 
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